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Abstract. The demand for computational tools that simulate the real behavior of structures has been
intensified. Such numerical simulations usually involve highly nonlinear problems. For nonlinear
static problems, in particular, it is fundamental the implementation and use of numerical strategies to
trace the structure equilibrium paths in a complete way, overcoming critical points (limit and
bifurcations points). In the Finite Element Method (FEM) context, where incremental-iterative
strategies are usually adopted, the nonlinear solvers must have a high level of efficiency in the two
phases of the solution process (predictor and corrector), for each load step. In solving the nonlinear
algebraic equations, it is quite common that Newton-Raphson's iterations do not converge or require
an excessive number of iterations near the critical points. Therefore, the linear search optimization
technique appears as an additional sophistication. Basically, this technique aims to stagger the
corrective displacements vector in the iterative phase, seeking to guarantee and accelerate the
convergence of the process. The purpose of this work is to verify the efficiency of linear search
technique coupled with Newton-Raphson iterations and different path-following methods, and verify
its influence on the nonlinear solver efficiency. The effectiveness of the linear search algorithm
implemented is verified in solving slender structures with accentuated nonlinearity. It is previously
perceived that such a resource is triggered near load limit points (with more success when applied to
structures with these critical points), accelerates the iterative process and increases the chances of
convergence.
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Combining linear search technique with path-following methods for solving nonlinear structural problems

1 Introducgéo

A engenharia estrutural tem um grande objetivo: tornar os sistemas estruturais mais economicos
e, consequentemente, mais atrativos financeiramente. Para alcancar esse objetivo, a estrutura deve
apresentar relacdo peso/capacidade portante otimizada. A disponibilidade de materiais de alta
resisténcia e técnicas construtivas apuradas tém sido fatores preponderantes para que essa meta seja
alcangada, pois possibilitam a utilizacdo de elementos estruturais cada vez mais esbeltos. Essa
categoria de elementos particularmente sensiveis aos efeitos de segunda ordem exigem o
desenvolvimento de técnicas numéricas sofisticadas e um melhor conhecimento do comportamento
estrutural para a sua analise.

Posto isso, a busca por ferramentas computacionais capazes de realizar analises que simulam o
real comportamento estrutural tem se intensificado. Tais analises — estéaticas e dindmicas — precisam
ser capazes de resolver problemas ndo lineares. As estaticas, mais precisamente, necessitam de
estratégias numéricas que consigam encontrar o caminho de equilibrio estrutural de forma completa —
ultrapassando assim os pontos criticos ao longo desse caminho nédo linear. Destaca-se, portanto, a
necessidade de solvers ndo lineares — compativeis com a robustez das formulagdes disponiveis para
essa classe de problemas — que, em conjunto, possam efetuar a analise da forma mais eficiente
disponivel.

No ambito do Método dos Elementos Finitos (MEF), em que normalmente sdo utilizadas
estratégias incrementais iterativas para problemas ndo lineares, os solvers devem ter alto nivel de
eficacia nas duas etapas do processo, reduzindo assim o custo computacional e permitindo a analise de
problemas mais complexos, com menos simplificacbes e maior quantidade de fontes de ndo
linearidade.

Ao resolver equacOes algébricas ndo lineares resultantes de uma discretizacdo do MEF, é bastante
comum que a usual iteracdo de Newton-Raphson ndo convirja (ou requeira um nimero excessivo de
iteracBes). Surge, portanto, como uma sofisticagdo adicional a esses métodos, a técnica de otimizacéo
da busca linear. Essa técnica de “programacgdo matematica” é uma caracteristica importante de varias
estratégias numéricas para otimizacao irrestrita, com uma ampla gama de procedimentos para analise
ndo lineares em elementos finitos que podem ser aplicadas com um vasto conjunto de solucdes
iterativas.

A busca linear objetiva escalonar o vetor de deslocamentos corretivos da fase iterativa procurando
garantir e acelerar a convergéncia do processo. As finalidades deste trabalho sdo: determinar a
eficiéncia da associacdo da busca linear com diferentes estratégias de continuagdo associadas as
iteracbes de Newton-Raphson (NR); e verificar a influéncia dos parametros da busca linear na
eficiéncia do solver.

A estratégia da busca linear foi implementada no programa CS-ASA (Computational System for
Advanced Structural Analysis; Silva [1]). Esse programa foi desenvolvido com base no MEF e realiza
analises ndo lineares estaticas e dinamicas de estruturas. A eficiéncia da busca linear é verificada para
diferentes estruturas com ndo linearidade acentuada: portico, coluna e viga. Os detalhes para a
metodologia usada para solugdo do problema estrutural ndo linear, caracterizada por um esquema de
solucdo incremental iterativa, sdo apresentados. A estratégia da busca linear também é descrita.

Cabe destacar que a tecnica da busca linear associada as iteragdes de NR tem sido alvo de
pesquisas. Merecem destaque: Gil e Murray [2], que propuseram um algoritmo para otimizacéo
usando métodos de descida; Fletcher [3], que, além da busca linear, apresentou outros métodos
praticos de otimizacdo; Lee [4], que estudou a eficiéncia desse método em andlises numéricas,
destacando a sua importancia na resolucdo de problemas altamente ndo lineares; Crisfield [5,6,7], que
apresentou a metodologia da estratégia da busca linear no contexto do MEF; e Jeremic [8], que
utilizou um algoritmo de busca linear para melhorar a convergéncia no processo iterativo de NR.
Trabalhos recentes trazem o tema “busca linear”, destacando a sua importancia no cenario da
mecanica computacional. Fujiwara et al. [9] e Okimoto et al. [10], por exemplo, combinaram a busca
linear e 0 Método de Newton-Raphson (MNR) no sentido de acelerar a convergéncia do processo
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iterativo. Ritto-Corréa e Camotim [11] usaram a busca linear com os métodos de comprimento de
arco.

2 Solucgdo do problema estatico néo linear

O comportamento ndo linear de um sistema estrutural deve ser estudado por meio do controle de
um conjunto de pardmetros. Para entender a resposta da estrutura e identificar possiveis ocorréncias de
fendmenos de instabilidade € necessario entender como as suas configuracdes de equilibrio variam de
acordo com a alteracdo de alguns parametros de controle. As trajetdrias ou caminhos de equilibrio —
gue representam graficamente, por exemplo, a curva carga-deslocamento da estrutura —, sdo obtidas
com tais analises.

Nessas representagdes, a abcissa geralmente representa uma componente do deslocamento nodal
de interesse e a ordenada o pardmetro de carga. Durante a trajetoria, a estrutura pode sofrer mudancas
qualitativas em relacéo a estabilidade. A Fig. 1 ilustra uma trajetoria de equilibrio, na qual cada ponto
representa uma configuragdo de equilibrio do sistema. Na mesma figura estdo indicados os pontos
criticos da trajetoria, que sdo os pontos limites (de carga ou deslocamento) e de bifurcacéo.

Pontos limites de )
deslocamento | ~PF

\

‘ . .

| Salto dindmico
/D \ | sob controle de
\ | deslocamento

Carga

\

B Salto dindmico sob controle de carga

A

\

\
G \
\
S~
A e “‘\‘
A Pontos limites
‘ de carga
Ponto de (@
bifurcagao

Deslocamento
Figura 1. Trajetoria de equilibrio (Pires [12])

No contexto do MEF, a equacdo que governa o equilibrio do sistema estrutural pode ser escrita da
seguinte forma:

R (U)=2F 1)

em que F, € um vetor do carregamento externo de referéncia (apenas a sua dire¢do é importante) e A €
definido como uma grandeza escalar responsavel pelo escalonamento de F;; Fi é o vetor de forcas
internas que € funcdo dos deslocamentos, U, nos pontos nodais da estrutura.

Como ja mencionado, o0 esquema incremental iterativo € o mais usual para a solugdo do problema
estrutural representado pela Eg. (1). Em um contexto computacional, para cada passo de carga, tem-se
duas etapas distintas:

I. Inicialmente, a partir da Gltima configuracdo de equilibrio obtida, é selecionado um
incremento de carga, AL, definido aqui como incremento inicial do parametro de carga.
Depois da determinagdo de AL, chega-se ao incremento dos deslocamentos nodais AU, O
pardmetro ALY e o vetor AU° definem a chamada solugéo incremental predita;

Il. Na segunda etapa procura-se corrigir a solu¢do incremental predita através de um processo
iterativo — e dessa forma restaurar o equilibrio do sistema estrutural.
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A Fig. 2 ilustra graficamente a metodologia incremental iterativa para um Unico acréscimo de
carga. A Ultima configuracdo de equilibrio da estrutura é representada pelas coordenadas (‘U; o). A
partir dessa configuracéo, ¢ selecionado o incremento de carga AA?, e calculado o incremento do vetor
de deslocamentos nodais AU°. A solugdo (‘U+AU% A+AL°) normalmente ndo satisfaz a Eq. (1) que
pode ser reescrita, na forma incremental, como:

g=2F ~F (U)=0 @)

em que g representa o vetor de desequilibrio entre forcas externas e internas (ou vetor gradiente). Nas
secBes seguintes serdo determinadas de maneira mais detalhada as duas etapas do processo
incremental iterativo.

Solugdo Predita

_‘\— ______ ES_}J _____ Iteracées

_____ Trajetoria
de equilibrio
AL 2
AN AR
~— Equagdo
de restri¢ao

Fator de carga A

Deslocamento U

Figura 2. Esquema incremental iterativo (Pires [12])
2.1 Solugdo incremental predita

A primeira etapa para obtencdo da solucdo incremental predita, ou solucdo incremental inicial
tangente (AL°, AU?), consiste na montagem, usando informacdes da Ultima configuragdo de equilibrio
da estrutura, da matriz de rigidez tangente, K. Obtém-se na sequéncia o vetor de deslocamentos nodais
tangenciais, 6U,, com a seguinte expressao:

8U, = K-1F, . 3)

Por meio de uma estratégia de incremento de carga é possivel fazer a selecdo automatica do
incremento inicial do parimetro de carga AA’. Algumas das estratégias que estdo presentes no CS-
ASA ja permitem essa escolha. Pode-se vincular tal selecdo, por exemplo, a uma equacao de restricao,
como ilustrado na Figura 3.2 a restricdo do comprimento de arco (Crisfield [6]).

Apods a definigdo do incremento inicial, AA°, determinam-se os deslocamentos nodais
incrementais, AU°, escalonando-se de 8U;, ou seja,

AU® = AXO8U, . ()

S0 atualizados entdo o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais por meio do seguinte
procedimento:
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(t+AD) = t), 4+ ANO (5)
(tray = tU + AUO (6)

em que "\ e '"U caracterizam o ponto de equilibrio do sistema no Gltimo passo de carga, também
indicado na Figura 3.2.

As Equacgoes (5) e (6) nem sempre satisfazem as condi¢bes de equilibrio, como mencionado
anteriormente. Dessa forma, é necessario realizar um ciclo de iteragdes com o intuito de buscar o
equilibrio do sistema. A préxima secdo traz a elucidagéo do processo iterativo.

2.2 Ciclo iterativo

O objetivo do MNR, em uma andlise numérica, é determinar as raizes de uma determinada
equacao ou sistema de equagdes ndo lineares. No problema estrutural, a equacgao cujas raizes precisam
ser determinadas é dada pela Eg. (1). Em um esquema padrdo do MNR, apenas o vetor de
deslocamentos nodais, U, € corrigido durante o ciclo iterativo. O parametro de carga, A, segue
inalterado durante essa etapa. Ao aplicar o ciclo iterativo dessa maneira, s6 é possivel obter a trajetdria
de equilibrio até o primeiro ponto limite de carga. Caso se deseje obter o caminho de equilibrio de
forma completa, é necessario permitir a alteracdo de A durante o processo iterativo.

Nesse processo numérico iterativo, o problema consiste em estabelecer uma série de correcoes
para determinada estimativa inicial da raiz, até que se obtenha um valor satisfatério dentro da precisao
requerida (Cook et. al. [13]). Com base na técnica geral proposta por Batoz e Dhatt [14], que permite a
variagdo do parametro de carga, pode-se considerar uma mudanga nos deslocamentos nodais
governada pela seguinte equacéo de equilibrio:

KkDgUk =—g ( UkD ik ) (7

em que g representa o vetor de forcas desequilibradas, ou gradiente, que devera se anular ao longo do
ciclo iterativo, indicando que um novo ponto de equilibrio da estrutura foi atingido. Esse vetor, como
mostrado na equacao anterior, é fungdo tanto dos deslocamentos nodais totais, U, calculados na ultima
iteracdo (k-1), como do pardmetro de carga, A, na iteracdo corrente (k), agora uma incognita do
problema, ou seja:

Ak = AD 4 )k (8)
sendo 6AX a correcdo do pardmetro de carga. Substituindo (8) em (7), chega-se a:

K(k-DgUk :_I:Fi(k—l) _(}L(k—l) +57J<)Fr]. 9

Na equacdo anterior, Fi denota o vetor das forcas internas; A&YF, representa o total das forcas
internas que atuaram na iteracdo anterior; e os termos k e k-1 referem-se as iteracOes presente e
passada, respectivamente.

Observe que a Eq. (9) pode ser reescrita da seguinte maneira:

KkDJUK = —gk-D) + S)KF, (10)

que é a equacdo a ser trabalhada durante o ciclo iterativo.
A partir da Eq. (10), os deslocamentos nodais iterativos, SU*, podem ser divididos em duas
parcelas:

SUK =5UK + 5Ak3UEK (11)

sendo:
gulé = K- Uk-Dg(k-1) (12)
SUK = K-1kDF, , (13)

Nas equagOes anteriores, dUy é a correcdo que seria obtida caso fosse aplicado o método
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convencional do MNR com o incremento do pardmetro de carga constante; jA U, é o vetor de
deslocamentos iterativos resultante da aplicagéo de F..
Em um processo que inclue a estratégia de busca linear, a Eq. (11) modifica-se para:

UK =n (38U} +51k8UK ) (14)

sendo n um valor escalar que determina o tamanho do passo iterativo. A Segdo 2.3 deste trabalho traz
maiores explicacbes a respeito da busca linear e das adequacBGes necessarias para incluir esse
procedimento em um solver de um programa, para andlises ndo lineares, baseado em elementos
finitos.

Existe também a possibilidade de utilizar o método de Newton-Raphson modificado (NRM), no
qual a matriz de rigidez ndo € atualizada continuamente durante o processo iterativo. Nesse caso, dU;,
na iteracdo corrente, serd igual ao vetor de deslocamentos tangenciais dU; calculado através da Eq. (3).
A Figura 3 ilustra a diferenca entre os métodos Newton-Raphson Padrdo (NRP) (em que a matriz de
rigidez ¢ atualizada a cada iteracdo) e NRM (em que a matriz de rigidez é mantida constante durante o
ciclo iterativo).

Carga
Carga

Iteragdes Iteragdes

Deslocamento U Deslocamento U
(a) Padréo (b) Modificado
Figura 3. Representacédo grafica do MNR Padrdo e Modificado (Pires [12])

A correcdo do parametro de carga, SA¥, Unica incégnita da Eq. (11) é determinada por alguma
estratégia de iteracdo. Com a determinacdo de SA¥, pode-se calcular a correcdo dos deslocamentos
através da Eq. (12).

Uma vez obtida a solugdo iterativa, SAX e 8UK, parte-se para a atualizacdo das variaveis
incrementais do problema:

ANK = AAKD) 4 §)k (15)
AUK = AUKD + 5UK + 3AksUK (16)
e totais:
(traopk = 1y 4 AKX (17)
(traoyk =ty 4 AUK, (18)

Como em qualquer processo numérico, a solucdo calculada é apenas uma aproximacao da exata.
Dessa forma, € preciso definir limites de tolerancia para interrup¢do do processo iterativo. O processo
é interrompido quando um ou dois critérios de convergéncia sdo satisfeitos. O primeiro critério de
convergéncia — calculado no inicio da iteracdo corrente utilizando parametros da iteracdo anterior —
é baseado em relagdes de forcas e definido de acordo com:
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] "
“ ] <

em que o numerador representa a norma Euclidiana do vetor das forcas desequilibradas na iteracdo
anterior; o denominador, por sua vez, € a norma Euclidiana do vetor de incremento de carregamento
externo, sendo ¢ um fator de toleréncia fornecido pelo analista.

O segundo critério de convergéncia, verificado ao final de cada iteracdo, é baseado em relacdes
de deslocamentos e definido como:

Jsur]

<¢ (20)
faue

Go =

na qual o numerador é a norma Euclidiana dos deslocamentos iterativos e o denominador norma
Euclidiana dos deslocamentos incrementais.

A Tabela 1 ilustra os procedimentos descritos nesta secdo e na anterior, com as modificaces
necessarias para incluir a busca linear (itens sublinhados), que sera explicada na se¢do seguinte.

Tabela 1. Metodologia incremental iterativa para analise estética ndo linear

1. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: AL° e AU°
la. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K

1b. Resolva: 8U, = K-1F.

1c. Define AL usando uma estratégia de incremento de carga
1d. Determina: AU® = AA°U,
le. Atualiza as variaveis na configuracao t + At:
(t+At);\‘ t;\‘ + A?\.O e (t+At)U tU + AUo
2. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,...
2a. Se k # 1 ou a busca linear estiver ativada, pule para a etapa 2¢

2b. Avalia o vetor de forgas internas: (tHAVEKRD = tE 4 KAUKD

2c. Calcula o vetor de forgas residuais: gk = (AU (k-DE _ (t+A) plc1)

2d. Salva o vetor g em Qo

2e. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forgas ou em
forcas e deslocamentos conjuntamente

SIM (Critério de forgas): Pare o processo iterativo e siga para o item 3

2f. Se Newton-Raphson padréo, atualiza a matriz de rigidez tangente K

29. Obtém a correcdo do parametro de carga, SA*, usando uma estratégia de iteracéo

2h. Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais: SUk =6U'§ + SAKSUK,

com:
SUS = K k-1 g(k—l) e SUIr( = K k-1 |:r

2i. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos
ou em forcas e deslocamentos conjuntamente
SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 3
SIM (Critério de forca e deslocamentos): Pare 0 processo iterativo e siga para o item
3, apenas se houve a convergéncia no item 2e
2j. Atualiza o pardmetro de carga, A e 0 vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: ALK = ALKD + 5k e AUK = AU &D + SUK
b) Total: ™20k =19, + Axk e 20Uk =tU + AUK
2k. Busca linear est4 ativada?
SIM: Realiza 0 procedimento através de um dos algoritmos das Tabelas 2 e 3
detalhadas na Se¢éo 2.3
2l. Retorna ao passo 2
3. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 1
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2.3 Busca Linear

No método da “busca linear” procura-se escolher o tamanho ideal do “passo” na diregdo que
minimiza a fungdo objetivo. Esse procedimento procura escalonar a solucdo corretiva — obtida por
meio das iteragdes de NR — de forma a se atingir o equilibrio do sistema estrutural da forma mais
rapida possivel.

A correcdo do vetor de deslocamentos nodais obtida passa a ter uma variavel adicional, como
mostrado a seguir:

UK =n (38U +5rk8Uk ) (21)

em que n € o tamanho do comprimento do passo iterativo, sendo a Unica variavel se for usada a busca
linear. No processo usual do MNR, o escalar 1 é igual a 1, como explicitado na Eq. (11).

A busca linear procura determinar o valor de n que torne a energia potencial total do sistema
estrutural, IT, um valor minimo. Em outras palavras, a busca procurard n que encaminhe o problema
para a direcdo do equilibrio estavel.

Para que a solugdo do problema estrutural seja estacionaria em n e, portanto, a estrutura esteja em
equilibrio, é necessario que a derivada da energia potencial total em funcdo dessa varidvel seja nula.
Dessa forma:

s(n)zz—?zsuTg(n, AMKD L 53 k) =0. (22)

Se a busca fosse exata, a procura seria pelo menor valor positivo de n que solucione a Eq. 22.
Porém, na prética, é ineficiente aplicar uma busca linear exata. Em vez disso, é utilizado uma busca
linear inexata que procura tornar o0 modulo de S(n) pequeno em comparagdo com o mddulo de So, ou
seja,

f(n)Z‘S(n) <PBsL (23)
So
na qual Sy é dado por:

5(n=0)=Z=56UTgs(n=0) (24)

e BeL é o coeficiente de tolerancia da busca linear.

Para que seja possivel aplicar uma busca linear em descida padrdo, é necessario que So seja
negativo, pois assim a dire¢do iterativa corrente estara em uma direcdo de descida energética — fator
determinante, uma vez que a busca esta fundamentada em um critério energético.

Entdo, assumindo a existéncia dos declives, S, que podem ser facilmente calculados, através das
Eq. (22) e (24), a partir do produto interno das forgas desequilibradas g e da direcdo de deslocamento
iterativo 8U, é necessario apenas aplicar um procedimento de interpolacdo simples para executar a
busca linear.

A generalizacdo do processo de interpolagdo simples para obtencdo do valor do escalar n é dada
por:

_SO

. (25)
S;—So

Nj+1 =

Esse processo envolve uma interpolagdo entre as “descidas” atuais e a em 1 = 0 — e nem sempre
sera apropriado. No lugar da interpolacéo pode ser usada uma extrapolacdo, que ndo deve ser levada
longe demais, sendo uma amplificacdo maxima necessaria ao processo. De maneira semelhante, €
necessario introduzir um comprimento de passo minimo.

Deve ser enfatizado ainda que, para muitas iteracGes, a primeira tentativa de comprimento de
passo, n = 1, ird satisfazer imediatamente a tolerdncia da busca linear. Portanto, nenhum célculo
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extrarresidual seria necessario por conta do deste procedimento. O Unico trabalho extra, em relagdo a
uma estratégia sem busca linear, seria, nessas circunstancias, o célculo do produto interno dado pela
Eqg. (22) (com n = 1) que €é quase insignificante quando comparado com o gasto computacional gerado
por outros calculos.

O processo de busca é elucidado através de dois algoritmos apresentados pelas Tabelas 2 e 3. A
Tabela 2 apresenta um algoritmo mais simples que esta associado a técnicas de continuagfes que ndo
precisam da resolucdo de equagdes de segundo grau, enquanto a Tabela 3 apresenta um algoritmo
ligeiramente mais complicado que associa a busca com estratégias de continuacao néo linearizadas.

A explicacdo para a necessidade de dois algoritmos distintos reside no acoplamento (ou ndo)
entre as variaveis da busca e da restricdo da técnica de continuagdo. As variaveis da busca linear e das
estratégias linearizadas sdo completamente desacopladas. Como exemplo, a equacdo de restricdo
proposta por Riks [15] reescrita pra incluir a variavel n da busca linear é dada por:

NSUKTAUC +nSAKALOFTF, =0 (26)
0 que leva a mesma equacéo para obtencdo de A que Riks [15] propés.
Por outro lado, para estratégias ndo linearizadas existe o acoplamento entre as restricbes do

método e a varidvel n da busca linear. Utilizando a estratégia de comprimento de arco cilindrico para
ilustrar:

(AUKY nsU) (AU 4 msU*)— Al =0 7)

indicando um total acoplamento entre as variaveis da busca e a restricdo. Sendo assim, sd0 necessarios
alguns ajustes para considerar a variagdo do pardmetro de carga a medida que o processo de busca
linear é executado. Mais detalhes a respeito podem ser encontrados em Crisfield[7].

Tabela 2. Algoritmo da busca linear para estratégias linearizadas de iteracdo

1. Calcula o produto interno So relacionado com o nivel de carga atual
SO = SUTgO —S}kaUTFr
Se Sp > 0, abandona a busca linear e retorna para o processo iterativo

2. LACO DA BUSCALINEARI=1,2,3,..
2a. Calcula o vetor de forcas residuais gi com ;i relacionado com o nivel de carga atual
2b. Calcula o produto interno S; atual

S, =8UTg,

Si(n)
0
2d. Se a verificagdo de tolerancia do item anterior ndo for satisfeita, aplica a interpolagdo

da busca linear para obter nis1
2e. Atualiza o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AUX = AU &9 + 1;,,8UX
b) Total: 29Uk = U + AU
2f. Retorna para o item 2

2c. Se <Bg, » aceita a solugdo com n; antes de passar para a proxima iteragéo
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Tabela 3. Algoritmo da busca linear para estratégias ndo linearizadas de iteracdo

1. Calcula o produto interno So relacionado com o nivel de carga atual
SO = 8UT90 _SKKSUTFr
Se Sp > 0, abandona a busca linear e retorna para 0 processo iterativo

2. Calcula os produtos internos d; — ds € ¢1 € Co.
dy =AUy d, =8UyToU;  dy=8UgToUy  dy =An"P8U; ¢ =8U[TsUf

ds = FT8U, ds =8Ug0q d; =8U; go dg = A P A ? ¢, = FT8Uf

3. LACO DABUSCALINEARI=1,2,3,..

3a. Calcula o vetor de forgas residuais gi com i relacionado com o nivel de carga atual
3b. Calcula os produtos internos exi e ez,

k
e = SUSTgi ey =3U; g,
3c. Calcula o produto interno S; atual
Si = elyi +67\.iez'i , e SO atual
Sp =dg + 8% (ds +d; ) +82°C,

Se Sp > 0, abandona a busca linear e retorna para o processo iterativo

3d. Se @ <Bg, » aceita a solugdo com n; e 5A; antes de passar para a proxima

0

iteracdo

3e. Se a verificacdo de tolerancia do item anterior ndo for satisfeita, aplica a interpolagéo
da busca linear para obter ni:1 no nivel de carga dAi

3f. Para obter dAi+1, resolva:

2
3 (Shiy1) +z(8hiyg)+ag =0, com

3g. Calcula o produto interno S; atual
Si = elyi +67\.iezyi +67\.i+1d5 +67\.i 6)\.i+1C2 ;e SO atual

So =g + )i, (ds +07)+847,4C
Se Sp > 0, abandona a busca linear e retorna para o processo iterativo
3h. Se a verificacdo de toleréncia do item anterior ndo for satisfeita, aplica a interpolacéo
da busca linear para obter ni:1 no nivel de carga dAi+1
3i. Se ni+1 obtido no item anterior for proximo o suficiente do Ultimo n;+1, aceita o Gltimo
ni+1 calculado com seu respectivo dAi+1 que ird satisfazer a restri¢do da estratégia de
iteracdo. Se ndo, retorna para o item 3f.
3j. Assumindo que agora tem-se ni+1 e dAi+1 atualiza o parametro de carga, A, e 0 vetor de
deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AAK = ALKD + §)kiy e AUK = AU D + i, 5UK
b) Total: "20pk =% + AAK e AUk =1U + AUK
3k. Retorna para o item 3
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3 Resultados Numéricos

Nesta se¢do, pretende-se verificar a eficiéncia computacional da técnica da busca linear para
analise estatica ndo linear de estruturas. Serdo apresentados resultados de analises em trés sistemas
estruturas que sdo usados frequentemente para validar estratégias de solucdo ndo linear visando a
avaliar: a eficiéncia da estratégia guando associada com NRP e NRM; a influéncia da taxa de
tolerancia na eficiéncia do processo da busca; e a eficacia da busca com diferentes estratégias de
iteracdo.

Os parametros fundamentais determinados para mensurar a eficiéncia da estratégia foram:
namero total incrementos (Niwt) € iteracdes (lwr); NUmero de iteragdes médias por incremento (Imsd);
tempo de processamento em segundos (CPU); e nimero total de reinicializagbes (Rein). E valido
ressaltar que a reinicializacdo acontece quando se atinge 0 nimero maximo de itera¢Oes desejadas para
0 problema e ndo se obtém convergéncia para um dado incremento de carga. Sendo assim, é
necessario que a analise retorne a ultima configuracéo de equilibrio conhecida — e que se recomece o0
processo incremental iterativo considerando metade do valor encontrado para AL’

3.1 Pértico de Lee

O Portico de Lee é uma estrutura frequentemente utilizada para validar formulagGes de elementos
finitos e estratégias de solugdo n&o linear. A Fig. 4 ilustra o problema a ser analisado nesta secéo. Esse
sistema é composto por um pilar e uma viga, com o comprimento L = 120 cm e apoios de segundo
género em ambas extremidades. A secéo transversal dos elementos possui area A = 6 cm?, momento de
inércia 1 = 2 cm* e coeficiente de forma k = 1. O médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do
material que compde os elementos sdo E = 720 kN/cm* e v = 0,3, respectivamente. O carregamento
externo é composto por uma carga vertical P = 1 kN aplicada a 0,2L da extremidade esquerda da viga.

0,2L

-

; {
! T

eVV

I

Secdo transversal

E=720,0
L =120
A=6,0
1=2,0

Figura 4. Portico de Lee: geometria e carregamento

Os primeiros estudos com essa estrutura foram desenvolvidos por Lee et al. [16]. Na sequéncia,
diversos autores analisaram esse pértico numericamente: Schweizerhof e Wriggers [17], Coulter e
Miller [18], Chen e Blandford [19] e Pacoste e Eriksson [20]. Mais recentemente, Silva [1] e Silva
[21] utilizaram este poértico para validarem formulagdes implementadas no CS-ASA.

Esta secdo procurara estudar a eficiéncia do processo de busca linear na analise colocando em
evidéncia a atualizagdo da matriz de rigidez durante o processo iterativo. Para o exemplo, usou-se uma
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malha com 20 elementos e a formulagdo SOF-2 presente no CS-ASA. O critério de convergéncia
escolhido foi o baseado em deslocamentos, com tolerancia { = 10, o incremento inicial do parametro
de carga foi AA® = 0,1, e 21 iteracdes maximas foram permitidas. Como estratégia de incremento de
carga e iteracdo foi utilizada, para ambas, o deslocamento generalizado. Para analises com busca
linear, o parametro de tolerdncia da busca foi Bs. = 0,6. Para comparagdo, foram utilizados os
resultados obtidos por Schweizerhof e Wriggers [17]. As trajetorias de equilibrio sdo retratadas na Fig.
5 para analises com NRP e na Fig. 6 para analises com NRM.

55 - 55
50 ] 02L 50 | — —  Presente trabalho: Busca Linear
it - : = : - as N . Shweizerhof e Wriggers (1986)

- 0 Vv -
4,0 - . 4,0
3,5 L | 3,5 I
3,0 — | 3,0 — |
2,5 i L ® 2,5 u .
— N - I
P 20 Thw I P 2,0
. N N o« % o |
1,5 — - I 1,5 — o~
, o o
10— M ‘ 10 -|® .«
0,5 — » /0 ¢ 0,5 4 o °\
| / ]

oo—-/ ------------------- fommmn e ®----- 0,0 F---mmmmmmmmmmmme e R—---’----
0 . b 0 X
0,5 — I8 o’ -0,5 — ¢ e

— / —
1,0 — e — -1,0 LT
-L.5 T T T T T T T 1 1,5 T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
v u
(a) Deslocamento Horizontal (b) Deslocamento Vertical

Figura 5. Trajetorias de equilibrio para o Portico de Lee — NRP

As Tabelas 4 e 5 apresentam os resultados obtidos com o processo de busca linear e com o
procedimento convencional para andlises com NRP e NRM, respectivamente, para fins de
comparagdo. Por meio dos resultados apresentados nas duas tabelas, é possivel perceber a influéncia
da busca na andlise e um melhor desempenho quando esse procedimento é aplicado, tanto para
andlises utilizando NRP quanto NRM. Pode-se notar redugdo em todos os parametros relevantes
(exceto iteragdes médias), evidenciando a eficiéncia que o processo de busca proporciona.

Tabela 4. Avaliacao da eficiéncia computacional da busca linear associada a NRP

Busca linear Processo convencional

Niot Lot I med Rein CPU Ntot Lot I med Rein CPU

412 4065 9,86 1 12,020 | 953 6459 6,78 2 16,540
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Figura 6. Trajetorias de equilibrio para o Portico de Lee - NRM

Tabela 5. Avaliacdo da eficiéncia computacional da busca linear associada a NRM

Busca linear Processo convencional

Niot Lot I med Rein CPU Ntot Lot I med Rein CPU

582 4571 7,85 2 11,930 | 1252 | 5802 4,63 3 15,560

E possivel observar, por meio da comparagio entre as analises com e sem atualizagio da matriz
durante o processo iterativo, que a busca apresenta desempenho semelhante para esses métodos.
Portanto, as analises da sec¢Oes seguintes serdo realizadas utilizando NRM, a fim de padronizar as
analises deste trabalho.

3.2 Coluna Engastada Livre

Esta secdo ird estudar uma coluna na qual uma das extremidades esta engastada e a outra livre,
como ilustra a Fig. 7. A coluna tem comprimento L e rigidez a flexdo El. O carregamento € constituido
por uma carga pontual P vertical associada a uma pequena excentricidade (M = 0,001PL), introduzida
para evitar dificuldades numéricas associadas ao ponto de bifurcacéo.

O objetivo fundamental desta secdo ¢é verificar a influéncia da tolerancia da busca linear PBgL.
Utilizou-se diferentes valores deste parametro nas analises para constatar tal influéncia. O método de
comprimento de arco de Ramm [22] foi utilizado em associa¢do com o método de NRM. O critério de
convergéncia adotado serd o baseado em deslocamentos, com tolerancia { = 103, O incremento inicial
do parametro de carga, AA°, para o primeiro passo incremental foi considerado igual a EI/(PL?) com P
= 1, com 21 iteracbes maximas permitidas. Empregou-se uma malha com 10 elementos finitos e
formulacdo SOF-2.
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Figura 7. Coluna engastada livre
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Figura 8. Trajetdrias de equilibrio para a viga engastada livre

Os caminhos ndo lineares de equilibrio sdo exibidos na Fig. 8. Como fonte de avaliagdo dos
resultados obtidos, utilizou-se a solucdo analitica apresentada por Southwell [23]. Por sua vez, a
Tabela 6 apresenta os resultados através dos parametros relevantes para uma analise nao linear.

Ao comparar 0s pardmetros entre analises, & possivel perceber o melhor desempenho
computacional com o processo de busca, com qualquer valor para tolerancia, quando comparado com
0 processo convencional. Nota-se uma reducdo substancial no nimero de incrementos de carga e
iteracBes totais. O numero de falhas do processo de convergéncia também é reduzido quando o
processo de busca é aplicado, evidenciando a caracteristica de facilitar/acelerar a convergéncia que o
método tem.
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Tabela 6. Avaliacdo da eficiéncia computacional da busca linear

Valor de Ba. Niot Lot Ima | Rein | CPU
Convencional 238 2505 | 10,53 3 2,62
BeL=0,8 128 1354 | 10,58 0 1,69
BeL=0,6 140 1439 | 10,28 2 1,84
BeL=0,4 147 1514 | 10,30 1 2,15
BeL=0,2 148 1546 | 10,45 0 2,14

Entretanto, como pode ser visto atraves da Tabela 6, uma simples reducéo da tolerancia da busca
ndo garante mais rapidez & anélise. E possivel constatar ainda que diferentes estruturas apresentam
valores ideais diferentes para BgsL. Entretanto, para a maioria das anélises realizadas neste trabalho,
valores entre 0,6 e 0,4 produziram bons resultados.

3.3 Viga Engastada Livre

O terceiro exemplo deste trabalho € um problema classico na validagcdo de modelos numéricos.
Varios pesquisadores analisaram essa estrutura procurando validar as metodologias propostas por eles,
incluindo Bathe e Bolourchi [24], cujos resultados serdo utilizados para comparacdo com as analises
desta pesquisa, Crisfield [25], Gummadi e Palazotto [26], Silva [1] e Silva [21].

Esta viga, Fig. 9, estd engastada em uma de suas extremidades e submetida a um momento fletor
na extremidade livre; tem comprimento L, secdo transversal retangular e médulo de elasticidade E.
Nesse estudo, 0 momento fletor aplicado na extremidade foi aumentado variando o parametro de carga
de 0,0 2 2,0. Para A = 2,0, tem-se que a viga se deforma com a extremidade livre rotacionando 720°.

A

Figura 9. Viga engastada-livre

Com esta segdo procura-se confirmar a funcionalidade do método de busca linear com diferentes
estratégias de iteracdo, mantendo para todas a estratégia de incremento do comprimento de arco. Para
isso, serdo associadas ao método de NRM as técnicas de norma minima dos deslocamentos e 0s
comprimentos de arcos propostos por Riks [15] e Ramm [22], além do comprimento de arco
cilindrico. O nimero maximo de iteragdes permitidas foi igual a 21 e o incremento inicial do
parametro de carga foi AA° = 0,1. O critério de convergéncia escolhido foi o baseado em
deslocamentos, com tolerancia ¢ = 10-3. A tolerancia da busca linear utilizada para as analises foi PsL
= 0,5. Foram utilizados 10 elementos finitos como malha e a formulacdo SOF-2 disponivel no CS-
ASA.

A Fig. 10 mostra as trajetorias de equilibrio com as diferentes combinacGes de incremento de
carga e de iteracdo. A Tabela 7 traduz os resultados em funcdo dos parametros relevantes para uma
analise ndo linear.
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Figura 10. Trajetorias de equilibrio para a viga engastada-livre
Tabela 7. Avaliacdo da eficiéncia computacional da busca linear associada a diferentes estratégias
de iteragdo
Busca linear Processo convencional
Estratégia . )
Niot Lot I med Rein CPU Niot ltot I med Rein CPU
Norma Min. 63 644 | 10,22 0 0,94s 85 892 | 10,49 0 1,12s
Cilindrico 58 590 | 10,17 0 0,92s 87 914 | 10,51 0 1,16s
Ramm 251 | 2719 | 10,83 0 3,17s | 418 | 4564 | 10,92 0 4,46s
Riks 251 | 2719 | 10,83 0 3,43s | 418 | 4564 | 10,92 0 5,14s

Ao analisar os resultados, percebe-se que o método funciona adequadamente com diferentes
estratégias de iteracdo, garantindo seguranca ao analista em utilizar a busca linear. Para qualquer
estratégia de iteracdo utilizada nesta secdo, 0 método da busca reduz 0 Nt € 0 lor acima de 30%.
Ainda é possivel visualizar a manutencdo da similaridade que o processo convencional proporciona
entre as estratégias de Ramm e Riks e norma minima e comprimento de arco cilindrico.

4  Conclusdes

Foi proposto neste trabalho a inclusdo de um algoritmo de busca linear para acelerar o processo
de solugdo do sistema de equacfes ndo lineares do equilibrio estrutural. Esta técnica que procura
escalonar o vetor de correcdo iterativa, com a proposta de garantir e acelerar o processo de
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convergéncia do método de Newton-Raphson.

A partir dos exemplos estruturais classicos analisados no presente trabalho, conclui-se que a
busca acoplada ao MNR produz resultados que comprovam a eficiéncia dessa associacdo. Observa-se
gue a busca é eficaz independentemente da associagdo com o método de NRP ou NRM. Fica
comprovado que diferentes técnicas de continua¢do podem ser relacionadas com a estratégia da busca
linear, que apresenta performance similar entre diferentes métodos.

A tolerancia da busca, outro ponto estudado neste trabalho, torna-se uma pardmetro muito
influente no solver ndo linear. Apesar do processo de solugdo melhorar com diferentes valores do
parametro da toleréncia, a simples reducéo deste valor, tornando o processo mais rigoroso, ndo garante
maior eficiéncia. Percebe-se também, que para diferentes estruturas, o valor ideal deste parametro
difere. Porém, para analises realizadas por este estudo, valores entre 0,6 e 0,4 indicam uma boa
reducdo no tempo de processamento das analises.

Portanto, esta estratégia apresentada aqui se torna relevante para analises estruturais ndo lineares,
uma vez que os resultados indicam melhoras no funcionamento do solver e aplicabilidade com
diferentes tipos de estrutura.
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