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Abstract. This paper presents a procedure to extract accurate transverse normal and shear stresses, and
the transverse and in-plane displacements, in isotropic plates, symmetric laminated composite plates and
plates with sandwich structure, modeled by the First Order Shear Deformation Theory (FSDT), under
large displacements considered in the von Karman sense. The Generalized Finite Element Method
(GFEM) is used, in which the enrichment of the Partition of Unity (PoU) functions is done by complete
polynomials functions, improving the obtained results, and making it possible to obtain basis of
approximate functions with degree 4 of polynomial reproducibility. This makes possible to obtain
straightforwardly the third derivatives of transverse displacement w, which is needed in most extraction
procedures based on the integration of the local equilibrium and kinematic equations. The procedure
starts with the integration of the local differential equations static equilibrium, using the results obtained
from the direct calculations of stresses and displacements by the constitutive equations using the results
of the GFEM. Modifications of the stresses at given integration points are performed to enforce the
following conditions: (a) the satisfaction of boundary conditions on both faces of the laminate, (b)
equivalence with the resultant shear forces, and (c) interlaminar continuity of stresses. The transverse
and in-plane displacements are integrated along the thickness using the three-dimensional local stress-
strain relations for anisotropic layers. The stresses and deflections calculated with the proposed post-
processing are compared with the stresses and deflections obtained in the literature or calculated using
a three-dimensional Finite Element (FEM) analysis that serves as a reference. The proposed stress
recovery procedure, when applied to geometrically nonlinear problems, generate estimates that show a
good correlation with the three-dimensional FEM reference solutions and with the solutions present in
the literature, for all test cases of isotropic, laminated plates and sandwich plates. For the displacements
along the thickness the results are satisfactory, considering that the solution comes from a first order
model.
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Application of the GFEM to the FSDT applied to Isotropic and Sandwich Plates Under Large Displacements

1 Introducao

Pela forma como as estruturas compostas laminadas sdo construidas, elas estdo sujeitas a varios
modos de falha, como a delaminagdo, que ¢ causada pelo efeito de tensdes normais e cisalhantes
transversais. Assim sendo, determinar as variagdes das tensdes transversais ao longo da espessura dos
laminados assume grande importancia. Neste sentido, as analises de tensdes buscam estimativas precisas
da distribuicao das tensdes, principalmente das componentes transversais.

Analises tridimensionais destas estruturas oferecem resultados mais precisos do que teorias de
placas e casas, porém, sdo geralmente inexistentes nos casos analiticos, ou de alto custo computacional
nos casos de solu¢des numéricas. Pela simplicidade, as teorias bidimensionais de placas ou cascas sdo
utilizadas para a analise de estruturas compostas, de tal modo que, apds as tensdes terem sido calculadas,
os valores das tensdes interlaminares assumidas como sendo zero sdo estimados por alguns meios. Esse
processo ¢ frequentemente chamado de recuperagdo (ou extracdo) de tensoes.

Entre os precursores na investigacdo do conceito de recuperacdo de tensdes esta Pagano [1] e [2],
que obteve as tensdes interlaminares com expressoes de forma fechada, considerando as hipoteses de
Kirchhoff, para cargas transversais em placas laminadas simplesmente apoiadas. Estes resultados,
obtidos pela integracdo das equagdes de equilibrio da teoria da elasticidade linear, foram comparados
com a solugdo analitica tridimensional, apresentando boas aproximagdes entre as duas abordagens.
Considerando os desenvolvimentos de recuperacdo de tensdes no Métodos dos Elementos Finitos
(MEF), Pryor e Barker [3] implementaram o método de diferenca-finitas em pos-processamento,
associado a teoria da deformacao cisalhante (shear-deformable theory) de Whitney [4], integrando as
equagdes de equilibrio para calcular as tensoes transversais cisalhantes. As comparagdes com a solugéo
exata da elasticidade indicam bons resultados. Chaudhuri [5] utilizou as duas primeiras equagdes do
equilibrio para calcular a variacdo das tensdes transversais cisalhantes ao longo da espessura de
laminados espessos, a partir de tengdes coplanares provenientes de um modelo de MEF. Engblom e
Ochoa [6] desenvolveram um elemento finito quadrilateral a partir do qual estavam disponiveis formas
analiticas para as tensdes interlaminares. Chaudhuri e Seide [7] utilizaram elementos triangulares
previamente desenvolvidos e aplicaram um processo de recuperagdo de tensdes cisalhantes
interlaminares, a fim de satisfazer as condigGes de contorno das superficies superior ¢ inferior ¢ a
continuidade das tensdes nas interfaces das laminas. Noor et al. [8] desenvolveram um procedimento
preditor-corretor nos quais deslocamentos e deformacdes sdo refinados iterativamente até que o grau de
convergéncia desejado seja obtido.

Estas abordagens citadas consideram sempre problemas geometricamente lineares. Quando se trata
de problema nos quais as ndo linearidades geométricas sdo importantes, existem menos trabalhos
publicados. Chia [9] observa a importancia de incluir termos de rotagdo no calculo de tensdes e
deformagdes, especialmente para placas finas. Libai ¢ Simmonds [10] mencionam, brevemente, que ¢
possivel estimar tensdes transversais de cisalhamento integrando as equagdes diferenciais de equilibrio
na diregdo da espessura, mas nenhuma discussdo ¢ apresentada sobre se as equacgdes ndo lineares devem
ser usadas ou ndo. Outros trabalhos neste sentido sdo apresentados em [11], [12], [13], [14] e [15].
Embora estas abordagens tenham apresentados bons resultados as formulag¢des tendem a ser demasiado
complexas para permitirem sua extensdo aos problemas de cascas.

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar os principais pontos a formulagdo desenvolvida para extrair
tensdes transversais e deflexdes, processando resultados a partir do modelo do Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG), para placas laminadas e estruturas sanduiches sob deslocamentos
moderadamente grandes a partir do modelo de primeira ordem de Reissner — Mindlin com as hipoteses
de von Karman.
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2 Método dos Elementos Finitos Generalizados

O MEFG fornece uma configuragdo muito oportuna para executar a extragdo, por causa de sua
maneira facil de realizar o enriquecimento coplanar da fung¢do base usada nas fung¢des de deslocamento
generalizadas do modelo de Mindlin. Mesmo em problemas sem qualquer descontinuidade de dados ou
solugdo, a base pode ser facilmente enriquecida para obter polindmios de ordens superiores, utilizando
uma malha fixa de nds e elementos. Isto permite, de forma direta, todas as diferenciagdes necessarias
em todos os processos de recuperacao de tensdo disponiveis. Vale ressaltar que os codigos comerciais
utilizam elementos finitos de baixa ordem, geralmente lineares ou quadraticos. Nestes casos, a base do
elemento ndo permite as diferenciagdes necessarias para a maioria dos processos de recuperagdo. No
MEFG, a base pode ser de polindmios de reprodutibilidade de graus 3 ou 4, 0 que permite uma maneira
direta de extrair as tensoes e deslocamentos.

(a) X (b) X (©) X
Figura 1. Exemplos de malhas usadas em placas, malhas com indices M = 1,2 e 4.

O MEFG ¢ uma variag¢do numérica do MEF no qual o enriquecimento da base de aproximacao ¢
realizado diretamente, sem necessidade de alterar a particdo da malha, a quantidade ou posi¢des dos nos.
A malha (Fig. 1) ¢ usada para gerar a modelagem geométrica, facilitar o processo de integracdo numérica
¢ definir a Parti¢do da Unidade (PU), geralmente com as fun¢des Lagrangianas lineares usuais. A PU ¢é
enriquecida por um conjunto arbitrario de func¢des de enriquecimento. As fungdes de enriquecimento
sdo utilizadas para melhorar os resultados numéricos por meio da multiplicagdo das fungdes PU por
fungdes polinomiais, harmonicas ou fungdes que contenham parte da solu¢ao do problema de valor no
contorno [16]. Neste trabalho sdo utilizadas as seguintes fungdes de enriquecimento:

Enriquecimento linear, p = 1: L;, = [1,%, ¥ ];
Enriquecimento quadratico, p = 2: L, = [1,%,y, X
Enriquecimento cubico, p = 3: L, = [1,X,y, X2, Xy, V2, %3, X2y, Xy2,y
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3 Teoria de placas de Reissner - Mindlin

A Teoria de Reissner — Mindlin é também conhecida por Teoria de Deformagdo Cisalhante de
Primeira Ordem (do inglés First Order Shear Deformation Theory — FSDT). Essa teoria apresenta
facilidade de implementag¢do computacional pois, necessita apenas de fun¢des de aproximagédo de classe
C°. Juntamente a isso pode ser aplicada a placas mais espessas que a Teoria Classica de Placas (TCP),
0 que a torna uma ferramenta bastante usada em aplicagdes académicas e softwares comerciais. Porém,
pode gerar algumas patologias numéricas do MEF, como o travamento em cisalhamento (shear locking).

Com hipdteses semelhantes as da TCP, considera que qualquer segmento inicialmente reto € normal
a superficie de referéncia indeformada da placa permanece reto e inextensivel, porém nao
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necessariamente normal a superficie de referéncia deformada. Essa nao perpendicularidade permite um
certo grau de aproximacao ao cisalhamento [17].
Assim, o campo de deslocamentos ¢ dado por:
u(x,y,z) =’ (a:,y) + 20, (x,y),
v(x,y,z):vo(z,y)—{-zﬁy(:ﬂ,y), (D
w(z,y.2) = w(zy),
onde 0 e Hy denotam rotacdes sobre os eixos y e T respectivamente, sendo:

du dv
’ dz , Y dz @

3.1 Hipéteses de von Karman

Esta hipotese trata dos termos ndo lineares nas equagdes de equilibrio e nas equagdes cinematicas.
Para vigas e placas sob deslocamentos apenas moderadamente grandes, mantém-se do tensor de
deformacido de Green-Lagrange E apenas os termos:

Q) (Qul' Owdw )
oz ) " | oy dzx Oy
Estes termos sdo os responsaveis pela chamada ndo linearidade geométrica. Todos os demais

termos ndo lineares sdo eliminados. Sendo assim as relagdes deformag¢do — deslocamentos de von
Kérman tem a seguinte forma:

) _%1[@]2 _9v du, dwdw
©o9r 2\ 0z) ] Tay or  dy Oz Ay’
2 ow  Ou
e = Ov 1fowr Voo = o+ o @)
w9y 2| ay Jdr 0z
ow = Ov
—cil Ve = 5ot
P 827 Yy z
E a forma local das equagdes do equilibrio:
@Uﬁ_}_ sz+87'm+ b — d*u
Ox y 0z PPa pdtQ’
or oo or d2v
zy y vz
+—L 4 —E 4 ph = p—,
Ox Oy 0z Py pdt2
o), [ 0w 0w 06| __ Oow _Ouw (5)
or| ” T oz 9y oy| ”* W Oz Y 0y
(O Qw Dul L, d
0z| ° Oz 0 P =P 2

4 Poés — processamentos usuais

A principal hipotese do modelo de primeira ordem é que o deslocamento transversal fw(a:,y)
independe da coordenada z, resultado, portanto, em uma deformagdo ¢, = 0 em qualquer posigao
(ZL’, Y, z) . Além disso as tensoOes cisalhantes transversais T,. € T,,s30 constantes, cOmo consequéncia
das deformacdes cisalhantes transversais Ve € 7, Serem consideradas constantes através da espessura.
Porém, ndo corresponde ao fenomeno fisico, que em placas laminadas compostas essas tensdes variam
ao longo da espessura, pelo menos, de forma quadratica [17].

Como as tensdes transversais o, , Ty € Ty ndo sdo nulas, representam valores importantes nas
interfaces das laminas e sdo as responsaveis pelo principal modo de falha ao qual os laminados estdo
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suscetiveis, a delaminacdo, determinar a variagdo destas tem grande importancia.
4.1 Recuperacio de tensdes por meio das equacoes de equilibrio

As tensoes transversais podem ser determinadas por meio da integracao, ao longo da espessura, das
equagdes de equilibrio. A qualidade dos resultados depende da precisdo das tensdes coplanares. Com
isso € possivel obter resultados com melhor precisdo mesmo utilizando teorias de baixa ordem.

O processo de recuperagdo de tensOes utiliza as equacdes de equilibrio para deformagdes
infinitesimais, que considera as tensdes de Cauchy atuando na configurag¢do indeformada, e sem levar
em conta suas componentes transversais devido aos deslocamentos moderadamente grandes, como na
teoria de von Karman [17]. As equagoes de equilibrio neste caso, sem forgas de corpo e desconsiderando
a inércia, sdo dadas por:

T + Tz — ()7
Ox dy 0z
BTW N 8oy N 8Tyz 0 (6)
oz oy 0z ’
or or do

Tz yz z
+ + = 0.
oz oy 0z
Estas trés equagoes foram um conjunto de equagdes diferenciais parciais lineares de primeira ordem
que podem ser integradas ao longo da espessura, na direcdo z, da placa. Assim as tensdes transversais
0., T, €7, sdo funcdes das. tensqes coplapares transversais Tps Oy € Ty Integrando (6) em z, e
indicando as tensoes transversais obtidas por integracao pelo indice 7, temos

: +H/2 | o, or,, :

o) = [ G e 12

. +H/2 |OT,  Oo . 7
T/yz(z,y,z) = L:_H/2 azy a_yydz -7, (z,y,—H/?), (7)

; +H/2 | T, or,, .
(TIZ (;p,y,z) = L:*H/Q E—O—a—;dz—az(x,y,—H/Q).

Em se tratando de estimativa precisa de tensdes transversais de laminados submetidos a ndo
linearidade geométrica, Byun e Kapania [13] incluiram alguns termos nao lineares na equagdo de
equilibrio para a direc¢do transversal. Park et al. [14] aplicam a integrac@o de equagdes de equilibrio ndo
lineares simplificadas como ultimo passo de um método preditor — corretor, apds as distribui¢des de
deslocamento terem sido corrigidas de uma analise de elementos finitos de placa.

5 Formulacao

Neste capitulo apresentaremos a formulagido usada para obter tensdes transversais pelo processo de
integracdo e um método de pds-processamento para corrigir estas tensdes, para problemas com nao
linearidade geométrica em placas laminadas e estruturas sanduiche, obtidas de resultados de MEFG
baseado no modelo de Reissner — Mindlin.

5.1 Integracio das equacdes de equilibrio local

Consideramos as equagdes locais de equilibrio com as hipoteses de von Karman apresentadas em
(5) e desconsiderando as forgas de corpo e de inércia temos:
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do, N or,, N or,, _o,
oz oy 0z
or,, 0o, N or,, _o
oz Oy 0z
o), (0w 0w 06| __ Oow _Ouw (8)
ozr| * T ox 9y oy| ”* W oz Y 0y
oz © “or oy '
Partindo agora das duas primeiras equagdes do equilibrio (8) e integrando em 2 obtemos:
. . +H/2| Do or
T o(z) =71 (—H /2)=— —r 4 Wy,
w(2) =7 (21 /2) ffH/2 dz 0Oy
9
: : +H/2 87—1‘2/ 8ay
Tyz(z) —Tyz<—H/2) = _f—H/Q _8$ +8_y dZ,

As tensoes coplanares e suas derivadas sao obtidas inicialmente a partir de aproximac¢des do MEFG
das deformagdes generalizadas:

0 _ e 0
0 = 1= B'U, (10)

NL _ et 1 .~
P =17 1=5B (U)u, (11)

onde €° e x sdo as parcelas de membrana e curvatura na superficie de referéncia, ¢ ¢é a parcela nio

linear da deformacdao de membrana, B (ZL’, y) ¢ a matriz de deformacdo obtida pelo MEFG e o vetor U
¢ o vetor de coeficientes nodais. A parcela ndo linear é apresentada por B\ (:L’, y) conforme
apresentada por Zienkiewicz e Taylor [18].

B = A°G (12)
onde as matrizes A°e G sdo definidas por:
ow 0
9z dw
80 ay ON®
w o Jw
A =lg o) G = 8%} . (13)
0 0 dy
0 0
0 0

A deformacao local em um dado ponto (x, y,z) édadapor e = e+ 2z onde e = € + M eas
tensdes coplanares e suas derivadas sdo dadas por:

UT
o= &y :Q{e+zn},

Tay (14)
o, = Q{e_x + 2K, 1
Oy = _{e"w + 2K }, etc.

onde Q ¢ a matriz elastica para o estado de tensdes coplanares de uma lamina k.
Consideramos agora a terceira equagdo de (8) posta da seguinte forma:
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9 o, +7_I28w+7_za_w = —F, onde
0z 0 v 33/ (15)
0 ow ow 0 ow ow
Fz:_T:L’z—i_o-x +TM—+_TZ+ z T Ju I’
oz 9 Yoyl oyl Mow Yoy
e integrando (15)
, - Jw ow| z
0_7, + 7_Z - + - —_ — F dz’ 16
z . a ay _H/2 ffH/2 # ( )

o indice * é adicionado para lembrar que a componente foi obtida indiretamente por integracio.
5.2 Correcao das tensoes transversais integradas

Consideramos um polinémio cubico em z, f (z) = a + bz + ¢2® + d2?, e restringindo f (z) de
modo que satisfaca as seguinte condigdes:
I f(-H/2)=0
2. f(H/2)=A
Os coeficientes s@o restritos de tal forma que o polinémio toma a seguinte forma:
f(x,z):A(x) l—l—i +c —H—Qz (17)
2 H 4
onde A(x) ¢ suposto depender da posicdo x = (x, y) sobre a superficie de referéncia.
Consideram-se o seguinte problema:
1. Dado 7, (z) e T, (z) calculados diretamente das equagdes constitutivas e relagdes
cinematicas, € ‘
2. Dado o, (z) ) To, (z) e T,;/Z (z) calculados por integragdo da equagdes de equilibrio local,
3. Encontre as fungdes ajustadas:

o.(2)=ai(2)+ £(2),
sz(z):Ti ( >+f(z> e (18)
7. (2) =7 (2) + 4, (),

onde f, (z) , fy (z) e f (z) sd0 polindmios com a forma de (17), as quais tomam as formas:

+d|2?

2
4

2 2
fT(z):AT l—l—i e, |22 ——|+d, z3—H—z,
A 3T T . 1
1 H? s H?
ﬁJ(z):AyE—l—% te |- +d z“—Tz], (19)
1 z
2)=A|-+=],
L) =43+

4. Impor as seguintes condi¢des na superficie superior do laminado:

o, (H/2)=q

T, (H / 2) =q

. (H/2)=q, 20

H/2
fH/2{ z2? yz}dz {QT’Qy}7

onde ¢, q e q; sdo os valores conhecidos das cargas distribuidas nas dire¢des do plano cartesiano
aplicadas na superficie superior do laminado, isto ¢, nas coordenadas (:z: y,+H / 2) Além disso, @ ¢
Qy sdo as forcas cortantes no ponto, calculados a partir de resultados do MEFG pelas equagdes
constitutivas. Portanto, as fung¢des ajustadas em (18) sdo definidas pelas constantes A ,c ,d e
A ¢ . d .

Yy
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6 Resultados

Nesta sec¢do, resultados numéricos do MEFG sdo comparados com a solugdo obtida por meio de
analise numérica no software ANSYS. Os aspectos investigados sdo: (a) efetividade do processo de
integracdo e de corregdo, ¢ (b) influéncia dos termos nao lineares nas equagdes de equilibrio.

6.1 Exemplo numérico

O problema analisado consiste em uma placa sanduiche quadrada simplesmente apoiada: lados
a = b, espessura H e aspecto a / H = 50 . As constantes do material s3o:

E, = E; = 6890 MPa,
G, = Gj3 = 0,5E,,

Faces: E, = 25E,, G — 09E
Vg = Vg = Uy = 0,25, 2 Y @
E,, = E,, = 275,6 MPa, G5, = Gy, = 413,4 MPa,
Nucleo: E,, = 3445 MPa, G5, = 110,24 MPa,
Vien = Vi, = Vag, = 0,25, Vi, = Vag, = 0,02.

Aplica-se uma carga transversal distribuida variando com um duplo seno no plano z,y, definida
por:

Yy
sen[ b ] (22)

Os resultados do modelo de MEFG sdo obtidos com uma malha M16, grau de enriquecimento
p = 4 ¢ nimero de pontos de integragdo npi = 54. J4 o modelo em ANSYS utiliza-se elementos
solidos (SOLID186, com 20 nos) com integragdo reduzida uniforme. O modelo foi simulado com 100
mil elementos, 436.421 nos e 1.309.263 graus de liberdade.

Na Fig 2. apresenta-se o comportamento das tensdes normais o, € o, no centro da placa ao longo
da espessura. Os resultados obtidos se aproximam da solugdo obtida pelo ANSY'S, com uma simulagio
3D, apresentando diferencas relativas da ordem de 25%, nos valores de maximo, minimo e nas interfaces
das laminas.

q(z,y) = q sen[%x

0.5 7 y o 057 y
025 - 025 -
T 01 T 01

05 - ANgys 025
/_________ ........... MEFG : /____,J

_0’5 r.. T T T T T T T 1 _0,5 ..I T T T
105 0 05 1 005 0025 0 0025 005

5, 5,

- 2 2

Figura 2. Tensdes normais o, = o, (a /2;b/ 2;z)H—2 coy=o0, (a /20 / 2;z)H—2 obtidos
qpa 'Y

pelo ANSYS e pelo MEFG, através da espessura com M16, p = 4 para uma placa sanduiche com

aspecto a/H = 50.

A Fig. 3 apresenta a deflexdo transversal w ao longo da espessura. Os valores obtidos pela teoria
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de primeira ordem sdo constantes ao longo da espessura, o que nao ocorre na solucdo obtida pelo
ANSYS. Com o processo de integragdo aplicado ao modelo de primeira ordem ¢é possivel obter um
comportamento da deflex@o ao longo da espessura mais proxima da solugdo 3D, mesmo apresentando
uma diferenca maior na superficie superior e inferior. Nota-se que, embora os erros da curva constitutiva
sejam menores, seu comportamento ¢ fisicamente incorreto. J4 a curva corrigida apresenta um
comportamento qualitativo excelente, e apresenta erros provenientes principalmente de uma translagéo.
A tensdo normal transversal o, € considerada nula na teoria de primeira ordem. Com o processo
de integragdo ¢é possivel obter uma melhor aproximacao, conforme Fig. 4. O comportamento da tenso
o, encontrado ndo satisfaz as condig¢des de contorno na superficie superior, a qual € corrigida no pos
processamento, apresentando um comportamento excelente em relacdo ao resultado no ANSYS.

059 e %
0,25 A . :
ANSYS
EN 0- :E ................ MEFG integrado
t + + + MEFG constitutivo
0251 H
05 B e R\ , , ,
042124 042126 042128 04213 \ 042166 042168 04217 042172

w

Figura 3. Deflexao transversal w=w (a / 20/ 2;z) / H obtida pelo ANSYS e pelo MEFG

constitutiva e pelo processo de integracao, através da espessura com M16, p = 4 para uma placa
sanduiche com aspecto a/H = 50.

0,5 /M’/

0,25 1
0251 ANSYS
+———+ MEFG integrado

&
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Figura 4. Tensao normal transversal ; =0, (a / 20/ 2;2) / q, obtida pelo ANSYS e pelo MEFG

pelo processo de integragdo e corrigida, através da espessura com M16, p = 4 para uma placa
sanduiche com aspecto a/H = 50.

A Fig. 5 mostra o efeito dos termos nao lineares de von Karman nas equagdes de equilibrio, no
processo de integragdo, para uma carga q, = 0,06 MPa . Pode-se perceber que a curva calculada sem
considerar os termos nao lineares, tem um comportamento fisicamente incorreto. Caso fosse aplicada a
corre¢do nesta curva, ainda assim o resultado ndo seria adequado.
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Figura 5. Tensdo normal transversal a_z =0, (a / 20/ 2;z) / q, obtida pelo MEFG, processo de

integracdo e correcdo, através da espessura com M16, p = 4 para uma placa sanduiche com aspecto
a/H =5 e resultados obtidos sem os termos nao lineares (STNL).

7 Conclusoes

Foi apresentado um método computacional simples, baseado no pds-processamento dos resultados
de tensdes transversais utilizando resultados de MEFG baseados em no modelo de Reissner — Mindlin.
O processo basico consiste em integrar as equagdes locais de equilibrio, da maneira usual, porém
incluindo os termos nao lineares de von Karman. Em seguida é apresentada a uma segunda etapa de
processamento, em que se introduzem procedimentos para a corre¢do das tensdes. O procedimento
computacional proposto mostrou-se capaz, em experimentos numéricos, de melhorar a precisdo das
tensOes transversais obtidas pelos processos usuais de integragdo transversal.
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