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Resumo. Materiais com gradação funcional (MGF) foram primeiramente estudados no Japão no inı́cio
da década de 1980. Esses materiais foram desenvolvidos para atuar como barreiras térmicas em reato-
res de fusão e na indústria aeroespacial, devido aos elevados gradientes de temperatura às quais estas
estruturas são submetidas. Esse tipo de compósito geralmente é formado por dois materiais, usualmente
cerâmica e metal. O uso da cerâmica proporciona melhor comportamento frente a cargas térmicas,
enquanto que melhores propriedades mecânicas são obtidas graças à matriz metálica. As frações de
volume variam ao longo de uma direção predefinida para se obter o comportamento termomecânico
desejado. Devido à variação das propriedades mecânicas, a obtenção de soluções analı́ticas para estru-
turas com MGFs se torna mais difı́cil, sendo necessária a utilização de métodos numéricos para análise
de estruturas com MGFs. Portanto, neste trabalho realiza-se um estudo sobre a aplicação de MGFs a
placas submetidas a diferentes cargas mecânicas e térmicas. Para isso, são implementadas sub-rotinas
de usuário (UMAT e UMATHT) no programa de elementos finitos ABAQUS de forma a representar a
variação espacial das propriedades termomecânicas. Diferentes métodos de homogeneização são utiliza-
dos para avaliar as propriedades efetivas desses compósitos como função das frações de volume. Neste
trabalho, as cargas mecânicas e térmicas são aplicadas e os resultados são comparados com soluções
analı́ticas encontradas na literatura, as quais consideram o desacoplamento entre os campos térmico e
mecânico. Após a validação, realiza-se um estudo paramétrico que considera diferentes métodos de
homogeneização e frações de volume.

Palavras chave: Materiais com Gradação Funcional, Método dos Elementos Finitos, Análise Termo-
mecânica.
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1 Introdução

O conceito de material com gradação funcional surgiu em 1984 no Japão, sendo o seu uso associado
principalmente a barreiras térmicas [1]. No ano de 1987 o desenvolvimento desse material prosseguiu
sob o estudo da agência de ciências e tecnologia pertencente ao governo japonês que tinha como in-
tuito o estudo desses materiais para os programas aeroespaciais. A ideia principal desse programa foi
propor uma nova metodologia de compósitos com materiais cerâmicos e metais, ou seja, Materiais com
Gradação Funcional (MGF), que são um tipo de compósito de alto desempenho com variação gradual de
composição segundo uma direção preferencial [1, 2]. As propriedades desejáveis desses materiais podem
ser obtidas a partir da variação de frações de volume dos materiais constituintes. Um dos tipos de MGFs
mais populares são compósitos de cerâmica e metal, a cerâmica apresentando uma elevada resistência a
altas temperaturas e gradientes térmicos e o metal tendo boa resistência mecânica [3].

Esses materiais apresentam uma série de qualidades em relação aos compósitos laminados como:
eliminação de concentração de tensões na interface entre as lâminas, melhor distribuição de tensões
residuais, maior tenacidade a fraturas, melhor comportamento mecânico em altas temperaturas, entre
outros [3, 4].

Dentre as pesquisas realizadas sobre estes materiais, destacam-se os trabalhos: Reddy [5] analisou
placas de MGF sob diferentes frações de volume, Reddy e Cheng [6] apresentaram uma solução analı́tica
assim como resultados numéricos que poderiam ser utilizados como benchmarks. Vel e Batra [4] obtive-
ram soluções analı́ticas e realizaram estudos a respeito das teorias de placas em materiais com gradação
funcional. Brischetto et al. [7] e Alibeigloo [8] forneceram soluções analı́ticas e as validaram com os
resultados fornecidos por Reddy e Cheng [6]. Burlayenko [9] e Burlayenko et al. [10] empregaram sub-
rotinas do usuário as quais foram implementadas no software ABAQUS que permitem a modelagem de
modelos constitutivos de materiais com gradação funcional.

Portanto, o uso de placas e cascas de MGF apresenta várias vantagens, mas como se trata de uma
classe de materiais relativamente nova, faz-se necessário o desenvolvimento de pesquisas, buscando am-
pliar e aprofundar o conhecimento sobre este assunto. Uma vez que os materiais com gradação funcional
surgiram como barreiras térmicas, há a necessidade de analisá-los sob o ponto de vista térmico, ou seja,
deve-se realizar uma análise térmica para obtenção do campo de temperatura e uma análise mecânica
para determinação da resposta estrutural. Logo, o presente trabalho tem como objetivo geral contribuir
para o avanço da análise de placas de materiais com gradação funcional submetidas à carregamento ter-
momecânico. Neste trabalho, primeiramente realiza-se a validação das sub-rotinas usadas através de
benchmarks, em que observa-se boa convergência com os resultados presentes na literatura. Posterior-
mente, avalia-se os efeitos da adoção de diferentes modelos de homogeneização e de diferentes frações
de volume.

2 Materiais com Gradação Funcional

As propriedades efetivas de MGFs são influenciadas pela forma como ocorre a distribuição da
composição do material ao longo de uma coordenada especı́fica. A variação da fração de volume das
diferente fases do compósito pode ser representada matematicamente por equações simples, com as mais
comum sendo equações exponenciais, leis de potência e equações sigmoidais [11]. As Figuras 1 e 2
fornecem uma ideia de como ocorre essa gradação a partir da lei das potências, definida como:

Vc =

(
x

t
+

1

2

)N
(1)

em que Vc representa a variação da fração de volume, x corresponde a uma determinada coordenada, por

exemplo, coordenada referente à direção da espessura, t refere-se à espessura e N é o ı́ndice de fração
de volume.
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O estudo do comportamento de materiais compósitos é feito através de técnicas de homogeneização,
que permitem a obtenção de respostas macroscópicas do material. Dentre as técnicas de homogeneização,
pode-se citar: lei das misturas e Mori-Tanaka [2, 12].

Figura 1. Materiais com gradação funcional
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Figura 2. Lei das potências para diferentes ı́ndices de fração de volume (N)

O método da lei das misturas é um dos mais simples e que vem sendo bastante utilizada na literatura,
ele é baseado em uma lei de mistura linear dos materiais [13]. As propriedades efetivas para estruturas
com base na lei das misturas é:

P (T ) = (Pc(T ) − Pm(T )) .Vc + Pm(T ) (2)

O método de Mori-Tanaka introduz uma avaliação da microestrutura na homogeneização. Esse
método é aplicável para materiais com gradação, cuja microestrutura possui matriz constitutiva bem
definida e uma fase de partı́culas descontı́nuas, ele leva em consideração a interação do campo elástico
entre inclusões vizinhas [4]. No método de Mori-Tanaka, os valores do módulo volumétrico efetivo (K)
e do módulo de cisalhamento efetivo (G) são calculados, respectivamente, por:

K −Km

Kc −Km
=

Vc

1 + (1 − Vc)
(

Kc−Km

Km+ 4
3
Gm

) (3)

G−Gm
Gc −Gm

=
Vc

1 + (1 − Vc)
(
Gc−Gm
Gm+fm

) (4)
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f1 =
Gm (9Km + 8Gm)

6 (Km + 2Gm)
(5)

em que os subscritos c e m são referentes à cerâmica e ao metal, respectivamente; o coeficiente f1 é uma

relação entre o módulo de cisalhamento e módulo volumétrico e Vc é a distribuição da fração de volume
adotada.

Os valores efetivos do módulo de elasticidade (E), do coeficiente de Poisson (ν), do coeficiente de
condutividade térmica efetivo (k) e do coeficiente de expansão térmica (α) são calculados, respectiva-
mente, como:

E =
9KG

3K +G
(6)

ν =
3K − 2G

2 (3K +G)
(7)

k − km
kc − km

=
Vc

1 + (1 − Vc)
(
kc−km

3km

) (8)

α− αm
αc − αm

=
1
k − 1

km
1
kc

− 1
km

(9)

3 Análise Termomecânica

Os primeiros trabalhos sobre termomecânica consideravam o desacoplamento entre os campos
térmicos e mecânicos. Posteriormente, Biot [14] apresentou a teoria da termoelasticidade acoplada a
qual considera esse acoplamento.

A natureza mecânica e térmica dos problemas que envolvem a termoelasticidade são acopladas,
ou seja, termos de origem térmica aparecem na equação do movimento e termos de origem mecânica
aparecem na equação da condutividade térmica. Segundo Carrera et al. [15], esse acoplamento é im-
portante em situações de choque térmico, em que ocorrem deformações de maneira rápida e significante
quantidade de energia mecânica é convertida em energia térmica.

Por outro lado, para a maioria dos problemas correntes de engenharia, é possı́vel fazer simplificações,
sem causar erros significativos. A principal simplificação é omitir termos de origem decorrente do aco-
plamento mecânico da equação da energia, outra simplificação é descartar termos de inércia na equação
de movimento [16].

3.1 Equações de governo para termoelasticidade linear desacoplada

A teoria da termoelasticidade inclui equações de movimento, equações de conservação de energia
e leis constitutivas. A principal diferença da teoria da termoelasticidade em relação a da elasticidade
está associada às equações constitutivas, uma vez que as equações de equilı́brio e de compatibilidade
continuam as mesmas. A equação de energia da termoelasticidade desacoplada definida por Carrera
et al. [15] tem a forma:

ρc(T )
∂ T

∂ t
+
∂ hi
∂ xi

−Q = 0 (10)

em queQ é a energia gerada no volume de controle por aquecimento volumétrico, ρ é a massa especı́fica,

c é o calor especı́fico, T refere-se à temperatura e hi é o vetor de fluxo de calor normal à superfı́cie.
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É importante notar que não há termos de origem mecânica na Equação 10. Isso ocorre pois admitiu-
se o acoplamento parcial, ou seja, situação em que mudança no estado energético térmico gera mudança
no estado energético mecânico, mas o oposto não é verdadeiro [15].

As equações de equilı́brio e as constitutivas são, respectivamente:

ρüi = σji,j +Xi (11)

εij =
1

2G

(
σij −

ν

1 + ν
σkkδij

)
+ α (Tabs − Tref ) δij (12)

σij = 2G

[
εij +

ν

1 − 2ν

(
εkk − 1 − ν

ν
α (Tabs − Tref )

)
δij

]
(13)

em que α é o coeficiente de expansão térmica, G é o módulo de cisalhamento e ν é o Poisson, X é a

força de corpo, tn representa uma força de tração superficial, Tref é a temperatura de inicial, Tabs é a
temperatura final.

A equação do movimento está representada pela Equação 11. A Equação 12 representa o modelo
constitutivo da termoelasticidade, a partir da qual se chega à Equação 13. Destaca-se que a Equação
12 é válida para pequenas deformações e para variações de temperatura que não ocorrem de maneira
brusca. A partir dessas considerações admite-se que os componentes do tensor de deformações são uma
combinação linear que considera a sobreposição dos efeitos devido às deformações térmicas e mecânicas.

3.2 Considerações sobre o acoplamento

A situação de acoplamento precisa ser levada em consideração quando o campo de variação das
condições de contorno com o tempo, ou quando as cargas térmicas impostas, são grandes o suficiente
para excitar a propagação de ondas de tensão térmica [17].

Boley e Weiner [16] escrevem a equação da energia, considerando o acoplamento, da seguinte
forma:

KT,mm = pcvṪ

[
1 + δ

(
λ+ 2µ

3λ+ 2µ

)(
ε̇kk

αṪ

)]
(14)

em que o parâmetro δ é definido como:

δ =
(3λ+ 2µ)2 α2T0

ρ2cvv2
e

(15)

a velocidade de propagação da onda de dilatação (ve) em um meio contı́nuo é denotado por:

ve =

√
λ+ 2µ

ρ
(16)

Os termos de acoplamento na Equação 14 podem ser negligenciados se:

ε̇kk

3αṪ
�

(
λ+ 2µ

3

λ+ 2µ

)
1

δ
(17)

Ainda segundo Boley e Weiner [16], a possibilidade de omitir os termos de acoplamento ocorrem
quando δ é muito menor que a unidade e quando a taxa de deformação é da mesma ordem de grandeza
da taxa de variação da temperatura.
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3.3 Formulação por elemento finitos

Utilizando o método dos elementos finitos [18, 19], tem-se que:

u = Nae (18)

ε = ∂u (19)

ε = Bae (20)

σ = DBae −Dε0 (21)

em que N são funções de forma, ae são valores de deslocamentos nodais, u são os deslocamentos no

interior do elemento, ∂ é o gradiente, ε0 é a deformação inicial e D é a matriz constitutiva. Pode-se
escrever a forma fraca como:(∫

V
BTDB dV

)
u−

∫
S
NT t dS −

∫
V
NTX dV −

∫
V
BTDε0 dV = 0 (22)

Considerando as condições de contorno, as quais são ou tensão especificada na superfı́cie, condições
de contorno naturais, ou deslocamentos preestabelecidos (condições de contorno essenciais). Sendo que
as condições de contorno podem ser escritas na forma:

t = Sn = h em Sh (23)

u = g em Sg (24)

em que h e g são vetores conhecidos, isto significa que o vetor de tração (t) é conhecido ao longo do

contorno Sh e o deslocamento u é conhecido em Sg. O contorno total S é formado por Sh e Sg. Logo,
pode-se rescrever a Equação 22 como:

(∫
V
BTDB dV

)
u−

∫
Sh

NTh dS −
∫
Sg

NTt dS −
∫
V
NTX dV −

∫
V
BTDε0 dV = 0 (25)

Em forma compacta escreve-se:

Ku = fb + f0 + fl (26)

em que

K =

∫
V
BTDB dV (27)

fb =

∫
Sh

NThdS +

∫
Sg

NTt dS (28)

f0 =

∫
V
BTDε0 dV (29)

fl =

∫
V
NTXdV (30)

em que K é a matriz de rigidez, fb é o vetor de forças na superfı́cie, fl é o vetor de cargas e f0 é ε0 vetor

de deformações iniciais.
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Na análise termomecânica parcialmente acoplada a deformação inicial ε0 é a deformação térmica,
logo, uma análise térmica deve ser realizada antes da análise mecânica com o intuito de obter a distribuição
de temperatura [19]. Neste caso, a deformação inicial ε0 é dada por:

ε0 = α (Tabs − Tref )δij (31)

em que α é o coeficiente de expansão térmica, Tref é a temperatura inicial, Tabs é a temperatura final.

Para definir o campo de temperatura final deve-se realizar uma análise térmica, como os problemas
abordados nesse artigo são em regime permanente com temperaturas prescritas na superfı́cie, escreve-se
a equação matricial de elementos finitos da seguinte forma:

Tk = f (32)

em que k é a matriz de condutividade térmica, T é a temperatura no elemento e f é o vetor de forças

externas. A matriz de condutividade e de fluxo são calculadas como:

K =

∫
V
BAkBdV (33)

f = [NAq]Ω +

∫
V
NTQdV (34)

em que Q é a taxa de geração de calor interna, q é o fluxo prescrito no contorno Ω, A é a área, k é
a condutividade térmica, N são as funções de forma e B é dado por ∂N. Recomenda-se Cook et al.
[18], Ottosen e Petersson [19], Jacob e Ted [20] para maiores detalhes sobre a formulação para o método
de elementos finitos.

3.4 Aplicações a materiais com gradação funcional

As equações matriciais expostas na subseção 3.3 utilizam modelos constitutivos, por exemplo, a
Equação 32 utiliza a condutividade térmica e na Equação 21 há a matriz constitutiva que depende do
módulo de elasticidade, Poisson e do coeficiente de expansão térmica. Essas propriedades não são cons-
tantes para materiais com gradação funcional, variando geralmente na espessura. Portanto, no procedi-
mento de análise deve-se considerar essa variação.

O presente trabalho utiliza sub-rotinas do usuário no software ABAQUS para a modelagem desses
tipos de matérias, essa metodologia já vem sendo empregada em alguns trabalhos, tais como em [9, 10].
Nesses trabalhos foram utilizadas duas sub-rotinas UMATHT e a UMAT, a primeira permite a gradação
de propriedades utilizadas no problema de transferência de calor, tais como a condutividade térmica e o
calor especı́fico, e a última permite a modelagem das propriedades mecânicas em função da espessura e
da temperatura.

4 Exemplos de validação

No primeiro exemplo desse artigo, o qual tem como fim a validação dos modelos utilizados, é rea-
lizado uma modelagem de placas de materiais com gradação funcional através de subrotinas (UMATHT
e UMAT) desenvolvidas neste trabalho e implementadas no software ABAQUS. Os resultados são com-
parados com os obtidos por Reddy e Cheng [6]. Neste exemplo foi realizada a modelagem de placas
quadradas de largura (L) e espessura (H), cuja a relação L/H é igual a 10, sob efeitos de ou carga
mecânica ou carga térmica.

Os materiais utilizados foram zircônia e monel, o método de homogeneização utilizado foi o de
Mori-Tanaka. As propriedades utilizadas para a zircônia foram: coeficiente de expansão térmica de 10×
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10−6(1/K), módulo volumétrico de 125, 83 GPa, módulo de cisalhamento de 58, 08 GPa e coeficiente
de condutividade térmica de 2, 09 W/m K. As propriedades para o monel foram: coeficiente de expansão
térmica de 15 × 10−6 (1/K), módulo volumétrico de 227, 24 GPa, módulo de cisalhamento de 65, 55
GPa e coeficiente de condutividade térmica de 25 W/m K.

A distribuição de fração de volume da cerâmica é dada conforme:

Vc =
(x3

h

)N
(35)

em que h representa a espessura e N o ı́ndice da fração de volume.

Primeiramente, modelou-se a placa com a presença apenas da carga térmica e com ı́ndice de fração
de volume igual a 2. Como adotou-se o acoplamento parcial, resolveu-se primeiro o problema de
distribuição de temperatura em que se tem a seguinte condição de contorno:

T = 0 em x = 0, L e em y = 0, L (36)

A única carga térmica não nula é aplicada no topo da superfı́cie, conforme:

T = T̃ sin
(m1π

L

)
sin
(m2π

L

)
(37)

em que T̃ representa a amplitude da carga. Neste trabalho assumiu-se que m1, m2 e T̃ são iguais à
unidade.

Reddy e Cheng [6] normalizaram os valores de pico da temperatura da seguinte forma:

T̄ =
T (x3)

T̃
(38)

Para resolver o problema de distribuição de temperatura utilizou-se o elemento DC3D20, com uma
malha estruturada com um total de 8000 elementos. Obteve-se o perfil de temperatura mostrado na
Figura 3.

Figura 3. Perfil de temperatura

Após a obtenção do campo de temperatura foi necessário realizar uma análise mecânica na qual foi
utilizado o elemento C3D20R e foram consideradas as seguintes condições de contorno:

u2 = u3 = σ11 = 0 em x = 0, L (39)

u1 = u3 = σ22 = 0 em y = 0, L (40)
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Considerou-se que a temperatura de 0◦ corresponde à situação livre de tensão e normalizaram-se os
deslocamentos e tensões da seguinte maneira:

ūi =
ui
PL

σ̄ij =
σij
PB

(41)

em que P = αT̃ , α é igual a 1 × 10−6 e B = 1 GPa.
A resposta mecânica obtida pela aplicação da carga térmica por meio de uma análise parcialmente

acoplada é mostrado na Figura 4 e na Figura 5.

(a) Deslocamento longitudinal (b) Deslocamento transversal

Figura 4. Deslocamentos devido à carga térmica

(a) Tensão longitudinal (b) Tensão transversal

(c) Tensão de cisalhamento transversal

Figura 5. Tensões devido à carga térmica

O outro exemplo modelado por Reddy e Cheng [6] e utilizado neste trabalho para validar o modelo
foi com a aplicação de apenas carga mecânica no topo da estrutura, com ı́ndice de fração de volume (N)
igual a 1. No exemplo foi considerado a relação L/H igual a 10 com carga, condições de contorno e
normalização representados a seguir:

q = q̄sin
(m1π

a

)
sin
(m2π

a

)
(42)

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.

Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



Análise Termomecânica de Materiais com Gradação Funcional

u2 = u3 = σ11 = 0 em x = 0, L (43)

u1 = u3 = σ22 = 0 em y = 0, L (44)

ūi =
ui
PL

σ̄ij =
σij
PB

(45)

em que P = q̃
B e B = 1 GPa.

Utilizando uma malha com 8000 elementos do tipo C3D20R, obteve-se os resultados mostrados nas
Figuras 6 e 7.

(a) Deslocamento longitudinal (b) Deslocamento transversal

Figura 6. Deslocamentos devido a carga mecânica

(a) Tensão longitudinal (b) Tensão transversal

(c) Tensão de cisalhamento transversal

Figura 7. Tensões devido a carga mecânica

Percebe-se excelente convergência entre os resultados propostos por Reddy e Cheng [6] e os resul-
tados obtidos a partir de sub-rotinas implementadas no software ABAQUS. Como este exemplo, Reddy
e Cheng [6] vem sendo utilizado como testes de validação em outros trabalhos, a boa convergência ob-
tida permite-nos validar os modelos constitutivos adotados e implementados através de sub-rotinas do
usuário no software ABAQUS.
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5 Estudo Paramétrico

Foi realizado um estudo paramétrico do compósito formado por alumı́nio e carbeto de silı́cio. Este
compósito é utilizado quando se pretende fornecer resistência térmica às estruturas, assim como boas
propriedades mecânicas tais como dureza e ductilidade. Pode-se citar o uso dessa estrutura em pistões
de ignição a diesel, carcaças de carros de corrida e outros.

O estudo paramétrico foi realizado em placas esbeltas com relação largura/espessura igual a 50
sob diferentes frações de volume (N de 0,5; 1,0 e 2,0), conforme a Figura 2. Realizaram-se análises,
também, segundo diferentes métodos de homogeneização sob um acoplamento parcial entre os campos
térmicos e mecânicos. Em todos os exemplo assumiu-se a temperatura inicial de 300K e foram adotados
as condições de contorno e carregamento descritos a seguir:

u2 = u3 = σ11 = 0 em x = 0, L (46)

u1 = u3 = σ22 = 0 em y = 0, L (47)

σ = 1000N em z = h (48)

T1 = 300K em z = 0 (49)

T2 = 600K em z = h (50)

As propriedades consideradas para o alumı́nio e para o carbeto de silı́cio estão representadas na
Tabela 1.

Tabela 1. Prorpiedades dos constituintes

Propriedades Alumı́nio Carbeto de silı́cio

Módulo de elasticidade (GPa) 70 427

Coeficiente de Poisson 0,30 0,17

Condutividade térmica (W/mk) 204 65

Coeficiente de expansão térmica (1 × 10−5) 23 4,30

Massa especı́fica (kg/m3) 2707 3100

Módulo volumétrico (GPa) 58,33 215,66

Módulo de cisalhamento (GPa) 26,92 182,48

O módulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson, a condutividade térmica, o coeficiente de ex-
pansão térmica e a massa especı́fica do alumı́nio estão em conformidade com as apresentadas por Tran
et al. [21], Lee et al. [22] e Reddy [5]. Para o carbeto de silı́cio essas mesmas propriedades estão em
conformidade com os trabalhos de Vel e Batra [4, 23]. O módulo volumétrico (K) e o módulo de cisa-
lhamento (G) foram calculados, respectivamente, pelas das relações:

K =
E

3(1 − 2ν)
(51)

G =
E

2(1 + ν)
(52)
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5.1 Discussão dos resultados

Como trata-se de uma análise parcialmente acoplada, deve-se resolver o problema de transferência
de calor para obtenção da distribuição de temperatura, o problema térmico em questão pode ser carac-
terizado como de regime permanente. Portanto, a propriedade considerada de maior importância é a
condutividade térmica, sendo essencial avaliá-la segundo os dois métodos de homogeneização. O ı́ndice
de fração de volume permite a obtenção de diferentes concentrações de cerâmica e metal ao longo da
espessura, a Figura 2 mostra a distribuição das frações de volume segundo os ı́ndices (N ) de 0,5; 1 e 2. A
representação da variação da condutividade térmica e do perfil de temperatura segundo os dois métodos
de homogeneização para as diferentes frações de volume encontram-se representados nas Figuras 8, 9 e
10.
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Figura 8. Condutividade térmica pelos métodos de Mori-Tanaka e Lei das misturas

(a) Lei das Misturas

N=1,0 Mori-Tanaka
N=2,0 Mori-Tanaka
N=0,5 Mori-Tanaka

(b) Mori-Tanaka

Figura 9. Perfis de temperatura por diferentes métodos de homogeneização

A partir da Figura 8, percebe-se que os dois métodos de homogeneização fornecem resultados si-
milares para a condutividade térmica, entretanto, a lei das misturas fornece valores ligeiramente maiores
em relação aos valores de condutividade térmica homogeneizada através do método de Mori-Tanaka. A
Figura 9 mostra que para N=0,5 tem-se maiores gradientes de temperatura entre x3/h de 0,95 até 0,45
quando comparado aos valores considerando N=2, entretanto, isso se inverte aproximadamente entre
x3/h de 0,45 até 0,05. A Figura 10 mostra que não há grande diferença na distribuição de temperatura
quando se utiliza um ou outro método de homogeneização, isso se explica pela pequena diferença entre
os valores obtidos pelos dois métodos para a homogeneização do coeficiente de condutividade térmica.

A partir da Figura 11, percebe-se que a variação do coeficiente de expansão térmica apresenta resul-
tados similares para ambos os métodos, mas a homogeneização pela lei das misturas apresenta valores
ligeiramente maiores em relação à homogeneização realizada segundo o método de Mori-Tanaka. O
cálculo da variação do módulo de elasticidade apresenta valores bem distintos quando homogeneizados
segundo a lei das misturas e de acordo com Mori-Tanaka, a lei das misturas fornece valores maiores do
que os obtidos pelo método de Mori-Tanaka para a homogeneização dessa propriedade. O cálculo do co-
eficiente de poisson apresentou valores maiores quando homogeneizado com o método de Mori-Tanaka
em relação à homogeneização com a lei das misturas.

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



D. R. R. Silva, M S. Medeiros Junior, E. Parente Junior

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
300

350

400

450

500

550

600
T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 (
K
)

N = 0,5 Lei das Misturas
N = 0,5 Mori-Tanaka

(a) N=0,5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x3/h

300

350

400

450

500

550

600

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 (
K
)

N = 1,0 Lei das Misturas
N = 1,0 Mori-Tanaka

(b) N=1,0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x3/h

300

350

400

450

500

550

600

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

 (
K
)

N = 2,0 Lei das Misturas
N = 2,0 Mori-Tanaka

(c) N=2,0

Figura 10. Perfis de temperatura para diferentes frações de volume
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(b) Coeficiente de expansão térmica
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Figura 11. Propriedades mecânicas efetivas do MGF

A partir da Figura 12, percebe-se que os maiores deslocamentos que ocorrem na direção longi-
tudinal e transversal, ocorrem nos compósitos com maior porcentagem de metal. Esse resultado está
conforme ao esperado, pois, como o módulo de elasticidade da cerâmica é mais elevado, materiais que
possuem maior concentração de cerâmica sofrem deslocamentos menores. Além disso, o coeficiente de
expansão térmica do metal é mais elevado, ocasionando maiores deslocamentos aos materiais com maior
porcentagem de metal. Observa-se também que os deslocamentos obtidos utilizando a homogeneização
pela lei das misturas são ligeiramente maiores aos obtidos utilizando a homogeneização pelo método de
Mori-Tanaka.
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(b) Deslocamento transversal

Figura 12. Deslocamentos segundo diferentes métodos de homogeneização
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Figura 13. Tensão de cisalhamento segundo diferentes métodos de homogeneização

Conforme a Figura 13, os materiais que apresentam maior proporção de alumı́nio tiveram maiores
tensões, muito provavelmente devido ao maior coeficiente de expansão térmica que o alumı́nio possui
em relação ao carbeto de silı́cio. Observou-se também que os valores da tensão quando calculados pelo
método de homogeneização da lei das misturas apresentaram valores maiores do que quando calculados
por Mori-Tanaka, isso pode ser explicado a partir da Figura 11, onde observa-se que a lei das misturas
fornece valores maiores para o módulo de elasticidade e coeficiente de expansão térmica em relação aos
valores calculados através do método de Mori-Tanaka.

6 Considerações finais

A partir dos exemplos de validação pôde-se observar que os modelos utilizados como sub-rotinas do
usuário implementados no software ABAQUS são válidos, apresentando bons resultados, sob a aplicação
das duas condições de carregamento, quando comparados aos benchmarks propostos por Reddy e Cheng
[6].

No estudo paramétrico, observou-se que os perfis de temperatura obtidos com a utilização de um
ou outro método de homogeneização não são muito diferentes, uma vez que, os valores da condutivi-
dade térmica calculados segundo um ou outro método de homogeneização não são significativamente
diferentes.

Entretanto, as respostas mecânicas são bem diferentes, uma vez que os dois métodos trazem va-
lores para o módulo de elasticidade diferentes. Notou-se também que os deslocamentos longitudinais
homogeneizados com o método de Mori-Tanaka são menores do que os homogeneizados com a lei das
misturas, o mesmo ocorre para os deslocamentos transversais.

A respeito das tensões transversais (σ13), observou-se que os compósitos com maior porcentagem
de alumı́nio apresentam maiores valores de tensão, uma vez que apresentam maior coeficiente de ex-
pansão térmica. Observou-se, também, que os valores da tensão quando calculados pelo método de
homogeneização da lei das misturas apresentaram valores maiores do que quando calculados por Mori-
Tanaka.
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