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Abstract. In this work, we present a description of the method and an educational program to
determine permeability of a porous media considering the microstructure of pores provided by micro
computed tomography (micro-CT) images using numerical homogenization based on finite element
(FE) implementation. Permeability is a very important parameter for transport analysis that is
commonly determined in laboratorial tests using the Darcy’s law. However, laboratorial tests can be
expensive, time-consuming and do not offer a deep understanding of the internal structure of the
material. An alternative and efficient strategy to determine permeability of porous materials
considering their microstructures is by means of numerical homogenization technique. In this strategy,
determining permeability requires dealing with a multiscale problem, where the determination of the
macro parameter relies on the simulation of a fluid flowing through canals created by connected pores
presented in the material’s internal microstructure. This paper aims to explain how to model a Stokes
flow through the porous media using FE code implemented in MatLab/Octave to compute materials’
permeability. The boundary value problem is modeled with periodic boundary conditions and a unit
gradient pressure applied in the desired direction to obtain the macro parameter. The velocity field
caused by the prescribed pressure gradient is determined solving the Stokes equation. Lastly, the micro
and macro scales are linked together with the average volume flow rate and the unit pressure gradient
using Darcy’s law. The accuracy of the method depends on reliable computational models, therefore
micro-CT has an important role in numerical homogenization generating representative virtual models
for numerical simulations.
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Codigo Educacional para Determinar Permeabilidade de Materiais Porosos Utilizando Homogeneizagdo, Micro-CT e MEF

1 Introducgéo

A permeabilidade é um importante macroparametro que é geralmente determinado no processo de
caracterizacdo de meios porosos. Este pardmetro permite quantificar a capacidade que um material
possui de permitir o escoamento de fluidos. Por isso, sua grande relevancia em diversas areas, tais
como no estudo de aquiferos, na mecénica dos solos, na exploracdo de petroleo, petrofisica, etc. A
permeabilidade é usualmente obtida experimentalmente, por meio de ensaios convencionais em
laboratérios, aplicando-se a lei de Darcy. Contudo, esses ensaios laboratoriais podem ser custosos,
além de ndo oferecerem um entendimento aprofundado da microestrutura interna do material.

As simulagBes numéricas vém sendo cada vez mais utilizadas como metodologias alternativas aos
ensaios laboratoriais, visando contornar diversas limitagdes que comumente ocorrem em experimentos
fisicos realizados em laboratérios. SimulacBes numéricas baseadas em métodos computacionais
passaram a ser estratégias muito atrativas para avaliar a permeabilidade de materiais porosos, pois a
partir dessas técnicas é possivel considerar a microestrutura do material, com a geragédo de modelos
computacionais fiéis ao meio poroso investigado. Os trabalhos de Andreassen e Andreasen [1], Aarnes
et al. [2] e Sheng e Zhi [3] sdo alguns exemplos que ilustram o uso dos métodos dos elementos finitos,
dos volumes finitos e de lattice-Boltzmann no célculo da permeabilidade por meio de homogeneizagédo
computacional.

O desenvolvimento de um cédigo computacional para determinar a permeabilidade de um
material poroso possui Vérias peculiaridades. Encontrar na literatura documentos que abordem as
nuances da programacdo desse problema ndo é uma tarefa facil. Além disso, grande parte dos codigos
encontrados na literatura, que se propuseram a apresentar suas metodologias de forma educacional,
tem em comum o fato de priorizarem a eficiéncia computacional, o0 que os leva, em grande parte das
vezes, a omitir etapas importantes para o processo de cogni¢cdo de um leitor que ndo tem vasta
experiéncia com todos os diversos assuntos envolvidos no processo de determinacdo da
permeabilidade. Apesar de se enquadrar neste contexto, o trabalho de Andreassen e Andreasen [1] é ao
mesmo tempo um dos mais relevantes, pois 0s autores descrevem um programa educacional
compacto, que adota um conjunto de estratégias interessantes, o qual foi desenvolvido em MatLab, por
ser uma plataforma de programacgdo simples e eficiente. Por tais razdes, utilizou-se o trabalho de
Andreassen e Andreasen [1] como ponto de partida e referéncia bésica para os desenvolvimentos
propostos neste artigo.

Neste trabalho, tem-se como objetivo principal apresentar o passo a passo do desenvolvimento e
implementacdo de um programa educacional para determinar a permeabilidade de materiais porosos,
baseando-se nos conceitos de homogeneizagdo numérica e no Método dos Elementos Finitos (MEF)
considerando a microestrutura porosa desses materiais adquirida a partir de micro-tomografia
computadorizada (micro-CT). O programa se propbe basicamente a determinar o valor médio do
campo de velocidades em um fluido escoando através dos poros conectados de um determinado
material. Assume-se que esse escoamento é governado pela equacdo de Stokes que € resolvida com o
MEF. O programa também consta com a implementacao de condi¢es de contorno periddicas, em que
0 pressuposto basico por tras do uso de tais condi¢es de contorno é que o modelo numérico é um
volume representativo de um meio (estatisticamente homogéneo) ndo contornado, o que permite
acelerar a convergéncia das propriedades avaliadas em diregdo as propriedades efetivas do material.

E importante mencionar que apesar deste trabalho estar inserido no contexto de petrofisica digital,
no qual os materiais de interesse apresentam arranjos dos poros intrinsicamente com caracteristicas
tridimensionais, com as propriedades efetivas devendo ser determinadas preferencialmente por
modelos 3-D, optou-se, por questdes didaticas, apresentar uma implementacdo para modelos 2-D.
Porém, ressalta-se que todos os desenvolvimentos aqui descritos sao simples e diretamente extensiveis
para analises com modelos 3-D.
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2 Micro-tomografia computadorizada de raios-X

Uma vez que este trabalho se propfe a utilizar uma metodologia numérica que considera a
microestrutura do material, a convergéncia dos resultados numéricos com os resultados experimentais
tem dependéncia direta na fidelidade da representacdo do modelo computacional. Uma das formas de
criar modelos computacionais fidedignos é pelo uso de micro-tomografia computadorizada de raios-X
(micro-CT). A micro-CT é uma técnica utilizada para a visualizagdo tridimensional interna de
gualquer material na escala de micrometros. Esta técnica consiste na geracdo de maltiplas projecGes
radiograficas tiradas de diversos angulos para a producdo de uma imagem 3-D da estrutura interna de
um objeto. A geragdo de uma micro-CT envolve diversas etapas: preparacdo e montagem da amostra,
aquisicao das projegdes, reconstrugdo, processamento de imagem e segmentacao, geracdo da malha do
modelo e simulagdes computacionais, como ilustrado na Figura 1.

Preparagdo da Amostra
(montagem do corpo)

J

Microtomografia raios-)m Reconstrugdo \ Processamento de Modelagem Geomeétrica
Aquisi¢cdo de Dados Tomografica Imagem & Segmentagdo & Geragdo de Malha

Figura 1. Fluxo de trabalho em petrofisica digital, desde a preparacdo do material até obtencéo dos
resultados numéricos, passando pela montagem da amostra, aquisicdo de dados, reconstrugao,
segmentacdo, geracdo da malha do modelo e simulagdes computacionais.

2.1 Aquisicao das projec0es e reconstrucdo da micro-CT

No processo de aquisicdo de uma micro-CT, a amostra de material a ser micro-tomografada €
posicionada em uma base giratoria dentro do micro-tomdgrafo que rotaciona em torno de seu préprio
eixo a cada radiografia realizada. As proje¢des radiograficas sao entdo utilizadas por um algoritmo de
reconstrucao para a criagdo de uma imagem 3-D do objeto. A reconstrucdo é feita por uma analise
inversa que determina o nivel de absor¢do de raios-X de um ponto espacial do material baseando-se
nos niveis de absor¢do da projecdo deste ponto nas imagens radiografadas. O resultado de uma micro-
CT é uma imagem digital matricial 3-D de um objeto. Uma imagem digital matricial é uma
representacdo visual de um objeto formada por pequenos elementos chamados de voxel. Cada voxel
recebe um valor especifico que sera responsavel por atribuir a ele uma cor. Na Figura 2, ilustra-se o
resultado de uma micro-CT realizada pelos autores de uma amostra de arenito.

2.2 Processamento de imagens e segmentacao

Apos digitalizacdo e reconstrucdo tomografica, um objeto virtual 3-D é gerado. A visualizagdo da
microestrutura interna do material pode ser realizada por planos de corte, como ilustrado na Figura 2.
Todavia, para anélises mais refinadas, como a determinagdo de porosidade, permeabilidade e outras
propriedades efetivas, as imagens devem ser processadas. O processamento de imagens inclui: selecdo
da regido de interesse, aplicacdo de filtros para tratamento de ruidos e segmentacdo da imagem. Para
determinar a permeabilidade do arenito a partir de modelos 2-D, procurou-se escolher uma fatia
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(imagem 2-D) que pudesse ser representativa. Apos a escolha da imagem, foram utilizados filtros de
imagem para retirada de ruido. Os filtros sdo ferramentas que reduzem as interferéncias, artefatos e
aprimoram determinadas caracteristicas das imagens. Eles sdo baseados em algoritmos sofisticados
que facilitam a extracdo de determinadas informagdes de uma imagem, pela modificacdo do
histograma de cinzas da imagem.

Figura 2. Micro-CT de uma amostra de arenito.

Como Ultima etapa, foi realizada a segmentacdo da imagem. A segmentagdo consiste na
determinagdo das fases do material de acordo com os tons cinza dos voxels da micro-CT. Este
processo pode ser realizado por meio do histograma da imagem. Existem diferentes estratégias que
podem ser utilizadas no processo de segmentacdo de imagens. Apesar de dispor de recursos de facil
aplicagdo, o processo de segmentacdo pode exigir muito tempo e experiéncia para uma boa
segmentacdo. Apds a segmentacao, utilizamos ainda uma ferramenta para fazer a separacéo de graos.
A utilizacdo da ferramenta de separacdo dos graos permite realizar uma analise mais rica do fluxo de
fluido através dos gréos, que é essencial para a determinacéo de permeabilidade. A partir da Figura 3 é
possivel fazer uma comparagao entre o antes e o depois das etapas de processamento e segmentacdo da
imagem da secdo escolhida, onde o azul representa a regido sélida e o preto a regido conectada porosa
em que o fluido escoa.

Figura 3. Fatia selecionada: antes e depois das etapas de processamento e segmentagdo da imagem.
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3 Permeabilidade via homogeneiza¢édo computacional

A determinagdo da permeabilidade por meio da analise da microestrutura do material passa a ser
um problema de multiescala, em que a determinacdo do macropardmetro depende da determinacdo do
campo de velocidades que é funcdo da microestrutura do meio. Portanto, resolver o problema de
permeabilidade de um meio estd ligado a resolucdo das equagbes governantes do problema na
microescala. Logo, é necessario utilizar uma metodologia que possibilite relacionar as informagdes da
microescala com a macroescala. Por conseguinte, técnicas de homogeneizacao devem ser utilizadas.

As técnicas de homogeneizagdo computacional buscam determinar relacdes entre a micro e a
macroestrutura do material, que consistem na determinacdo de propriedades efetivas de volumes
elementares representativos (REV) por meio das propriedades de elementos na escala microscopica.
Para a determinacdo da permeabilidade de um meio poroso, aplica-se um gradiente de pressdo
conhecido no REV desse material. A aplicagdo desse gradiente de pressdo induzird um campo de
velocidades no dominio. A propriedade efetiva homogeneizada do material K é definida como a
relacdo entre o gradiente de pressdo aplicado no REV (Vp)q e a média das velocidades resultantes na
escala microscopica (u)q, conhecida como lei de Darcy (Q denota o volume representativo):

(u), =K:(Vp), 1)

em que,
(u), = é J.Qu dQ )

Considerando um problema bidimensional, a matriz K é obtida por meio de duas analises, nas
guais se aplica um gradiente de pressdo unitario por direcdo. A média do vetor de velocidades
determinada em cada analise equivale as colunas da matriz K relacionadas a direcdo do gradiente de
pressdo aplicado em cada caso. Para determinar o campo de velocidades no dominio dos problemas,
consideram-se que 0os mesmos sdo governados pela equacdo de Stokes, utilizando-se o MEF, como
descrito com mais detalhes na proxima secao.

4 Fluido-dinamica computacional com o0 MEF

As equagOes que governam o problema de escoamento de fluidos na microescala sdo a equagédo
da continuidade e a equacdo de Navier-Stokes. Este trabalho se propde a avaliar fluidos viscosos de
baixa velocidade. Como consequéncia do baixo nimero de Reynolds, os efeitos convectivos podem
ser negligenciados e, entdo, a equacdo de Navier-Stokes é simplificada para a equacdo de Stokes.
Entretanto, para a grande maioria das aplicacOes préaticas, essas equagdes diferenciais que governam o
problema ndo possuem resultados analiticos, e por isso sdo necessarios métodos numéricos, como o
método dos elementos finitos (MEF), para sua resolugéo.

O MEF se propde a determinar a solucdo do problema de forma aproximada para um conjunto
finito de elementos conectados por um namero finito de pontos (comumente chamados de nés). O
dominio continuo do problema é representado por fungdes interpoladoras, chamadas de funcGes de
forma, que interpolam os valores das variaveis calculados nos n6s dos elementos. O MEF tem como
um de seus requisitos basicos a transformacdo da forma diferencial (forma forte) das equacdes
governantes do problema em equacdes integrais (forma fraca). O processo pode ser feito pela
aplicagdo do método dos residuos ponderados, que permite aproximar a solucéo exata do problema por
aquela que tem os residuos nulos das equagbes governantes, ponderados por fungdes continuas e
diferenciaveis, de forma integral no dominio de interesse. Dessa forma, o problema de valor de
contorno do meio continuo pode ser solucionado pela média de valores de um intervalo definido.

As equacdes governantes do problema da dindmica do fluido de Stokes s&o definidas por:

VU =-Vp+b 3
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V-u=0 (4)

Ao aplicar o método dos residuos ponderados, multiplicam-se as equagfes governantes por
funcdes de ponderagéo ;. O somatério dos residuos gerados pela aproximagéo € considerado nulo
dentro de um intervalo definido:

Jo( 5+ 2 ey <0 ®)
OX
o dp
“—+=2 |dxdy =0 6
.[Qel//z(#ay2+ayj y (6)
ou ov
Igewg[&+5jdxdy_0 (7)

Utilizado o teorema da divergéncia no primeiro termo da integral das Egs. (5) e (6), € possivel
reduzir a ordem da derivada e externalizar o gradiente da velocidade:

ou au A op
a_ dxdy = —[ v, P dxd
M o o o Japia oy @®
ov oy, op
t/fzu——f Moy oy D= SRz oy ©)

Diferentes fungdes de ponderacdo podem ser utilizadas no método dos residuos ponderados. Uma
das formas mais comuns de utilizar a funcéo de ponderacéo é atribuir a ela as fungdes de aproximacéao
dos valores nodais, as fungdes de forma. Esse método é conhecido como o método de Galerkin. A
matriz de fungdes de forma é chamada de matriz N. Nas formulagdes classicas do MEF, surge uma
matriz cujos elementos contém derivadas das funcdes de forma, sendo conhecida como matriz B.
Essas matrizes estabelecem as relagdes:

u=N,Uu (10)
V=N,V (12)
pP=N,p (12)
B=dN (13)

em que os valores i, U e p representam os valores nodais de u, v e p.
De acordo com Reddy [4], para que seja feita uma analogia com o principio das poténcias

virtuais, as fungGes de ponderacdo y/, e y, podem ser entendidas como velocidades virtuais tomadas
respectivamente por u e v. Portanto, y;, = N,U e y, =N,V. A funcéo de ponderacéo y, presente na

Eq. (7) € associada a mudanca de volume do elemento fluido, portanto y, deve ser entendida como
uma pressdo hidrostatica virtual que causa essa variagdo de volume. Dessa forma, definimos
=N;p.
Apos a discretizacdo do dominio, a forma fraca das equacBes governantes do problema pode ser
representada em funcéo das matrizes N e B. As Egs. (5)-(7) devem ser reescritas como:

jQ B! uB,uU dxdy+_[ﬂ NT B,p dxdy = —-N" Bu (14)

IQ B uB,u dxdy+jQ N B,pdxdy =—-N"xBu (15)
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IQ N,Budxdy =0 (16)

Os termos do lado direito das equacgdes de conservacdo de momentum sdo resultado do efeito das
condicBes de contorno de cada elemento. Portanto, para os elementos internos & malha, o termo do
lado direito da equacéo equivale a 0. Para elementos com condi¢des de contorno, o termo do lado
direito equivale a poténcia virtual aplicada no contorno do elemento e sera chamado de f.

Resolver o sistema de equagdes diferenciais parciais pelo MEF se resume a resolver o sistema de

equacdes algébricas:
K G||u f
= 17)
D O ||p 0

em que K é a matriz de viscosidade, dada por:
K= j QEBT 1B dxdy (18)
G representa a matriz dos gradientes, dada por:
G= IQEBT N, dxdy (19)
e D é a matriz do divergente das velocidades nodais, dada por:
D=| QeN; B dxdy (20)

O modelo acima é conhecido como formulagdo mista pois possui como varidveis 0os campos de
pressdo e velocidade. Considerando que, usualmente, o problema de dindmica dos fluidos possui
condicBes de contorno em termos de velocidade e pressdo, esta acaba se tornando a formulacdo mais
intuitiva para determinar a solucdo do problema. Entretanto, o acoplamento das varidveis de pressao
com as variaveis de velocidade traz novas dificuldades a resolucdo do sistema.

Uma forma de interpretar o acoplamento entre velocidade e pressdo € entender a equacdo da
continuidade como uma restricdo de incompressibilidade as equagdes de conservacdo de momentum.
Devido ao fato de que a restricdo de incompressibilidade ndo depende das varidveis de pressdo, a
construgdo de um modelo de elementos finitos acaba se tornando complicada. A solucéo do sistema de
forma direta ndo pode ser realizada uma vez que a matriz dos coeficientes das varidveis possui uma
submatriz com coeficientes nulos na diagonal, o que a torna singular. Dessa forma, torna-se necessario
0 uso de outras estratégias de resolugdo do sistema de equaces.

Outra dificuldade comum para esse modelo é a escolha das funcbes de aproximacdo dos
dominios. Escolher uma aproximacao para o campo de pressao igual ao do campo de velocidades pode
provocar instabilidade. Portanto, a confiabilidade do modelo computacional esta diretamente ligada a
escolha da aproximacéo dos dominios do problema.

4.1 Aproximacdo Q1-Q1 com estabilizacéo

A relacdo entre a segunda derivada do campo de velocidades e a primeira derivada do campo de
pressdes explicitada na equacdo de Stokes nos mostra que o campo de velocidades deve ser um grau
maior que o de pressdes. A utilizacdo de fungdes de aproximacgdo de mesma ordem para o0 campo de
pressdes e velocidades gera instabilidade na resolucdo do problema. Essa instabilidade pode ser
explicada pela analise de solvabilidade do sistema de equagBes. A solvabilidade do sistema de
equacdes é explicada por diversos autores como a garantia da condicdo inf-sup, também conhecida
como condicdo LBB, gragas aos trabalhos de Ladyzhenskaya [5], Babuska [6] e Brezzi [7].

Utilizar funcGes de forma de mesma ordem ndo garante que a condi¢do inf-sup seja atingida. Para
que o sistema possua solucdo Unica, outros métodos de aproximacgdo dos campos de velocidade e
pressdo devem ser utilizados. Na literatura sdo encontrados outros métodos de aproximacgao que sao
recomendados para a formulagdo mista. Bathe [8] e Elman et al. [9] citam as seguintes aproximacdes
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como satisfatérias da condicdo inf-sup: aproximagdo Q2-Q1 (aproximagdo bi quadratica para
velocidade e bi linear para pressdo), também conhecida como método de Taylor-Hood; aproximacao
Q2-P1 (aproximacdo bi quadratica para velocidade e linear para pressdo em cada elemento sem
garantir continuidade); e a aproximacdo Q2-PO (aproximacdo bi quadrética para velocidade e
constante para pressdo em cada elemento).

Entretanto, utilizar fungdes de forma de mesma ordem para interpolar os campos de pressdo e
velocidades possui diversas vantagens do ponto de vista da implementagdo computacional. A fim de
utilizar fungdes de forma de mesma ordem para 0s campos de velocidade e presséo, e eliminar a
instabilidade, técnicas de estabilizacdo podem ser adotadas. As técnicas de estabilizacdo tém como
ideia basica relaxar a restricdo de incompressibilidade, garantindo a condicdo inf-sup. Alguns autores
propuseram diferentes metodologias que se mostraram bastante eficientes na estabilizagdo de
diferentes modelos de aproximacao.

Uma das metodologias de discretizacdo mais simples ¢é a utilizacdo de func¢bes de forma lineares
para os dominios de velocidades e pressao. Esse tipo de aproximagao é conhecido como aproximacao
Q1-Q1l. A aproximacdo Q1-Q1, além de ser de facil implementacdo, produz menor custo
computacional para resolucdo do sistema de equagfes. Por esse motivo, muitos autores buscam utilizar
técnicas de estabilizacdo para fazer uso desse tipo de discretizagcdo. Como exemplo, podemos citar 0s
trabalhos de Andreassen e Andreasen [1], Karim et al. [10], Braack e Schieweck [11], Codina e Blasco
[12] e Becker e Hansbo [13]. Para constru¢cdo de um modelo computacional estavel de discretizacéo
Q1-Q1, este trabalho seguira a mesma estabilizacdo adotada por Andreassen e Andreasen [1]. Segundo
Andreassen e Andreasen [1], a estabilizagdo do modelo Q1-Q1 pode ser obtida adicionado um novo
termo com um coeficiente de estabilizacdo na equacéo da continuidade. A forma fraca da equagéo da
continuidade j& com o termo de estabilizagdo é definida por:

INTBudXdy—IrNTdixdy:O (21)
Q

Q

em que z € o parametro de estabilizagdo da pressédo definido como 7z =h2/12 para elementos
quadrilaterais, sendo h o tamanho da maior diagonal do elemento finito.

A integral com o termo de estabilizacdo da pressdo resulta numa matriz P que deve ser
adicionada no sistema de equages da Eq. (17), resultando em:

o elloflo

A utilizacdo de fungdes de forma iguais para os campos de velocidade e pressdo faz com que a
matriz dos divergentes seja igual a inversa da matriz dos gradientes, portanto o sistema de equacdes

pode ser reescrito como:
K G||u f
G" P|lp[ o @)

A introducdo do novo termo na equagéo da continuidade faz com que a matriz de coeficientes se
torne positiva definida. Isso torna possivel a solugdo direta do problema.

4.2 Condigdes de contorno do problema

A0 passo que se aumenta o volume a ser analisado, a propriedade medida para esse volume se
aproxima da propriedade efetiva do material até que se obtenha um volume que pode ser considerado
representativo. Para que as propriedades medidas convirjam para a propriedade efetiva mais
rapidamente, isto é, com volumes menores, é interessante utilizar condi¢bes de contorno periodicas.
Esse tipo de condicdo de contorno simula o volume de interesse dentro de uma regido periddica, ou
seja, 0 volume de interesse se repete em todas as dire¢ces, como mostrado na Figura 4. Dessa forma, é
possivel obter resultados de meios homogéneos e periodicos pela modelagem de volumes menores,
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reduzindo assim o esfor¢co computacional. A implementagdo computacional de condigdes de contorno
periddicas se da de forma que os graus de liberdade das bordas opostas possuam a mesma numeracao.

8600
oeo0 ”
‘

O
O
O

O
O
O

©_ 6D 0O
© 000

Figura 4. Representacdo de um meio periodico por uma imagem.

@,
O
@,

A simulacdo de escoamentos em um meio poroso impde desafios & modelagem do problema. A
modelagem do meio poroso realizada neste trabalho se baseia na modelagem de regides de fluido,
ignorando os elementos solidos representados na imagem. Isso faz com que seja necesséria a
imposicéo da seguinte condigdo nas regides de interface sélido-fluido: os graus de liberdade relativos
as componentes de velocidades nas diregdes x e y nos nos da interface recebem valor nulo.

5 Implementagcdo em Octave

5.1 Entrada de dados e inicializacdo do programa

O programa desenvolvido realiza simulacdo de escoamento de fluidos de Stokes a partir de
imagens binarias. Como dados iniciais, o usuario deve entrar com uma imagem matricial binaria (linha
02 do cdédigo) representando o meio periédico do material (como na Figura 4) e com as dimensdes
(linhas 12 e 13 do cédigo) dessa imagem (do modelo), ou seja:

01 %% Leitura da imagem

02 z = imread('imagem.jpg');

03 %% Transformar em imagem bindria 0-1

04 z = im2bw(z,0.5);

05 %% Aumento da resolucdo da imagem em n vezes

06 n=1;

07 z = repelem(z,n,n);

08 %% Desenha a imagem na tela

09 figure (1)

10 imshow (z)

11 %% Determina a permeabilidade:

12 1x = 2; % dimensédo do modelo na horizontal

13 ly = 2; % dimensédo do modelo na vertical

14 % com o programa proposto pelos autores:

15 CH = calcula permeabilidade(1lx,1ly,z);

16 % com O programa proposto por Andreassen e Andreasen [1]:
17 z = z+1;

18 zetal = 0;

19 zeta?2 = 10000000; % coeficiente de penalizacdo de Brinkman

20 CH = homogenize fluid(lx,ly, [zetal, zeta2],90,z);
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Observe que na etapa de inicializacdo, a imagem matricial é transformada em um vetor de
indicacdo dos elementos que informa a natureza dos elementos da malha (se sélido ou fluido, pela
variavel “z” no codigo).

E conveniente que o trecho de cddigo apresentado, entre as linhas 01 e 20, seja armazenado em
um arquivo préprio de entrada de dados, desacoplando assim o programa principal (que calcula a
permeabilidade) das entradas de dados (modelo: imagem e dimensdes), pois dessa forma € possivel
salvar os dados de diversos problemas, assim como utilizar o mesmo modelo com diferentes
programas de anélise (ver linhas 15 e 20 do codigo, como exemplo). Portanto, o programa principal é
definido em uma funcéo prdpria, que seré apresentada a partir da linha 21 do cédigo.

Para determinar a permeabilidade, chama-se a fung¢@o “calcula_permeabilidade”, a qual recebe
como parametros as dimensdes do modelo e a informacéo de cada elemento se é sélido ou fluido, ou
seja:

21 function X = calcula permeabilidade (1x,1ly, z)
22 %% Inicializacéo
23 [nely, nelx] = size(z);

24 dx = 1lx/nelx;
25 dy = ly/nely;
26 nel = nelx*nely;

Também é necesséria a criacdo de uma matriz de conectividade dos elementos que indica as
incidéncias nodais de cada elemento finito. A matriz de conectividade ¢ montada de forma que a
imagem esteja inserida em um meio periddico, ou seja, 0s n6s das bordas opostas da imagem possuem
a mesma numeracao. llustra-se na Figura 5 como € realizada a numeragao dos n6s da imagem com o
uso de condigdes de contorno periddicas.

o O 14 O o 14 O 0 o O 1% 1°]
1 4 7 1 4 7 1 4 7 1
o O 14 0 O 14 O O o O O 2]
2 5 8 2 5 8 2 5 8 2
(4 O O 0 O 1% O 1°] o O 124 2]
3 6 9 3 6 9 3 6 9 3
c £ L) O c £) lv\ 0 c P o 0
1 4 7 1 4 7 1

(a) (b) (c)
Figura 5. Numerag&o dos nos da malha para consideracéo de condigdes de contorno periodicas.
Para implementar essa estratégia de numeracdo dos n6s da malha (ver linhas 28 a 32) e geracdo

das informagdes de conectividade (incidéncia nodais) dos elementos (ver linhas 33 a 37), que
considera condicOes de contorno periddicas, utiliza-se o seguinte trecho de cddigo:

27 %% Condicdes de contorno periddicas (P)

28 nnP = nel; $%$Numero de ndés Unicos

29 ngdlsP = 3*nnP; S$Numero de graus de liberdade Unicos mIdNosP =

30 reshape (1:nnP, nelx, nely); %Matriz dos nds ndo repetidos

31 mIdNosP (end+1, :) = mIdNosP(1l,:); %$Inclusdo dos nods da borda inferior
32 mIdNosP (:,end+1l) = mIdNosP(:,1); %Inclusdo dos nds da borda direita
33 mConectP = zeros(nel,4); S$Matriz de conectividade nodal dos elementos
34 mConectP = [reshape (mIdNosP (2:end,l:end-1),nel,1)...

35 reshape (mIdNosP(2:end,2:end),nel, 1) ...

36 reshape (mIdNosP (l:end-1,2:end),nel,1)...

37 reshape (mIdNosP(l:end-1,1:end-1),nel,1)1];
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5.2 Calculo das matrizes de coeficientes e do lado direito dos elementos

Como o programa se propde a fazer simulagdes a partir de imagem, e tem seus elementos
baseados em voxels, todos os elementos sdo iguais, portanto, as matrizes de viscosidade, gradiente, e
de estabilizacdo de pressdo podem ser calculadas apenas uma vez, reduzindo consideravelmente o
tempo de simulacdo. Essas matrizes sdo incorporadas no programa principal por meio do seguinte
comando:

38 %% Caéalculo das matrizes Unicas dos elementos
39 [ke,ge,pe, fe] = matElementoFinito (dx, dy);

em que o célculo das matrizes pode ser feito pelo seguinte algoritmo:

100 %% Matrizes de Viscosidade, Gradiente, Pressdo e de Carga
101 function [k,g,pe,f] = matElementoFinito (dx, dy)
102 coordsElem = [0 0; dx 0; dx dy; 0 dyl;

103 rr = [-1/sqrt(3) 1/sqrt(3)];

104 ww = [1 17;

105 Ss = rr;

106 k = zeros(8);

107 C=10200; 02¢0; 001];

108 g zeros (8,4);

109 pe zeros (4) ;

110 h2 = ((dx)"2)+((dy)"2);

111 stab = h2/12;

112 f = zeros(4,1);

113 for 1 = 1:2

114 r =rr(l,1i);

115 for j = 1:2

116 s = ss(l,j);

117 N=(1/4)*[(1-s)*(1l-r) O (1l-s)*(1l+r) O (1l+s)*(1l+r) O (1l-r)*(1l+s) O;
118 0 (1- s) (1-r) 0 (l-s)*(l+r) O (l+s)*(l+r) O (l-r)*(1l+s)];
119 dNldr = -1/4*(1-s); dNlds = -1/4*(1-1);

120 dN2dr = +1/4*(1-s); dN2ds = -1/4* (1+r);

121 dN3dr = +1/4*(1+s); dN3ds = +1/4*(1l+r);

122 dN4dr = -1/4*(1+s); dN4ds = +1/4*(1-r);

123 DN = [ledr dN2dr dN3dr dN4dr;

124 dNlds dN2ds dN3ds dN4ds];

125 J = DN*coordsElem;

126 invd = 1.0/det(J)*[J(2,2) =-J(1,2); -J(2,1) J(1,1)1;

127 dN = invJ*DN;

128 B = [dN(1,1) O dN(1,2) O dN(1,3) O dN(1,4) O;

129 0 dN(2,1) O dN(2,2) O dN(2,3) 0 dN(2,4);

130 dN(2,1) dN(1,1) dN(2,2) dN(1,2) dN(2,3) dN(1,3) dN(2,4) dN(1,4)];
131 k = k + (B'")*C*B*det (J) *ww (1,1) *ww(l,7);

132 g=g+ (B")*[1;1;0]* (l 4:end) * (det (J) ) *ww(l,1i)*ww(l,7j);

133 Bp = inv (J)*[DN(1,:);DN(2,:)];

134 pe = pe + stab*(Bp')*Bp (det(J))*ww(l,i)*ww(l,j);

135 f =f + N(1,1:2:end) "*det (J) *ww(l,1) *ww(l,]J);

136 end

137 end

138 end

O cddigo anterior, apesar de estar apresentado de uma forma didatica, ndo ficam explicitados os
elementos necessérios para o célculo de cada matriz de forma independente. Entretanto, como as
funcdes de forma utilizadas neste trabalho para interpolar os campos de velocidade e pressdo sdo as
mesmas, as matrizes de viscosidade, gradiente, estabilizacdo de pressdo e os vetores do lado direto
podem ser calculados dentro de uma mesma funcgéo, tornando o algoritmo mais compacto e elegante.
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5.3 Montagem do Sistema de Equacgdes

A montagem da matriz dos coeficientes é realizada de forma que a contribuicdo dos graus de

liberdade de cada elemento seja alocada nos graus de liberdade correspondentes da malha da imagem.
O mapeamento dos graus de liberdade dos elementos é feito por meio de um vetor que indica os
indices da matriz de coeficientes onde serdo alocados os termos das matrizes K, G, G' e P para cada
elemento. Uma forma intuitiva e didatica de realizar essa montagem € por meio do seguinte algoritmo:

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

%% Montagem do sistema de equacdes
velF = find(~z); %Vetor com elementos somente da regido do fluido
for elem = 1l:size(velF,1)

e= velF (elem);

vgdlF = [mConectP(e,l)*2-1; mConectP (e, 1) $gdl 1,2 (v) né n
mConectP (e, 2) *2-1; mConectP (e, ?2)
mConectP (e, 3) *2-1; mConectP(e,3)*
mConectP (e, 4) *2-1; mConectP (e, 4)
2*nel+mConectP(e,1l); %gdl 3(p) nd n
2*nel+mConectP (e, 2) ;
2*nel+mConectP (e, 3) ;
2*nel+mConectP (e, 4)];
for i=1:8
for j=1:8 %% Alocacgédo Matriz de Viscosidade
A(vgdlF (i), vgdlF(j)) = A(vgdlF(i), vgdlF(j)) + ke(i,J);
end
for j=1:4 %% Alocacgdo Matriz Gradiente
A(vgdlF (i), vgdlF(8+3)) = A(vgdlF (i), vgdlF(8+3)) + ge(i,]):
end
end
for i=1:4 %% Vetor RHS
F(vgdlF(i*2-1),1) = F(vgdlF(i*2-1),1) + f(i);
F(vgdlF (i*2),2) = F(vgdlF(i*2),2) + f£(i);
for j=1:4 %% Alocacgdo Matriz de Presséao
A(vgdlF (8+1i),vgdlF (8+7j)) = A(vgdlF(8+i),vgdlF(8+])) - pe(i,]):
end
end
end
G = A(l:nel*2,nel*2+1:nel *3);
A(nel*2+1:nel*3,1:nel*2) = G';

Entretanto, apesar ser uma forma mais intuitiva, o uso de diversos lagos faz com que o tempo

de processamento aumente significativamente. Uma abordagem mais elegante e otimizada de realizar
a mesma operacdo é pelo uso de triplets. Dessa forma, o algoritmo anterior pode ser substituido por:

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

oo
[ORNe)

Montagem do sistema de equacdes

velF = find(~z); %Vetor com elementos somente da regido do fluido
nelF = size(velF,1);
mgdlF = [mConectP(velF,1)'*2-1; mConectP(velF,1)'*2; %gdl 1,2(v) nd n
mConectP (velF,2) '*2-1; mConectP (velF,62)"'*2;
mConectP (velF, 3) '*2-1; mConectP (velF,3)'*2;
mConectP (velF,4) '*2-1; mConectP (velF,4)"'*2;
2*nel+mConectP (velF,1)"'; %gdl 3(p) nd n

2*nel+mConectP (velF,2)"';
2*nel+mConectP (velF, 3) ';
2*nel+mConectP (velF,4) '];
iK = repelem(reshape (mgdlF (1:8,1:end),nelF*8,1), 1)
JK = reshape (repmat (mgdlF(1:8,1:end),8,1), nelF*64 1)
iG = repelem(reshape (mgdlF(1:8,1:end),nelF*8,1), 1)
jG = reshape (repmat (mgdl¥F(9:12,1:end),8,1), nelF*32 1
( , 1
( 1

’

’

) 14
) 14
)7

’

iP = repelem(reshape (mgdlF (9:12,1:end),nelF*4,1),
JP = reshape (repmat (mgdlF(9:12,1:end),4,1), nelF*l6
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57 iA = [iK;1G;3G;1P];

58 JA = [JK;JjG;1iG;jP];

59 clear iK iG iP jK jG jP

60 coef = [repmat (ke,nelF,1); repmat (ge,nelF,1);
ol repmat (ge,nelF, 1) ; -repmat (pe,nelfF,1)1;
62 A = sparse (iA, jA,coef);

63 clear iA jA coef

64 iF = [reshape (mgdlF(1:2:8,1:end),nelF*4,1);
65 reshape (mgdlF(2:2:8,1:end) ,nelF*4,1)1];

06 JF = [ones(nelF*4,1);2*ones (nelF*4,1)];

67 sF = repmat (fe,nel¥F*2,1);

68 F = sparse (iF, jF,sF,ngdlsP,2);
69 clear iF jF sF mgdlF

5.4 Condigdes de contorno na interface dos graos e resolucéo do sistema de equagoes
A implementacdo das condic¢Ges de velocidade zero nos nos relativos a interface fluido-solido é

feita pela reducdo da matriz de coeficientes para solucionar somente as variaveis ndo-nulas. Esse
processo € realizado nas linhas 71 a 79, em que a solucéo do sistema e realizado na linha 79.

70 %% Resolucdo do sistema de equacdes

71 resolveF u = l:nel*2;

72 nosnulos = [unique (mConectP (find(z),1:4))1;

73 gdlnulos = [nosnulos*2-1 nosnulos*2];

74 resolveF u(gdlnulos) = []; %Elimina linhas e colunas relativas aos
gdl nulos

75 resolveF p = (nel*2+unique (mConectP (find(~z),1:4)))"';

76 resolveF = [resolveF u resolveF p];

77 clear resolveF u resolveF p nosnulos gdlnulos mConectP

78 X = zeros (ngdlsP,2);

79 X (resolveF, :) = A(resolveF,resolveF)\F (resolveF, :);

5.5 Célculo da Permeabilidade

Apbs a montagem do vetor de varidveis nodais, a permeabilidade € calculada pela média das
velocidades e do gradiente de pressao. Este processo é realizado nas linhas 80 a 88.

80 %% Homogeneizacdo

81 CH = zeros(2);

82 vIdNosP = reshape (mIdNosP,size (mIdNosP,1l) *size (mIdNosP,2),1);
83 CH(1,1) = sum(X(vIdNosP(l:end,1)*2-1,1));

84 CH(1,2) = sum(X(vIdNosP(l:end,1)*2,1));

85 CH(2,1) = sum(X(vIdNosP(l:end,1)*2-1,2));

86 CH(2,2) = sum(X(vIdNosP(l:end,1)*2,2));

87 CH = CH/nel;
88 disp (CH)

6 Resultados

6.1 Teste de validacéo

Para validar o programa apresentado neste trabalho, foi realizada uma simulacéo de escoamento
com baixo valor de Reynolds no meio poroso representado na imagem da Figura 6. A permeabilidade
do meio adquirida pelo codigo proposto neste trabalho foi comparada com o resultado obtido pelo
programa de Andreassen e Andreasen [1], e com a solucdo analitica proposta por Drummond e Tahir
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[14]. Segundo esses ultimos autores, a permeabilidade do meio apresentado na Figura 6 pode ser
determinada pela equacdo k = rz(—ln(c)—l, 476+ 2c—1,774c?)/(8c), em que a permeabilidade
(k) é determinada em funcédo do raio dos gréos circulares (r) e da porcentagem volumétrica de solido

(c).

Figura 6. Meio poroso utilizado para validagdo do programa.

De acordo com Drummond e Tahir [14], a equacdo analitica proposta € valida para pequenos
valores de c. Portanto, para validacdo do programa, o REV do meio foi modelado com dimensoes
unitarias e grdos de raio igual a 0,1. Para esses valores adotados, pode-se registrar o ¢ correspondente e
obter a permeabilidade k = 0,0281 via solucdo analitica. A Tabela 1 e a Figura 7 apresentam 0s
resultados obtidos por meio das modelagens numeéricas.

Tabela 1. Comparacéo entre os resultados obtidos do problema de validacao por diferentes

autores.
Malha Este Trabalho Andreassen e Andreasen [1]
10x10 0,0253 0,0267
20x20 0,0288 0,0295
30x30 0,0255 0,0260
40x40 0,0272 0,0275
50x50 0,0271 0,0273
60x60 0,0278 0,0280
70x70 0,0275 0,0276
80x80 0,0271 0,0273
90x90 0,0277 0,0278
100x100 0,0276 0,0277
110x110 0,0276 0,0277
120x120 0,0280 0,0281
130x130 0,0275 0,0276
140x140 0,0279 0,0279
150x150 0,0276 0,0277
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Figura 7. Convergéncia do resultado do modelo de validag&o.

As flutuacBes observadas nos resultados dos modelos computacionais podem ser explicadas pelo
fato de que a entrada de dados dos programas sdo imagens, e para que o tamanho da malha seja
modificado, a resolucdo da imagem também é modificada. Isso faz com que o contorno dos gréos
varie de uma imagem para a outra conforme se altera a resolugdo, fazendo com que o resultado oscile,
pois a geometria do problema ndo é respeitada. Entretanto, apesar de existir tal oscilacdo, a
permeabilidade obtida pelo codigo apresentado por este trabalho apresentou uma diferenca de apenas
1,78% do resultado analitico (malha 150x150).

6.2 Permeabilidade de amostra de arenito

Apos validagdo, o programa foi utilizado para medir a permeabilidade de uma amostra de arenito
representada por uma imagem 2-D. A imagem bidimensional do arenito a ser analisada é exatamente a
mesma imagem apresentada na Figura 3, que tem dimensdes de 1 mm x 1 mm. A Tabela 2 apresenta
os valores obtidos e o tempo de processamento para diferentes tamanhos de malha. Os tempos de
processamento obtidos sdo referentes a simulacdo do problema no software Octave versdo 5.1.0 em
um Dell Inspiron 14 7460 com processador i7-7500, 16Gb de memdria RAM e sistema operacional
Windows 10. A Figura 8 mostra a convergéncia da permeabilidade do arenito conforme refina-se a
malha de elementos finitos.

Tabela 2. Convergéncia do resultado de permeabilidade do arenito.

Malha Kxx (um?) Kyy (um?) Tempo de Processamento
600 x 600 0,2772 0,2954 0,5 min
800 x 800 0,2019 0,2344 1,5 min
1000 x 1000 0,1638 0,2051 3,5 min
1200 x 1200 0,1420 0,1889 7,5 min
1400 x 1400 0,1283 0,1790 15,0 min
1600 x 1600 0,1192 0,1724 27,0 min

A permeabilidade encontrada para a imagem 2-D da amostra de arenito analisada foi Kxx =
0,1192 um? e Kyy = 0,1724 um? Isso significa que a amostra é anisotropica em relacdo a
permeabilidade.
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Figura 8. Convergéncia do resultado da permeabilidade 2-D de uma amostra de arenito.

7 Conclusoes

Este trabalho apresentou um programa computacional educativo capaz de medir a permeabilidade
de materiais porosos por meio da simulagdo de escoamentos governados pela equacéo de Stokes. A
fundamentacdo tedrica necessaria para modelagem do problema foi desenvolvida, e as peculiaridades
do MEF aplicado a fluidodindmica computacional foram discutidas. Foram explicitadas diferentes
formas de realizar a montagem do sistema de equacGes a ser resolvido, sendo uma das formulagdes
capaz de reduzir significativamente o tempo de processamento do programa.

Por estar inserido no ambito da petrofisica digital, o programa aqui proposto utiliza imagens
binérias como entrada de dados. Essa caracteristica permite que a permeabilidade de materiais porosos
seja determinada pelo uso de micro-CT, que é capaz de representar a estrutura interna do material por
meio de pixels que constituem o fluido e pixels que constituem o s6lido. Neste trabalho, a modelagem
do meio poroso foi realizada de forma que apenas os pixels do dominio fluido fossem considerados.
Essa metodologia é extremamente eficiente para materiais que possuem baixas porosidades, pois
permite que a permeabilidade seja obtida utilizando menor esforco computacional se comparada com
metodologias que modelam o dominio sélido e fluido.

O programa desenvolvido pelos autores foi validado por meio de um problema simplificado que
possui solucdo analitica conhecida. Doravante, a permeabilidade de uma amostra de arenito foi
calculada por meio de uma analise 2-D. Embora a validacdo do cddigo confira credibilidade ao
programa computacional proposto, o valor da permeabilidade do arenito calculada em duas dimensdes
pode ndo ser representativo para uma amostra de arenito em trés dimensdes devido as caracteristicas
geométricas tridimensionais de seus poros. Entretanto, o desenvolvimento do programa de anélise 2-D
apresentado confere ao leitor o conhecimento necessario para que a extensdo do programa para 3-D
seja realizada de forma simples e intuitiva.
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