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Abstract. This study addresses the optimization of lattice structures with geometrically nonlinear
behavior under dynamic loading. The formulated optimization problem aims to determine the cross-
sectional area of the bars which minimizes the total mass of the structure, imposing constraints on
nodal displacements and stresses. In order to solve this optimization problem, it was developed a
computational program on MATLAB®, using the Interior Point method and the Sequential Quadratic
Programming method, the algorithms of which are available on Optimization Toolbox™. The
nonlinear finite space truss element is described by an updated Lagrangian formulation. The
geometric nonlinear dynamic analysis performed combines the Newmark method with
Newton-Raphson iterations, being validated by comparison with solutions available in the literature
and with solutions generated by the ANSYS® software. Examples of trusses under different dynamic
loading are solved using the developed computational program. The results show that the Sequential
Quadratic Programming method is the most efficient to solve the studied optimization problem and
that the consideration of structural damping can lead to a significant reduction in the total mass.
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Optimization of geometrically nonlinear lattice structures under dynamic loading

1 Introducgéo

A importancia de considerar efeitos dindmicos e ndo lineares no estudo de estruturas trelicadas ja
foi bastante enfatizada nas Ultimas décadas. Varios pesquisadores tém se empenhado no
desenvolvimento e aprimoramento de metodologias praticas e eficientes para a analise dindmica ndo
linear de estruturas trelicadas (Noor e Peter [1]; Kassimali e Bidhendi [2]; Zhu et al. [3]; Wang et al.
[4]). Outros autores direcionaram suas pesquisas para a otimizagéo de estruturas trelicadas submetidas
a carregamento dindmico sem considerar a ndo linearidade geométrica (Ohno et al. [5]; Chen [6];
Kocer e Arora [7]), e na otimizacdo de trelicas geometricamente ndo lineares submetidas a
carregamento estatico (Smaoui e Schmit [8]; Haftka [9]; Pyrz [10]; Saka e Ulker [11]; Sedaghati et al.
[12]; Suleman e Sedaghati [13]; Hrinda e Nguyen [14]).

No entanto, apesar do grande nimero de publica¢des em temas afins, sdo poucos os trabalhos que
abordam otimizacdo de trelicas considerando simultaneamente efeitos dindmicos e de néo
linearidades. Diante da falta de pesquisas com esse direcionamento, 0 objetivo deste trabalho é
apresentar a formulagdo do problema de otimizagdo de estruturas trelicadas geometricamente ndo
lineares submetidas a carregamento dindmico e fornecer exemplos de aplicacéo desse problema.

Para isso, um programa computacional foi desenvolvido na plataforma MATLAB® utilizando os
algoritmos do método dos Pontos Interiores e do método da Programacdo Quadratica Sequencial
presentes no Optimization Toolbox™.

2 Formulagéo do elemento finito geometricamente néo linear

O elemento finito considerado estd ilustrado na Fig. la. Trata-se de um elemento espacial,
limitado pelo nés A e B. Os deslocamentos e forcas nodais do elemento também séo apresentados.

Para descrever o movimento desse elemento, foi utilizada uma formulagdo Lagrangeana
atualizada, que serd resumida a seguir. Para uma explicacdo detalhada contendo as dedugdes das
express@es apresentadas, ver Yang e Kuo [15].

A configuragdo deformada atual € chamada de C, e a ultima configuragdo deformada conhecida é
chamada de Cn1. Como apresentado na Fig. 1b, os comprimentos do elemento nessas configuragdes
sdo Ln e Ln-1, respectivamente.

a) b)

Figura 1. Elemento finito de trelica espacial: a) sistema local, b) sistema global.

O deslocamento nodal sofrido entre as configuracdes Cn.1 € Cn € dado, no sistema local de
coordenadas, pela equacédo:
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u = {up vp Wa Ug vg WB}T- (1)

onde u, v e w sdo as translacdes na direcdo dos eixos locais X, y e z, respectivamente.
Analogamente, o vetor de forgas internas do elemento na Gltima configuracdo deformada
conhecida (fj, _,) e na configuracdo deformada atual (f; ) € dado por:

T
fi,_ = {fAXn_1 00fpy, , 0 0} . (2)

T
fi, = {fax, 00 fpx, 00} . (3)

em que fay, ;= —fBx,_q € fax, = —fon sdo as forcas internas do nd B na direcdo do eixo local

X, nas configuragdes Cr.1 e Cy, respectivamente.
Esses vetores de forgas internas se relacionam por meio da seguinte equacao:

Ln

fi = (fin—l + Afl) Ln—1. (4)
sendo Af; dado por:
T
Af; = {—EA (”;—5—1) 00EA (LZ;—LLZZ*) 0 0} . (5)

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal, A é a area da se¢do transverdal, L,_, é 0
comprimento do elemento na configuracdo Cn.1 € L, é o comprimento do elemento na configuracdo
Ch.

A matriz de rigidez do elemento (K) é formada por cinco componentes: a matriz de rigidez
elastica (ke), a matriz de rigidez geométrica (Kg) e as matrizes de ordem superior (ki1, k2 e k3).
Todas elas s&o definidas nas equagdes seguintes:

1 0 0 -1 0 O
[ O 00 0 O 0]
_EA|JO0O O O O 0 O
ke = Ln«/—1 0 0 1 0 Of (7)
0O 00 O OO
O 00 0O 0O
[ 1 0 0O -1 0 0 1
0 1 0 0O -1 0 |
_fBxp41 O 0 1 0 0o -1
Ke=Tnl=1 0 0 1 0 ol (8)
ll 0O -1 0 0 1 0 Jl
0 0O -1 0 0 1
[ Au Av  Aw  —-Au -Av —AW‘l
| 0 0 0 0 0 0 |
_EA 0 0 0 0 0 0
ks 212 |-Au —Av —Aw Au  Av  Aw [ ©)
ll 0 0 0 0 0 0 Jl
0 0 0 0 0 0
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[ 2Au 0 0 —2Au 0 0 ]

| Av Au 0 —Av  —Au 0 |

_ EA | Aw 0 Au  —Aw 0 —Au
Ke=2z|-2au 0 0 2Au 0 o | (10)

—Av  —Au 0 Av Au 0 l

—Aw 0 —Au Aw 0 Au J

_ EATh -h
ks = oo [_h . ] (11)
3Au? + Av? + Aw? 2AulAv 2AuAw
h= 2AuAv 3Av? + Au? + Aw? 2AvAW (12)
2AuAw 2AvAW 3Aw? + Av? + Au?

sendo Au = ug — uy, AV = Vg — v, € AW = wg — W,.
A matriz de rigidez e o vetor de forgas internas do elemento podem ser transformados para o
sistema global de coordenadas da seguinte forma:

kglobal = TTKT. (13)

figlobal = TTfi. (14)

onde T é a matriz de transformacéo entre o sistema local e global.

Por fim, a matriz de rigidez da estrutura (K) é obtida no sistema global por meio da sobreposicéo
das matrizes de rigidez determinadas para cada elemento que a compde. Assim como o vetor de forgas
internas da estrutura (F;) consiste na sobreposicdo dos vetores de forgas internas definidos para cada
um dos elementos.

3 Analise dindmica néo linear geométrica

A equacdo de equilibrio que governa a resposta dindmica de um sistema estrutural pode ser
escrita, apos a discretizacdo espacial, como:

MU + CU + F;(U) = Fq(t). (15)

onde U, U e U sdo, respectivamente, os vetores de aceleracdes, velocidades e deslocamentos
nodais; M é a matriz de massa concentrada; C é a matriz de amortecimento; F; é o vetor de forgas
internas, que é funcdo dos deslocamentos nodais U; e F, é o0 vetor de forcas externas dependente do
tempo.

A resposta dindmica da estrutura é obtida por meio da solucéo da Eg. (15), o que envolve o uso de
um algoritmo de integracdo temporal. O procedimento de solucdo utilizado neste trabalho combina
método de Newmark (y=0.5e =0.25) com iteracdes do tipo Newton-Raphson. Esse
procedimento estd ilustrado na Fig. 2.

Ressalta-se que a matriz de massa da estrutura se mantém constante ao longo da analise e que a
matriz de amortecimento é considerada como como uma combinacéo linear das matrizes de rigidez e
de massa, ou seja:

C = aoM + O(lK. (16)

em que oy e a4 Sao os coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh. Seus valores séo calculados
adotando um valor apropriado de taxa de amortecimento (§), referente a duas frequéncias naturais
distintas i € wj. De acordo com Vaz [16], oi e wj podem ser tomados como iguais as duas menores
frequéncias naturais de vibracdo da estrutura. Cook et al. [17] afirma que, para estruturas de ago, a
taxa de amortecimento pode variar de 0,5% a 5%.
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@tante anterior: U,_,, U,_, & ﬁ% Inf;:;g'xt)de ——

Monta a matriz de rigidez: K

Monta a matriz de amortecimento: C

v

Ciclo incremental: n=1, 2, ..., n° total de incrementos.
—— === == Fase Predita

Monta o vetor de forgas efetivo:

onde: a; =

L A
paz’ “2 7 pac’ U3 T par’

F= Fe, + M[agﬂn_l + a4Un_1] + C[aSUn_l + aﬁﬁn_l] -F

; Ag

Monta a matriz de rigidez efetiva: K= a;M + a,C + K

n—1

Lt m Lot ag - ae(Lo1)

2

!

Resolve para o deslocamento incremental: AU = K~1F

Solugéo predita:
Ul = U,_; +4AU°
Ug = aAUf - aSUn—l - aGUn—l
U = 2,408 - a3U0,_; — 40,4

|
|
|
|
|
|
|
|
|
| v
|
|
|
|
|
|
|
|
|

| || velocidades e aceleragdes:
|| AU = AUST + 8U;
| | uk=u,_, +AUk
|| Uk = a,AUk - a0, — agl,
| I Uk = a;AUf — a3, — a4,y

r
: Monta o vetor de forgas internas: FiE
I
I

Atualiza os deslocamentos,

Fase corretiva

Vetor de forgas residuais:
- (k-1 (k=1 k
g=F, —-MUf —cuf ™ -Fk

T Ciclo iterativo: k=1, 2, ..., n° max. de iteragdes.

Corregao:
sUk =K'z

Figura 2. Procedimento de solucdo para anélise dindmica ndo linear geométrica.

4 Problema de otimizacéao

O objetivo do problema de otimizacdo estudado é determinar a area da secdo transversal das
barras que minimiza a massa total da estrutura trelicada, impondo-se restricGes aos deslocamentos

nodais e as tensdes axiais.

Portanto, o problema de otimizacdo pode ser esquematizado da seguinte maneira:
A = {Al AZ Anb}

Determinar
Que minimiza

Sujeito a:

f =Y pA;L;.

Umax - Ulim <0

OTmax —

OCmax

OTim = 0

OClim = 0

Amin < Ai < Amax i= 1, ...,nb.

(17)
(18)
(19)
(20)
(21)

(22)

onde A é o vetor de variaveis de projeto; f é a funcdo objetivo, que calcula a massa total da
estrutura pelo somatério da massa de cada barra que a compde; nb representa o nimero total de barras
da estrutura; p é a massa especifica (dada em kg/m3); A; é a area da secdo transversal da i-ésima barra;
L; € o comprimento da i-ésima barra; o, . € oc,, .. S30 0s valores maximos de tensdo axial de tracdo
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e compressdo, respectivamente, atuantes na estrutura; o, € ocy;,,, S0 0s valores limites admissiveis

para as tensdes de tracdo e compressdo, respectivamente; U,,.x € 0 valor maximo absoluto de
deslocamento nodal sofrido pela estrutura; Uy, € 0 valor limite admissivel para os deslocamentos
nodais; € Anin © Amax SA0 0S valores minimo e maximo permitidos para as variaveis de projeto,
respectivamente.

Destaca-se que a restricdo lateral dada pela Eq. (22) é verificada por comparacéo direta com as
variaveis de projeto. J4 a verificacdo das restricGes de resposta dindmica, dadas pelas Egs. (19) a (21),
requerem que seja feita uma andlise dindmica ndo linear geométrica a cada iteracdo do processo de
otimizacdo. O procedimento de analise estrutural utilizado neste trabalho foi apresentado na Fig. 2.

4.1 Implementacédo computacional

Para atingir os objetivos deste trabalho, um programa computacional foi desenvolvido na
plataforma MATLAB (versdo R20116a). As rotinas computacionais implementadas sdo capazes de:
e Realizar a anlise dindmica néo linear geométrica de trelicas, utilizando o procedimento
de analise explicado na Secéo 3.
e Resolver o problema de otimizacdo apresentado na Secdo 4, utilizando o método dos
Pontos Interiores (PI) e 0 método da Programacdo Quadratica Sequencial (PQS).
Ressalta-se que os algoritmos dos métodos Pl e SQP utilizados sdo partes integrantes do
Optimization Toolbox™ do MATLAB®. A aplicacdo desses algoritmos é feita por meio da funcgdo
fmincon, que é especialmente indicada para encontrar a solugdo 6tima de problemas sujeitos a
restricdes ndo lineares, como é o caso do problema de otimizacdo estudado neste trabalho. O
desenvolvimento da andlise dindmica nédo linear utilizou 0 método com comprimento de arco para
analise de cada passo do problema.

5 Resultados: validacéo da analise dindmica ndo linear geométrica

Nesta secdo, busca-se validar o procedimento de analise dindmica ndo linear geométrica
implementado por meio do estudo de dois exemplos de estruturas trelicadas. Os resultados obtidos sdo
comparados com solucdes presentes na literatura e com resultados gerados pelo software ANSYS®
(versdo 18.2).

5.1 Domo geodésico

O primeiro exemplo consiste em um domo geodésico com 24 barras e 13 nés (Fig. 3). Todas as
barras possuem modulo de elasticidade E = 68992 MPa, massa especifica p = 2760 kg/m3 e area da
secdo transversal A = 6,45 cmz2, A estrutura esta submetida a carga triangular apresentada na Fig. 4a
(P=8,9 kN e Td = 0,01s).

Esse exemplo foi estudado anteriormente por Zhu et al. [3] e Wang et al. [4]. Assim como foi
feito nessas referéncias, a andlise dindmica ndo linear geométrica foi realizada utilizando um
incremento de tempo At = 1,56 X 10™* s e desconsiderando o amortecimento (¢ = 0%). A Figura 4b
mostra uma boa concordancia entre a resposta transiente do né 1 obtida neste trabalho e a da literatura.
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Figura 3. Domo geodésico (dimensdes em centimetros).

-0.01524
} ——Este trabalho
< Zhu etal. (1994)
O Wang et al. (2006)
-0,01016
Forga 2
A °
§ -0,00508
=]
P 3
I
m)] 0
>
T, Tempo 0,00508
0,01016
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
Tempo (s)
a) b)

Figura 4. Domo geodésico: a) carga triangular, b) deslocamento do né 1 na direcéo z.

5.2 Torre trelicada

O segundo exemplo trata de uma torre trelicada composta por 22 barras e 9 nos (Fig. 5). A
estrutura possui as seguintes propriedades: médulo de elasticidade E=200 GPa, area da secdo

transversal A=3,04 cm? e massa especifica p=7850 kg/m3. A Figura 6a apesenta o carregamento
aplicado n6s 1, 2 e 3 (P1z=1000 kN, P1x = 37,5 kN e P2x=P3x= 150 kN).
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Figura 5. Torre trelicada (dimensGes em metros).

A andlise dindmica ndo linear geométrica foi realizada adotando um incremento de tempo
At=0,001 s. Na Figura 6b, a resposta transiente obtida para o nd 1 é comparada com a gerada pelo
software ANSYS®. Observa-se uma boa concordancia entre os resultados dos casos amortecido (£ =
0%) e ndo amortecido (& = 5%).

Este trabalho: & = 0% --—-ANSYS: £=0%
Este trabalho: £ = 5% --=-ANSYS: £=5%
Forca
A ~
El
g
P
B
(]
» Tempo
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 0,24
Tempo (s)
a) b)

Figura 6. Torre treligada: a) carga aplicada; b) deslocamento do n6 1 na diregao x.
6 Resultados: otimizacao de dimensdes

Nos dois exemplos a seguir, 0 programa computacional desenvolvido é utilizado para resolver o
problema de otimizag&o apresentado na Secdo 4. Neles, os limites inferior e superior adotados para as
variaveis de projeto foram 3,04 cm? e 260 cm?, respectivamente; o valor limite admissivel para os
deslocamentos nodais (Uj;,) foi estabelecido com base na ABNT NBR 8800:2008 [18]; e os valores
limites admissiveis para as tensdes de tragdo e compressao (or;,,, € oc,;,,,) foram definidos como igual
a 250 MPa. Em ambos os exemplos, considerou-se modulo de elasticidade E = 200 GPa e massa
especifica p = 7850 kg/m?.
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6.1 Domo geodésico

O primeiro exemplo de otimizacdo ¢ o domo geodésico. Sua geometria e 0 carregamento aplicado
foram apresentados na Fig. 4 e na Fig. 4a, respectivamente. Para este exemplo adotou-se P = 17,8 kN e
Td =0,01s. Trés grupos de barras foram considerados, conforme ilustrado na Fig. 7.

Grupo 1

Grupo 2

Grupo 3

Figura 7. Domo geodésico: agrupamento de barras.

Na andlise dindmica realizada durante o processo de otimizacdo, foi utilizada uma duragdo de
0,01s e um incremento de tempo At = 1,56 x 10~* s. O valor limite admissivel para os deslocamentos
nodais ¢ 0,007m. As informacdes referentes a estrutura inicial e os resultados da otimizagdo sdo
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Domo geodésico: resultados da otimizacao.

CASO1 CASO 2
Inicial £=0% &=5% nicial £=0% £=5%
nici
Pl PQS Pl PQS PIL PQS Pl PQS

Al (cm?) 6,45 7,45 7,45 6,85 6,85 260 7,45 7,45 6,85 6,85
A2 (cm?) 6,45 477 4,77 4,41 4,41 260 4,77 4,77 4,41 4,41
A3 (cm?) 6,45 3,04 3,04 3,04 3,04 260 3,04 3,04 3,04 3,04

Massa — g76 6004 6004 5700 57,09 35328 6004 6004 57,09 57,09

Total (kg)
Upax (M) - 0,007 0,007 0,007 0,007 - 0,007 0,007 0,007 0,007
OTumax - 95,78 95,78 96,56 96,56 - 95,78 95,78 96,56 96,56
(MPa)
O Crmax - 76,48 76,48 77,24 77,24 - 76,48 76,48 77,24 77,24
(MPa)
iteracOes - 16 18 11 7 - 28 32 25 20
Avaliacgbes
da funcéo - 130 174 59 51 - 223 233 111 88
objetivo

Analisando os resultados, observa-se que o método dos Pontos Interiores (Pl) e o método da
Programacdo Quadratica Sequencial (PQS) chegaram aos mesmos resultados, diferindo apenas no
namero de iteragdes realizadas e na quantidade de avaliagfes da funcdo objetivo. Sendo que método PI
foi mais eficiente com & = 0% e 0 método PQS foi mais eficiente com & = 5%.

Além disso, os resultados encontrados partindo do caso 1 de estrutura inicial foram iguais aos
obtidos partindo do caso 2. O fato de convergir para a mesma solucéo, partindo de pontos extremos
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opostos do espaco de busca, é um forte indicio de que a solucdo encontrada seja de fato a melhor
solucdo para esta estrutura, isto €, um minimo global.

Destaca-se ainda que a consideracdo do amortecimento gerou uma redu¢do na massa total da
estrutura. Utilizando & = 5% a estrutura ficou 4,9% mais leve que com & = 0%.

6.2 Torre trelicada
O segundo exemplo de otimizacdo € a torre trelicada. Sua geometria e o carregamento aplicado

foram apresentados na Fig. 5 e na Fig. 6a, respectivamente. Para este exemplo adotou-se P1z=1000kN,
P1x = 37,5 kN, P2x=P3x= 150 kN e o0 agrupamento de barras indicado na Fig. 8.

Figura 8. Torre trelicada: agrupamento de barras.

Para a anélise dindmica realizada durante o processo de otimizag&o, foi utilizada uma duragéo de
0,24s e uma incremento de tempo At=0,001 s. O valor limite admissivel para os deslocamentos nodais
é 0,1m. As informagcdes referentes a estrutura inicial e os resultados da otimizagdo sdo apresentados na
Tabela 2.

Tabela 2. Torre treligada: resultados da otimizacao.

CASO 1 CASO 2
Inicial £E=0% £=5% Inicial £=0% £=5%
PI PQS  PI PQS Pl POS  PI PQS

Al(cm?) 304 3289 3289 3218 32,18 | 260 3342 3289 3218 32,18
A2(cm?) 304 2220 2220 1635 1635 | 260 22,69 2220 1635 16,35
T(')\t";}s(slfg) 426 378671 3786,71 3293,53 3293,53(36403 3857,00 3786,71 3293,53 329353
Upa (M) - 01 01 01 01 - 009 01 01 01

(GI\;‘BZX) . 18490 18490 173,67 17367 | - 18127 18490 17367 173.67

Gcmax - -

o 250 250 250 250 24999 250 250 250
iteracGes - 36 11 18 11 - 34 13 30 13
Avaliacdes
dafuncio - 165 39 60 38 ; 153 46 93 46
objetivo
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Analisando os resultados da Tabela 2, observa-se uma pequena diferenca entre os resultados
obtidos pelo método Pl e pelo método PQS para & = 0% no caso 2 de estrutura inicial. A variagdo de
massa total entre as solucdes é de apenas 1,8%, sendo a solu¢do do método PQS a mais leve.

Nas demais situacdes, os dois métodos de otimizacdo chegaram aos mesmos resultados, diferindo
apenas no numero de iteracGes realizadas e na quantidade de avaliagdes da funcdo objetivo. Neste
exemplo, 0 método PQS foi o0 mais eficiente.

Ressalta-se que, com o método PQS os resultados encontrados partindo do caso 1 de estrutura
inicial foram iguais aos obtidos partindo do caso 2, levantando a hipdtese de minimo global. Isso
também aconteceu com o uso do método PI para & = 5%.

Por fim, destaca-se que a consideracdo do amortecimento gerou uma reducdo significativa na
massa total da estrutura. Utilizando & = 5% a estrutura ficou 13% mais leve que com & = 0%.

7 Conclusoes

Neste trabalho, um programa computacional foi desenvolvido na plataforma MATLAB® para
estudar a otimizagédo de estruturas trelicadas geometricamente ndo lineares submetidas a carregamento
dindmico, utilizando o método dos Pontos Interiores e o método da Programacdo Quadréatica
Sequencial, ambos disponiveis no Optimization Toolbox™,

O objetivo do problema de otimizacdo estudado era determinar a area da secdo transversal das
barras que minimiza a massa total da estrutura trelicada, impondo-se restricbes aos deslocamentos
nodais e as tensdes axiais. Como as restri¢des impostas implicam a realizagdo de uma anélise dindmica
ndo linear geométrica em cada iteragdo do processo de otimizacéao, a Se¢éo 6 foi dedicada a validagdo
do procedimento de andlise implementado. As respostas transientes obtidas nos exemplos
apresentaram boa concordancia com as solucBes da literatura e com os resultados gerados pelo
software ANSYS®, portanto o procedimento de analise implementado foi considerado validado.

Na Secdo 7, estudou-se a otimizagdo de dois exemplos de trelicas espaciais. Os resultados
indicam que o método da Programacdo Quadratica Sequencial é o mais eficiente para a resolucao do
problema de otimizacdo estudado e que a consideracdo do amortecimento pode gerar uma reducéo
significativa na massa total da estrutura.
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