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Abstract. This work aims to analyze the structural behavior of beams in linear elastic regime by the
Finite Element Method (MEF) based on the Timoshenko Beam Theory. A numerical study of the
problem was developed and used as a base to a computational code that was developed in Fortran
language to be capable of simulating the structural behavior of beams through the aforementioned
theory. In order to validate the computational code, the results obtained through the analytical solutions
of the Timoshenko Beam Theory were compared with the numerical results, which were also compared
with the results of the analytical solutions obtained through the Euler-Bernoulli Beam Theory,
highlighting the differences between the two theories.
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ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

1 Introducéo

A viga é um elemento estrutural amplamente utilizado na Engenharia Civil e, por isso, torna-se
importante o conhecimento de seu comportamento. A Resisténcia dos Materiais apresenta teorias
bésicas para determinar os deslocamentos e esforgos solicitantes envolvidos na analise de vigas
(HIBBELER [1]).

A teoria mais comum para o céalculo dos deslocamentos de vigas é a Teoria de Euler-Bernoulli,
também chamada de teoria classica, como apresentado em Beer et al. [2]. Essa teoria ndo leva em
consideracdo os efeitos do cisalhamento na deformacdo da viga, diferentemente da Teoria de
Timoshenko.

Em vigas esbeltas (razdo comprimento-altura maior do que 20), os resultados da Teoria de
Timoshenko recaem nos resultados da Teoria de Euler-Bernoulli, sendo desprezivel a parcela da
distor¢do na viga. Ja em vigas semi-espessas (razdo comprimento-altura menor do que 20), observa-se
uma discrepancia entre as curvas de deflexdo das duas teorias, com a Teoria de Timoshenko mostrando-
se mais precisa (SORIANO; LIMA [3]).

Por resultar em interaces agdo-estrutura mais complexas, o estudo de vigas atraves da Teoria de
Timoshenko torna essencial a utilizagdo de modelos matematicos e a discussdo das formulagdes de
elementos finitos para a caracterizagdo do comportamento mecénico destes elementos.

Devido a sua grande versatilidade, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método numérico
mais empregado no ambito da Engenharia Estrutural, e sua modelagem garante solucGes viadveis e
precisas para 0s mais diversos problemas estruturais. Sua ideia geral consiste em discretizar um dominio
continuo em diversos elementos finitos, interligados através de nds com determinados graus de
liberdade.

O presente trabalho pretende implementar computacionalmente um cédigo baseado no Método dos
Elementos Finitos para a avaliagdo elastica linear de vigas de Timoshenko.

2 Justificativa

A viga é um elemento que tem diferentes tipos de aplicagdes estruturais e € comumente abordada,
no &mbito da graduacg&o, utilizando-se as hipoteses simplificadoras da Teoria de Euler-Bernoulli.

Em casos nos quais a deformabilidade por esfor¢o cortante se torna relevante, como é o caso de
vigas semi-espessas, a Teoria de Euler-Bernoulli ndo mais se aplica. A teoria de vigas que estuda o
comportamento de vigas semi-espessas € a Teoria de Vigas de Timoshenko, de que trata o presente
trabalho.

Conforme exposto por Bandeira e Gonzalez [4], este aprofundamento dos estudos resulta em
problemas que vao além daqueles descritos por Euler-Bernoulli e exigem o conhecimento de outras
teorias estruturais, resultando em interacbes acdo-estrutura mais complexas e tornando essencial a
discusséo das formulagdes de elementos finitos.

3 Objetivos

3.1 Objetivos gerais

O objetivo geral do presente trabalho é desenvolver um cédigo computacional para realizar a
andlise de um elemento de viga semi-espessa (viga de Timoshenko), através da formulagdo Método dos
Elementos Finitos (MEF). Os resultados numéricos serdo entdo comparados com as solugdes analiticas
da Teoria de Vigas de Timoshenko e da Teoria de Vigas de EulerBernoulli.
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3.2 Objetivos especificos

o Realizar uma analise analitica dos deslocamentos e esforcos solicitantes de uma viga de
Timoshenko;

e Utilizar a formulacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) para desenvolvimento e
programacdo de um c6digo computacional para a obtencdo dos resultados;

o Verificar o quao significativa é a diferenca nos resultados obtidos através da teoria de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko no célculo de vigas semiespessas;

e Comparar os resultados numéricos com os resultados obtidos analiticamente, validando o
cédigo desenvolvido.

4 Metodologia

Primeiramente, foi realizada uma revisdo bibliogréfica com o intuito de garantir o dominio dos
conceitos estabelecidos pela Teoria de Euler-Bernoulli e pela Teoria de Timoshenko para o estudo de
vigas.

A etapa seguinte consistiu na aprendizagem do modelo de calculo do Método dos Elementos Finitos
para vigas de Timoshenko.

Em seguida, houve a escolha das caracteristicas das vigas a serem estudadas e dos tipos de
carregamentos aplicados, para que entéo as vigas sejam estudadas analiticamente.

Com base no Método dos Elementos Finitos, foi realizada a formulagdo numérica e desenvolvido
um codigo computacional em linguagem FORTRAN para que fosse feita uma comparagdo dos
resultados obtidos analitica e numericamente.

5 Fundamentacdo teorica

5.1 Definigéo de viga

As vigas sdo elementos lineares (elementos nos quais uma das dimensdes, no caso 0 comprimento,
é consideravelmente maior do que as outras duas) nos quais a flexdo é preponderante em relacdo as
demais deformagdes.

Os elementos de portico plano sdo elementos nos quais o plano das cagas € coincidente com o plano
da estrutura. Elementos de viga sdo casos especiais de elementos de pértico plano, uma vez que as cargas
gue atuam nas vigas sdo dispostas perpendicularmente ao seu eixo longitudinal, podendo ser
concentradas ou distribuidas. Devido a simplificaces das teorias de vigas, somente as componentes de

tensdo ox € Txy Sao consideradas na anélise, sendo as demais desprezadas.

Figura 1 - Viga biapoiada e elemento infinitesimal.

Fonte: Hallack, Lemonge, Barbosa e Hallack (2012).
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Como todo elemento estrutural, é importante conhecer comportamento mecénico das vigas. O
levantamento de esforgos internos e deformages é necessario para o correto dimensionamento de tais
elementos.

5.2 A Teoria de Vigas de Euler Bernoulli

No estudo do comportamento de vigas, a teoria de Euler-Bernoulli é comumente utilizada. De
acordo com Silva e Silva (2010) apud Souza e Cruz [5], adotando-se um campo de deslocamentos, a
teoria baseia-se nas hipoteses de que uma linha reta e normal a superficie neutra antes da deformacéo
permanecerd reta e normal ap6s a deformacéo da peca. Além disso, esta assume que o deslocamento
lateral € nulo, bem como que os deslocamentos transversais em todos os pontos da mesma secao
transversal sdo pequenos e iguais aos deslocamentos transversais do eixo da viga.

Figura 2 - Modelo de viga de Euler-Bernoulli.

Fonte: Souza e Cruz (2018).

Portanto, 0 modelo de Euler-Bernoulli para vigas desconsidera as distorgdes por cisalhamento e,
como consequéncia, supde que a derivada do deslocamento transversal seja igual a rotacdo da secdo
transversal. A figura 3 representa, de forma exagerada, a deformacéo de uma viga levando-se em conta
0 modelo de Euler- Bernoulli.

Figura 3 — Deformada de uma viga engastada e livre.

my Bix)
ds —

Fonte: Mittelbach (2011)
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Onde:

v(X) - deslocamento transversal de um ponto genérico do eixo longitudinal da viga, também
chamado de el&stica da viga;

0(x) - angulo que a reta tangente, num ponto genérico, a deformada da viga faz com o eixo X;
Com o objetivo de obter a expressao de v(x), considera-se o trecho situado entre os pontos m1 e m2 da
figura 3. Neste trecho de comprimento infinitesimal pode-se admitir que o raio de curvatura p seja

constante e, neste caso, seu comprimento ds pode ser escrito por ds=p-do , donde se conclui que a
curvatura k do eixo longitudinal da viga, convencionada como positiva quando a concavidade da curva
for voltada para baixo, é:

1 do

K=—=

p s, @

Considerando que a deformada da viga € uma funcéo v(x), a inclinagdo da reta tangente a deformada
da viga, num determinado ponto, é dada pela tg(&x)), e € igual a derivada de v(x) em relacéo a x avaliada
nesse mesmo ponto. Assim,

tg0 = ﬂ
dx 2)
Da figura 3 tem-se, ainda,
ds= _ox
coso | (3)
No caso de pequenas rotacdes, valem as aproximacoes:
cosO=1, (4)
tg6 =6 _ (5)

Com base em Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada., a equagdo Erro! Fonte de referéncia
n&do encontrada. se escreve ds= dx, e consequentemente a equacdo Erro! Fonte de referéncia nédo
encontrada. se torna
1 do
K==

pdx ©)

Com base em Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada., a equacdo Erro! Fonte de referéncia
ndo encontrada. se torna:

dv
0(x)=—
W (7)

5.3 A Teoria de Vigas de Timoshenko

A hipoétese de que as se¢des transversais permanecem planas e normais a linha neutra, na teoria
classica, corresponde a desprezar a deformabilidade por esforco cortante na deflexdo da viga. Porém,
esta deformabilidade nem sempre pode ser desprezada. A teoria proposta por Timoshenko para vigas
leva em consideracéo os efeitos oriundos da contribuicdo da distor¢do no comportamento dos elementos
de viga (deslocamentos e rotagdes), chegando a resultados mais refinados e mais proximos da realidade
do que aqueles advindos da teoria de Euler-Bernoulli, principalmente nas vigas com uma maior razao
comprimento-altura.

De acordo com Martha e Burgos [6], quando o0 modelo de Timoshenko para uma viga é aplicado,
considera-se normalmente a distor¢do por cisalhamento como uma rotagdo adicional, sendo esta
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incorporada ao problema, que, dessa forma, leva-se em conta a rotacdo da secdo transversal e o
deslocamento transversal como variaveis independentes.

Figura 4 - Distorcdo por cisalhamento na viga de Timoshenko.

(rotagdo por flexao) B

(rotacao

total da secao)

4

(distorgao por

cisalhamento)

Fonte: Adaptado de Marthe e Burgos (2014)

A solucéo das equagdes constituintes do modelo de Timoshenko é, para casos muito restritos, obtida
na literatura especializada por métodos analiticos. Quando esses métodos nao atendem as condicGes
impostas pelo problema, faz-se uso de métodos numéricos. Nesse ultimo, o Método dos Elementos
Finitos (MEF) é mais frequentemente aplicado (SOUZA; MENDONCA [7]).

5.4 Meétodo dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma ferramenta numérica eficiente de resolugdo de
problema de meio continuo e é parte integrante de modernos curriculos de engenharia (SORIANO;
LIMA [3]).

Apesar de haver diversos sistemas computacionais com implementacgéo de elementos finitos, ndo é
recomendavel utiliza-los sem estabelecer um modelo matematico a partir do sistema fisico em questao
e sem conhecer as hipoteses que fundamentam a idealizacdo do modelo discreto em elementos finitos.
Além disso, os resultados de analise devem ser interpretados adequadamente.

Conforme citado por Soriano e Lima [3], a concep¢do do MEF consiste em fazer a divisdo do
dominio de um meio continuo em um ndmero discreto de 21 subdominios interligados entre si por pontos
em seus contornos, de modo que juntos se comportem de maneira similar ao meio continuo original.

Podemos estruturar o MEF em cinco etapas principais: pré-processamento, onde é estabelecida a
subdivisdo do dominio do problema em elementos finitos; formulacéo dos elementos, onde as equagdes
para os elementos sdo desenvolvidas; montagem, onde obtém-se o sistema global de equag6es; resolugao
das equacg0es; e pos-processamento, onde os valores de interesse sdo determinados e a visualiza¢do das
respostas é obtida (FISH; BELYTSCHKO [8]).

6 MEF aplicado a vigas de Timoshenko

A utilizacdo de elementos finitos para o estudo de vigas pela Teoria de Timoshenko é proposta por
diversos autores, entre eles NICKEL & SECOR (1972), TESSLER & DONG (1981), NAVARRA
(1995), e vérios outros, que diferem entre si pela escolha da funcdo de interpolacdo utilizada na
aproximacdo dos deslocamentos transversais e rotagdes. De acordo com a literatura existente, as
formulacBes ja desenvolvidas baseiam-se no Método dos Deslocamentos ou em Métodos Mistos.
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(NEVES [9)]).

Ainda de acordo com Neves [9], as formulacbes em elementos finitos mais simples, que
consideram interpolagfes lineares para 0s deslocamentos transversais e para as rotacfes, sdo muito
rigidas para vigas que pouco se deformam ao esfor¢o cortante, acarretando o travamento da solucéo,
conhecido como efeito “shear locking”, que ¢ a tendéncia da solucdo por elementos finitos ser zero a
medida que certos pardmetros tornam-se grandes.

Por ser simples e eficiente, a formulagéo utilizada neste trabalho para a deducdo da matriz de
rigidez do elemento de viga de Timoshenko €é a que esta contida em NEVES [9], baseada em GERE &
WEAVER (1987), e que é obtida com funcéo de forma exata, evitando o problema de travamento.

Os parametros nodais utilizados nesta dedugédo sdo 0s seguintes:

v, e v, — flechas devidas a momento fletor e for¢a cortante
0, e B, — rotagdes devidas apenas a momento fletor

As convenc0es usuais para a formulacéo de problemas através do Método dos Elementos Finitos
apresentam uma certa incompatibilidade com as convencdes adotadas nas equagdes cléssicas da
resisténcia dos materiais, pois sdo diferentes. A principio, seria ideal o uso das convencdes da
Resisténcia dos Materiais, mas para que a programacao fique mais simples serd utilizada a convengéo
da formulagdo em elementos finitos e os sinais serdo ajustados ao final da formulacdo.

Nas equacOes da Resisténcia dos Materiais, tem-se a convecgéo de sinais descrita na Figura 5:

Figura 5 — Convencéo de sinais da Resisténcia dos Materiais.

Deslocamentos
[ L i
8 8
ﬂ ® 5 . ]
\L x \\L
v v,
M, Esforcos \I/ .
[ _ /l
N =,
L {
I

Fonte: Neves (2000).

Na formulacdo em elementos finitos, utiliza-se a convencéo de sinais ilustrada na Figura 6:
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tem-se:

Figura 6 — Convencao de sinais do MEF.

\! &
/r Deslocamentos T
(e
*
C= |
6 22

()

Esforcos

1 —s.

Fonte: Neves (2000).
A partir da Figura 4, temos que vt = vf +vc — dvt/dx = dvf/dx + dvc/dx , onde:

vt = deslocamento transversal total
vf = deslocamento transversal devido a flexao

vc = deslocmento transversal devido ao cisalhamento

B=¢+y > yv=B-9¢ . (8)
Tomando-se as equagdes de equilibrio da Resistencia dos Materiais, para um elemento isolado
av _
— =4 (9)
aMm
o= (10)
Onde:

V = forga cortante
M = momento fletor
q = taxa de carregamento transversal distribuida no elemento

A Resistencia dos Materiais também fornece as seguintes relagées:

d?q
dx?’

__pde. o _
M=-EI%%; V=-EI (11)
V =KGA Xy = KGA(L. - ). (12)

Obs.: K é o fator de forma da sec¢do transversal. Para uma se¢éo retangular, K = 5/6. Para uma

secdo circular, K = 10/9.

A partir de agora, sera desenvolvida a formulagéo em elementos finitos e, portanto, sera adotada

a convencao de sinais do Método dos Elementos Finitos, fazendo-se a compatibilizagdo mais adiante.

Como na formulacdo em elementos finitos temos vetor de cargas nodais equivalentes, admite-
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se que nao haja cargas distribuidas ao longo do comprimento do elemento (q = 0).

av
— = (13)
Relacionando (12) e (13), tem-se:
d dv _ d (dv _
EKGA (E_ (P) =0 - dx (dx (P) =0. (14)
Substituindo (11) e (12) em (10):
d de dv . d?e dv .
= (-E122) - KkGA(S—9) =0 > EIZ2+KGA(S—9)=0. (15)
a _ _ d (o, d*\ _ o
Como o=-q=0 - Z(-EITF)=0 - TE=

Para se ter nula a terceira derivada da rotacao, escolhe-se uma funcdo de interpolacéo para as
rotacOes, dada por:

@ = C + Bx + Ax®. (16)
Da equac&o (8), sabe-se que:
_ v _
y=2"9 17)

Substituindo (16) e (17) em (15), tem-se:

2
EI(C+Bx+Ax?) + KGA() =0 > EIQA)+KGA(Y) =0 - y=—222 18)

A equacdo (18) descreve a expressdo para a distorcdo em fungdo dos pardmetros gerais e das
caracteristicas geométricas e fisicas da secéo.
Substituindo (18) e (16) em (17):

dv 2AEI

@w _ 2 _ 248
I C+Bx+Cx oA (29)
Integrando-se, a equacao (19) obtém-se:
— Bx? | Ax?  24EI - Bx? | 1.3 _ 2EL
v=D+Cx+—+————x 2v=D+Cx+- +A(3x KGAx) . (20)

Considerando a constante para viga de Timoshenko g = 6EI/KGAL?, pode-se reescrever (20):
sz A 3 2
v=D+Cx+T+§(x — glL*x). (21)

A equacéo (21) é o polindmio aproximador dos deslocamentos transversais da viga.

As equaces (21) e (16) sdo polindmios expressos em fungdo de pardametros generalizados e
devem ser reescritos em funcdo dos pardmetros nodais do elemento, com os devidos ajustes nas
convengdes de sinais da Resisténcia dos Materiais e do MEF.

No contorno do elemento, tem-se:

o x=0-ov=-v, x=0->¢=-0,

e x=L-ov=-v,, x=L->¢p=-0,

Em forma matricial:

[ 0 0 0 19, r—p
I 0 o0 1 0| sl |-6,
3(1— 2 —
L(13 9 L? L1l = [=v,l (22)
l 2 1 1 OJ pl |-6;
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Resolvendo a matriz (22), obtém-se:
. 3(LO,+L6,—2v,+2v,) -l
| L3(1+29)
_ 2(—L92—2LV1+L62g—L91g+3U2—3U1)
= L2(1+29) : (23)
_91

A
B
C
D

A derivada da rotacdo de flexdo, em relacdo a x, é dada por:
@' =B + 2Ax. (24)
Substituindo os valores obtidos em (23) na equagéo (24), tem-se:

A 2(—L62—2L91+L62g+L91g+3V2—3V1 _ 3(L92+L91—2172+2171)
¢ = [ L*(1+29) ] + Zx[ L*(1+29) (25)
Para obtermos a distor¢ao, podemos relacionar (23), (18) e a constante “g”:
_ [ 3(L62+LO;—2v,+2vy)]  gL® _ g[L(61+62)+2(v1—1))]
- [ L3(1+29) ] X% 7 V= L(1+29) (26)

A energia de deformacéo do elemento de viga de Timoshenko leva em consideragéo as parcelas
de flex&o e de cisalhamento, conforme mostrado na equagéo (27):

U =2 x [ (@) 2dx + = [ (1)?dx. 27)
Assumindo que KGA/2 = 3EI/gL? e substituindo (25) e (26) em (27), tem-se:

KGA

2
EI) L 2(—L6,-2LO,+LO,g+L6,g+3v,—-3V 3(LOy+L6,—2v,+2v
U:_f[_( 2 1229 19 2 1]+2x[_( 231 2 1)]
2 |70 L*(1+2g9) L*(1+29)

3

EIL 3(L92+L91 2v2+2v1)] %
gL*7’0 L3(1429)

2
dx}. (28)

Calculando a equacdo (28), chega-se a expressdo da energia de deformacao:

= Thor (21202 + 12029 + 21%0,0, — 2gL?0,0, — 6V,0,L + 6v,60,L + L?6%g +
21207 — 6v,0,L + 6v,0,L — 12v,v, + 6V + 6vV2). (29)

Derivando (29) em relacdo aos parametros nodais, segundo o principio da minima energia
potencial total, tem-se:

auv

av m (2vy + LB, — 2v, + LO,). (30)
= %(—3171 — 218, — 6,Lg + 3v, — L0, + 0,Lg). (31)
:11:2 - (1+2 )L3 (Zvy + L6, — 2v; + L63). (32)
::2 = m Bvy + L6, —6,Lg — 3v, + 216, + 6,L9). (33)

A partir da organizacdo das equacdes (30), (31), (32) e (33) em forma matricial segundo o
sistema [k] x {u} = {f}, tem-se:
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12 6 12 6

L3 L2 L3 L2
6 22+g9) -6 20-g9)| v v,
EI 12 L g L 0. _ )M,
1+ 29|12 —6 12 -6 v (T,
L3 2 L3 2 6, M,

6 2(1—-g) -6 22+g9)
L 12 L L? L

Onde [k] é a Matriz de Rigidez do Elemento.

7 Vetor de cargas nodais

O vetor de cargas nodais foi estabelecido de acordo com o trabalho desenvolvido por Campos [10],
que concentra os carregamentos distribuidos nos nds do elemento, como forgas nodais equivalentes.

Figura 7 — Cargas nodais equivalentes do carregamento de dominio.

9
q: F1 F:
- | M M,
J y vvyyyg 40 -
1 2 <’

Fonte: Campos (2015).

Considerou-se que o carregamento distribuido assume comportamento linear, conforme a equagao
abaixo:

q(x) = ax +b. (34)

Onde q(x) é a equacdo que rege a funcéo do carregamento distribuido e a e b s@o constantes.
Nos nds, pode-se assumir as seguintes condi¢des:

x=0-q=q
x=L-q=q
Logo:
_ 42741
a=-=— (35)
b =qy. (36)
Substituindo (35) e (36) em (34):
() = (52) x + qu. (37)

E necesséario desenvolver a integral da funcdo do carregamento distribuido pela funcdo dos
respectivos deslocamentos virtuais para obter as parcelas de cargas nodais equivalentes:

fOL q(x).A(x).dx. (38)

AG) = (1-5)a + (5) 4, (39)
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Jy 4G 800.dx = (= 52) 40 + (- 52) 42 (40)

Em seguida, chega-se ao vetor de cargas nodais equivalentes do elemento:

[L(3q; +7q1)
20
quz ‘hLZ
30 20
Ciy =
=1 L(7q, +3q)
20
QZLZ q1L2
T 20 30

8 Codigo computacional

O codigo computacional foi desenvolvido em linguagem Fortran e funciona atraves da leitura de
dados de um arquivo de entrada em formato de texto, que s@o processados e resultam em um arquivo de
saida onde séo apresentados os valores das reagdes de apoio, dos esforgos internos e dos deslocamentos
nodais.

No arquivo de entrada devem ser incluidas informagdes referentes a discretizagdo estrutural, as
caracteristicas fisicas do material, as propriedades geométricas do elemento estrutural, aos vinculos, as
restricGes e aos carregamentos da estrutura.

O programa principal funciona chamando sub-rotinas especificas em sequéncia. As sub-rotinas
utilizadas sdo “Declaracdo de variaveis”, “Abertura de arquivos”, “Montagem da matriz”, “Condi¢des
de contorno”, “Resolucdo do sistema”, “Reacdes de apoio”, “Esfor¢os internos”, “Saida de dados” e,
por fim, “Fechamento de arquivo”.

9 Analise numérica

Para a analise numérica das vigas, utilizou-se refinamentos de malha de 2, 4, 20 e 50 elementos.
Os resultados obtidos numericamente foram comparados com os resultados das solugdes analiticas da
Teoria de Timoshenko e da Teoria de Euler-Bernoulli, que foram deduzidas e fornecidas por
Fleischfresser [11], para os diferentes tipos de apoios e carregamentos abordados neste estudo.

Nos trés exemplos analisados foram consideradas vigas com secdo transversal retangular constante
medindo 0,20m x 0,60m (&rea igual a 0,12m?) e fator de forma K igual a 5/6; 0 momento de inércia no
maior sentido da se¢do € igual 0,0036m4 ; o material das vigas tem médulo de elasticidade longitudinal
E igual a 50 GPa e coeficiente de Poisson igual a 0,20.

Para este estudo, foi considerada como sendo aceitavel uma diferenca percentual de até 2,0% entre
os resultados numéricos e analiticos para os deslocamentos transversais. Esta diferenga percentual foi
calculada da seguinte maneira:

) Resultado Numérico — Resultado Analitico
Diferenca percentual =

Resultado Analitico

9.1 Exemplo1l

Neste primeiro exemplo, foi analisado o comportamento de uma viga isostatica com vinculagédo do
tipo engastada e livre, sob acdo de um carregamento de 100 KN/m distribuido de maneira uniforme ao
longo de seu comprimento, que é de 2 metros, conforme ilustrado:
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Figura 8 — Viga engastada e livre.
100KN/m

I'"Y!Y'

Fonte: Campos (2015).

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando os diversos refinamentos de malha citados, e
comparados com os resultados analiticos da Teoria de Timoshenko e da Teoria de Euler-Bernoulli,
obtidos por meio das solucdes propostas por Fleischfresser [11], que para este caso s&o:

e Solucdo analitica para o deslocamento vertical de viga de Euler-Bernoulli:

v(x) = ﬁ (x* — 2Lx3 + xL3). (41)

Solugdes analiticas para o deslocamento vertical e para a rotagdo da secdo transversal de qualquer
ponto da viga de Timoshenko:

v(x) = ﬁ (x* — 4Lx3 + 6L%x%) + ﬁ (—x? + 2Lx). (42)

1 ,qx3 qLx?  ql%x
6 =5 o~ T3

(43)

A partir dos resultados obtidos, elaboram-se o Gréafico 1, onde podemos testar a validacdo do
coédigo computacional e também comparar o comportamento da estrutura previsto pelas duas teorias
abordadas neste trabalho:

Grafico 1 — Deslocamentos Transversais para a viga do Exemplo 1.

Deslocamentos para viga semi-espessa engastada com carga distribuida
(L/h=3,33)

0,0000

-0,0002

-0,0004

-0,0006

-0,0008

Deslocamento (m)

-0,0010

-0,0012

-0,0014

Comprimento (m)

Solucdo analitica =e=2 ——4 ==&=30 50 ~—#—Euler-Bernoulli

Fonte: Elaboragéo do autor.

No caso das rotacGes, os valores obtidos analiticamente pela teoria de Euler-Bernoulli ndo foram

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

levados em consideracéo, pois sdo grandezas diferentes das obtidas pela teoria de Timoshenko, uma vez
que considera apenas a rotacdo por flexdo. As rotagbes das secOes transversais para os diferentes
refinamentos de malha e para o resultado analitico de viga de Timoshenko foram comparadas no Grafico
2:

Grafico 2 — Rotagdes para a viga do Exemplo 1.

Rotagdes para viga semi-espessa engastada com carga distribuida
(L/h=3,33)

0,0000 )Q\ T T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10,0001 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
-0,0002

= -0,0003
£
= -0,0004
1]
'S 0,0005 >
fy] ’ =3
° }“\*a
& -0,0006 o
e
-0,0007 == S
A T C PN O 6. ¥
-0,0008
-0,0009
Comprimento (m)
Solugdo analitica 2 ——4 =20 50

Fonte: Elaborag&o do autor.

A analise em conjunto dos dois gréaficos nos permite perceber que com um refinamento adequado
de malha é possivel obtermos resultados precisos que convergem com a solugdo analitica de viga de
Timoshenko. A tabela 1 nos mostra isso de maneira ainda mais objetiva:

Tabela 1 — Diferengas Percentuais dos Deslocamentos Transversais para a viga do Exemplo 1.

Deslocamentos maximos v(x) em metros

Numérico Analitico Diferenca Percentual
2 elementos -0,001300 7,6607%
4 elementos -0,001231 1,9464%
20 elementos | -0,0012084 | ;001207497 0,0748%
50 elementos | -0,0012076 0,0085%

Fonte: Elaboragéao do autor.

Neste exemplo, os resultados obtidos a partir da malha refinada com 4 elementos ja se mostraram
suficientemente precisos (abaixo de 2,0%). A curva de deslocamento obtida através da Teoria de Euler-
Bernoulli, por sua vez, nos apresenta resultados que ficam abaixo daqueles obtidos através da Teoria de
Timoshenko, o que ja era esperado, uma vez que por ser um método simplificado, a deflexdo oriunda
do esforco cortante ndo é levada em consideracao. Percebe-se que, ao utilizar a formulagdo simplificada,
o0 resultado estaria contra a seguranca da estrutura.

9.2 Exemplo 2

Este exemplo traz uma viga isostatica, com vinculagdo do tipo bi apoiada, e com uma carga
concentrada no centro do v&o da viga, que tem comprimento de 4 metros. A carga aplicada é de 20 KN.
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O restante das propriedades geométricas e das caracteristicas do material consta no inicio deste topico,
e € 0 mesmo das vigas analisadas anteriormente.

Figura 10 — Viga biapoiada semi-espessa.

20 KN

'
iu

L-i 2,00m - 2,00m

|
—

Fonte: Adaptado de Campos (2015).

Para que fique mais explicita a diferenga entre os deslocamentos verticais obtidos pelas duas
teorias abordadas neste trabalho, serd comparada a solucdo analitica de Euler-Bernoulli proposta por
Fleischfresser [11] para este tipo de viga, com a solugdo numérica baseada na Teoria de Vigas de
Timoshenko, utilizando apenas uma malha de 50 elementos, ja que este refinamento se mostrou bastante
preciso no exemplo anterior.

Para este caso, a equacéo utilizada para mensurar os deslocamentos previstos pela teoria de Euler-
Bernoulli foi:

v(0) = — oo [3(2) - 4] (47)

48EI
Os resultados obtidos foram plotados no Gréfico 5:

Gréfico 5 — Deslocamentos Transversais para a viga do Exemplo 3.

Deslocamentos para viga semi-esbelta biapoiada com carga concentrada
(L/h=6,67)

0,000000 . ‘ :
( 1 2 3 ﬁ
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-0,000060

-0,000080
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-0,000120

-0,000140 mwj
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—a&— Euler-Bernoulli —e— Timoshenko

Fonte: Elaboragdo do autor.
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Em seguida, o deslocamento méaximo definido por cada curva do grafico foi comparado na Tabela
3 para obtencdo da diferenca percentual. Neste exemplo, a diferenca percentual foi obtida por:

Resultado de Thimosenko — Resultado de Euller — Bernoulli

Diferenca percentual = Resultado de Timoshenko

Tabela 3 — Comparagao do deslocamento maximo pelas teorias de Timoshenko e Euler-
Bernoulli para a viga do Exemplo 3

Deslocamento maximo v(x) em metros

Euler-Bernoulli

(analitico) Diferenca Percentual

Timoshenko (numérico)

50 elementos | -0,0001578 -0,0001481 6,1165%

Fonte: Elaboracgdo do autor.

As informac0es alcancadas através desta analise confirmam que, para vigas semi-espessas, a Teoria
de Vigas de Euler-Bernoulli prevé deslocamentos aquém daqueles previstos pela Teoria de Vigas de
Timoshenko, indo de acordo ao ja abordado no referencial tedrico deste trabalho. Essa diferenca é
elevada e acima da diferenca percentual aceitavel estabelecida neste trabalho, que é de 2,0%.

9.3 Exemplo 3
Neste exemplo é feita a analise de uma viga similar a anterior (mesma vinculagdo e mesmo

carregamento), mas com um comprimento maior, de 12 metros. O aumento do comprimento nos faz
chegar a uma relacdo comprimento/altura igual a 20, caracterizando, portanto, a viga como esbelta.

Figura 11 — Viga biapoiada delgada.

20 KN
|
AN AN
e 6,00m -t 6,00m -

Fonte: Adaptado de Campos (2015).

Mais uma vez foram comparados os resultados analiticos baseados em Euler-Bernoulli (utilizando
a equacdo 47 apresentada no exemplo interior) e os resultados numéricos baseados em Timoshenko,
com um refinamento de malha de 50 elementos. Os resultados foram ilustrados no gréfico 6, no qual é
possivel observar que as curvas coincidem, e estdo de acordo com o que indicam estudos prévios acerca
desse assunto: para vigas esbeltas, as teorias de Timoshenko e de Euler-Bernoulli chegam a resultados
coincidentes.

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



A. de Souza, F. Mittelbach

Grafico 6 — Deslocamentos Transversais para a viga do Exemplo 4.
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Fonte: Elaborag&o do autor.

Observa-se, na Tabela 4, a diferenca percentual entre os deslocamentos maximos de cada curva,
gue neste exemplo foi obtida por:

Resultado de Thimosenko — Resultado de Euller — Bernoulli

Diferenca percentual = Resultado de Timoshenko

Tabela 4 — Comparagao do deslocamento maximo pelas teorias de Timoshenko e Euller-
Bernoulli para a viga do Exemplo 4.

Deslocamento maximo v(x) em metros

Timoshenko (numérico) | Euler-Bernoulli (analitico) | Diferenca Percentual

50 elementos | -0,0040289 -0,0040000 0,7225%

Fonte: Elaboragao do autor.

A Unica diferenga entre a viga analisada no Exemplo 2 e a viga analisada neste exemplo € o
comprimento. Enquanto na viga anterior, que é caracterizada como semi-espessa, temos uma diferenca
percentual de aproximadamente 6,12%, nesta, que é esbelta, temos uma diferenca de aproximadamente
0,72%, que esté& dentro da margem aceitavel de diferenca percentual.
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10 Consideracdes finais

A utilizacdo do Meétodo dos Elementos Finitos para o desenvolvimento de um cddigo
computacional capaz de interpretar e simular o comportamento linear de vigas de acordo com a Teoria
de Vigas de Timoshenko foi o que motivou o presente trabalho. A partir dos conceitos tedricos aqui
apresentados e dos exemplos desenvolvidos, pode-se chegar a conclusdes importantes quanto a
utilizacdo de métodos numéricos na Engenharia Estrutural e acerca das teorias apresentadas por
Timoshenko e Euler-Bernoulli.

A eficiéncia da formulacdo em elementos finitos para o elemento de viga de Timoshenko foi
comprovada, chegando a resultados que coincidem com aqueles obtidos analiticamente, desde que o
operador do programa utilize um refinamento de malha adequado. O programa desenvolvido tem funcéo
facilitadora na analise estrutural, uma vez que o estudo analitico de vigas de Timoshenko apresenta certa
complexidade.

Os trés exemplos analisados com diferentes tipos de vinculagBes e carregamentos, além de
validarem o codigo, forneceram informacdes Uteis e que endossam estudos prévios de outros autores,
que indicam as hipoteses de Timoshenko como sendo uma aproximacgao mais precisa que o modelo de
Euler-Bernoulli para a analise de vigas, principalmente as que possuem uma baixa relacdo de
comprimento/altura (L/h), ja que nesses a deformabilidade por esforgo cortante passa a contribuir de
forma mais ativa na deformada da estrutura.

Para vigas esbeltas, a convergéncia de resultados entre as duas teorias explica o uso disseminado
das hipoteses de Euler-Bernoulli no ambito da graduacdo, ja que elas trazem resultados seguros e
solucbes simples para as estruturas abordadas nesse contexto.

Fica como sugestéo para futuros trabalhos o desenvolvimento de cédigos numéricos para o estudo
do comportamento de outras estruturas presentes na Engenharia Estrutural, como cascas, grelhas e
porticos, por exemplo. Outra abordagem para futuros trabalhos é a adequagéo do codigo desenvolvido
para a analise dindmica de vigas de Timoshenko.
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