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Abstract. Strut-and tie models are mechanism-based models used to describe the complex behavior of
reinforced concrete structures that do not satisfy the Bernoulli hypothesis. The continuum structure is
replaced by truss representing the force paths inside the cracked continuum. This paper uses topology
optimization techniques to generate the force paths automatically in reinforced concrete structures. The
traditional density approach is adopted to represent the behavior of the concrete continuum and, in
addition, truss elements are used to represent the steel reinforcement. Bi-linear models are associated to
each material in order to separate the tensile and compressive paths. A numerical example shows the
influence of the reinforcement in the final force path.
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A study on the influence of steel reinforcement in force paths in RC structures using topology optimization

1 Introducao

Em estruturas de concreto armado que ndo satisfazem as hipdteses de Bernoulli, um caminho
alternativo comumente adotado ¢ a utilizagdo de Modelos de Escoras e Tirantes (MET), uma evolugéo
da analogia da trelica de Morsch e Ritter. Tais modelos baseiam-se na utilizacdo de uma trelica
idealizada que corresponda ao caminho percorrido pelas forcas nessa regido. Ha varios métodos para
indicar o caminho de forgas em estruturas de concreto armado, cada qual conduzindo a uma trelica
diferente. Todas as possibilidades de tracado de caminhos de forca estaticamente admissiveis
representam, pelos teoremas limites da plasticidade, um limite inferior da carga de colapso da estrutura
continua de concreto armado e por isso podem ser usados no projeto dessas estruturas. Com os avangos
computacionais, toma corpo a busca por processos que automatizem a obtengdo do caminho de forcas e
a utilizacdo de algoritmos de otimizagao passa a ser um desdobramento natural.

A otimizagao de topologia (OT) ¢ um campo da otimizagao de estruturas aplicavel para a obtengao
de leiautes estruturais que consiste na obtencdo de uma distribuicdo 6tima de material em uma regido
do espaco pré-definida, denominada dominio estendido. O desenvolvimento do trabalho seminal de
Bendsee e Kikuchi [1] resultou nos atuais métodos de densidade, uma das abordagens mais utilizadas
nesse campo. O problema a ser resolvido ¢ a distribuicdo de material, representado pela densidade
relativa, em um dominio estendido geralmente discretizado em elementos finitos.

Contudo, haja vista que, em estruturas de concreto armado, tem-se a necessidade da colocacdo de
barras de ago em posicdes especificas devido a aspectos construtivos, este trabalho tem como objetivo
verificar a influéncia do reforco em barras de ago nos caminhos de forg¢a no interior do elemento de
concreto. Para tanto, é realizada uma alteragdo no tradicional método da densidade, através da
incorporagdo de elementos discretos de trelica em regides especificas do dominio estendido, a ser
discretizado pelos elementos de estado plano do método da densidade.

2 Método da Densidade

O problema a ser solucionado utilizando o método da densidade consiste na distribui¢do 6tima de
material em uma determinada regido do espago, denominada dominio estendido, mantendo-se constante
o volume total de material. A densidade relativa de material, p, representa a relacdo entre o volume de
material presente em cada regido do dominio estendido e o volume dessa regido. Assim, a densidade p
pode assumir os valores de 0 (vazio) a 1 (material so6lido). A funcdo objetivo do problema ¢é a
flexibilidade média da estrutura e o problema de otimizagao é descrito na Eq. (1).

Obter: P

Que minimiza: c(p) = UT(p) K(p) U(p)

Tal que: Zp enPe Ve = Vinar D
0<plin < p, <pl*, e=1,..,ne

Com: K(p)U(p) =F

Onde: p ¢ o vetor com densidades relacionadas a cada elemento finito; ¢ ¢ a flexibilidade média da
estrutura; U € o vetor de deslocamentos nodais da estrutura; p. € a densidade relativa ao elemento finito
e; K € a matriz de rigidez da estrutura; V., é o volume do elemento finito e ; V. € 0 volume de material
previsto pelo projetista; p7*" limite inferior da restri¢ao dos valores de densidade admissiveis; e pI***
limite superior da restricdo dos valores de densidade admissiveis.

A fim de evitar a presenca de elementos com densidades intermediarias na solug¢ao topoldgica final,
pode-se aplicar modelos de penalizacdo. Neste trabalho foi adotado o modelo SIMP (Solid Isotropic

Material with Penalization [2,3], como apresentado na Eq. (2).

Ee(pe) = pep Es, 2)

Onde: E, é o modulo de elasticidade do elemento com densidade p.; Es. ¢ o modulo de elasticidade do
elemento e para material solido.
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A fungdo objetivo do problema pode entdo ser reescrita a em funcdo da matriz de rigidez dos
elementos, como na Eq. (3) e, assim, a sensibilidade da fungéo objetivo, ¢ dada pela Eq. (4).

c(p) = XV peP U (p)T Ks, U, (p) 3)
ad _
%Z) = —p p." 1 U.(p)” Ke, U,(p) “4)

Onde: U, ¢ o vetor de deslocamentos nodais relativo ao elemento e; e Ks, ¢ a matriz de rigidez do
elemento e com material sélido.

A fim de evitar problemas de instabilidades numéricas, os quais o problema de otimizagdo descrito
pela Eq (1) esta submetido, como dependéncia de malha, solugdes em tabuleiro de xadrez e solugdes em
ilha, Bensge e Sigmund [4] destacam o uso do filtro de sensibilidade. O método proposto consiste em
uma relacdo heuristica que modifica a sensibilidade de cada elemento através da média ponderada das
sensibilidades dos elementos vizinhos dentro de um determinado raio fixo. A Eq. (5) apresenta a
modificag@o no calculo da sensibilidade da funcao objetivo.

Jac(p) _ 1 .VN . 9c(p)
o PiZ?’:lHj j=1 HJ pj _apj (5)

Onde, i ¢ o indice da sensibilidade alterada, j ¢ o indice do elemento vizinho contido no raio de agao do
filtro e H; € o fator de convolugdo, o qual é calculado pela Eq. (6).
_ Tmin~Tij
Hy = il ©

Sendo 7ix 0 raio de atuagdo do filtro e 7; a distancia do centro do elemento i ao centro do elemento ;.

3 Metodologia proposta

O Método da Densidade Refor¢ado (MDR) utiliza uma combinac¢do de elementos continuos e
discretos, onde os elementos discretos ndo fazem parte do processo de otimizagdo. Foi utilizado por
Stromberg et al. [5] para a concepgdo de sistemas de contraventamento em edificios. Neste trabalho,
tem-se o objetivo de avaliar a influéncia da presenca de barras de ago com area e posi¢des pré-
determinadas na formacdo dos caminhos de for¢a no interior do concreto. Deste modo, os elementos
finitos de estado plano utilizados no Método da Densidade representam o concreto e os elementos de
trelica representam o reforgo em ago. Assim, define-se um modelo de material bi-linear para o concreto
e linear para o aco. Para este, é definido um modulo de elasticidade a tragdo e compressao de 210 GPa.
Para o concreto, ¢ definido um moédulo de elasticidade a compressdo de 24 GPa e um moédulo de
elasticidade a tragdo reduzido de 2,40 GPa. A rigidez ndo nula a compressdo do concreto ¢ considerada
a fim de evitar problemas de instabilidade numérica, tal como singularidades na matriz de rigidez global

da estrutura. Os modelos do concreto e do aco estdo apresentados na Fig. 1.
Concreto Ago
x 107 x10°

Tensao (kPa)
o
Tensao (kPa)
o

-1 -0.5 0 0.5 1 T 0.5 0 05 I
Deformagéo Deformagao

Figura 1. Diagramas tensdo-deformagao para o concreto e para o ago
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Para a consideragdo do modelo de material bilinear para o concreto, a realizagdo a analise estrutural
¢ realizada em dois momentos. Primeiro, a analise estrutural é feita para identificar os elementos de
densidade em estado de tensdo de tragdo, a fim de atualizar os modulos de elasticidade. Segundo, é
realizada a analise novamente para que o calculo da funcdo objetivo seja feito com os modulos de
elasticidade atualizados. Essas modificac¢des sdo apresentadas na Fig. 2.

| Inicializagdo | l

Analise Estrutural
| Anélise Estrutural | +
Cilculo das tensdes
+
Atualizacdo do modulo

| Cilculo das tensdes | de elasticidade

!

Analise Estrutural
+
Cilculoda F.O.

A4

Y

Atualizacdo do modulo
de elasticidade

v l
| Analise Estrutural | D —
| Sensibilidade da F.O. |

! :

| Célculo da F.O. |

A\
| sensivilidade daF.0. |

| Finalizacdo |

Figura 2. Algoritmo de otimizagdo para MDR.

A fim de incorporar a contribui¢do da rigidez do refor¢o proveniente das barras, a montagem da
matriz de rigidez da estrutura passa a incluir os termos das matrizes de rigidez das barras presentes,
conforme a Eq. (7). Vale destacar que o somatorio indicado diz respeito a operagdo de montagem da
matriz de rigidez da estrutura.

K =332 Ko (pe, 00) + X521 Kp(4y) )

Onde, K. ¢ a matriz de rigidez do elemento de estado plano do tipo Q-4; c. ¢ a tensdo do elemento de
estado plano e; K; ¢ a matriz de rigidez do elemento de barra b e 4, ¢ a area do elemento de barra b.

E valido destacar que as sensibilidades da fungdo objetivo sdo calculadas pelas mesmas equagdes
do método da densidade tradicional, conforme apresentado pela Eq. (4).

4 Resultados

A fim de representar a influéncia da presenca do reforgo em ago na determinagao dos caminhos de
forca no interior do concreto, com a utilizagdo da metodologia proposta, € apresentado um exemplo de
uma viga engastada em uma das extremidades e livre na outra com uma carga pontual aplicada no meio
da extremidade livre. Definiu-se uma malha de 64 x 32 elementos, com fator de penalizacdo 3 e um
volume maximo igual a 40% do volume inicial presente no dominio. A Figura 3 apresenta o dominio
estendido, a malha de elementos com as posi¢des das barras de reforgo e as solugdes topologicas obtidas.
Neste exemplo, findica a fragdo de volume de material em relacdo ao volume total do dominio estendido

(Vmat :f VQ)

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



D. B. Cavalcanti, S. R. M. Almeida

Figura 3. Exemplo 01 MDR. (a) Dominio estendido. (b) Posi¢des das barras que compde o reforco. (c) Solugio
MD tradicional. (d) Soluggo pelo MDR com = 30% sem presenca de reforco. (e) Solugdo pelo MDR com
f=30% com as duas barras na regido superior como reforgo. (f) Solugdo pelo MDR com = 30% com todas as
barras apresentadas como reforco.

A Figura 3 indica que a presenca de barras incorporadas na malha de elementos de densidade altera
a solucgdo topoldgica obtida. Logo, a presenga das mesmas no interior de um dominio de concreto
influencia na determinagdo dos caminhos de forca de tragdo e compressdo, haja vista que nas regides
onde se tém a presenca de barras de ago ha maior concentragdo de tensdo e, por consequéncia, de
material.

5 Conclusoes

O exemplo numérico apresentado no item anterior permite verificar que a, conforme esperado,
presenga de barras de ago influenciam na determinagdo dos caminhos de forga no interior do concreto.
Assim, o trabalho abre campo para continuacdo da pesquisa com a inclusdo dos elementos de barra no
processo de otimizagao.
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