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Abstract. Strut-and-tie models are mechanism-based truss models applied in the design of reinforced
concrete structures. This paper applies the plastic formulation of the ground structure method to obtain
the force paths used in such models. The educational code GRAND is adapted to include the reactions
in the constraint nodes in the design variables in addition to que cross-sectional areas and the axial forces
of the bars. The optimization problem is written as a linear programing by introducing slack variables
related to the areas, axial forces and reactions. The maximum filter is applied to extract a topology in
equilibrium at the end of the optimization process. The original filter is adapted in order to apply the
filter to the maximum areas of the tensile and compression bars. This procedure prevents inadvertent
cut of thin bars of the resistant material. Numerical examples are presented to demonstrate the
applicability of the proposal.
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Obtaining strut-and-tie models using truss structural optimization

1 Introducao

Modelos de Bielas e Tirantes (MBT) sdo modelos auxiliares usados no dimensionamento de
estruturas de concreto armado em que ha zonas que nio satisfazem as hipoteses de Bernoulli. Tais zonas
surgem tipicamente proximas a descontinuidades na geometria ou na estatica. Os MBT podem ser
usados para determinag¢do do caminho das forgas nessas estruturas, orientando o posicionamento de
furos e cargas, podendi também podem ser aplicados ao dimensionamento.

O uso de técnicas de otimizagdo para determinagdo desses modelos ¢ uma possibilidade que tem
sido explorada ([1], [2]) e este trabalho propde o uso da formulacdo pléastica do Método da Estrutura
Base (MEB) [3] para esse fim. O MEB baseia-se na otimizagao de dimensdes de treligas com barras em
excesso, permitindo alteragdes na topologia pela eliminacdo das barras em posigdes que contribuam
pouco para o desempenho mecanico da estrutura. A partir de uma grade de nds fixa, define-se uma
trelica altamente conectada sujeita a restricdes de tensdo em um problema de minimizagdo de volume.
A partir de analise do equilibrio de forcas nodais, o processo de otimiza¢do remove os elementos
desnecessarios ou mecanicamente pouco eficientes do dominio de projeto definido. O produto da
otimizacdo pode ainda apresentar diversas barras finas que tornam a solugdo pouco atraente para
aplicagdes praticas. Assim, ao final do processo as barras mais finas sdo removidas, resultando na
topologia a ser aplicada em projeto.

2 Formulacao Plastica do MEB

Neste trabalho, tem-se por objetivo a minimizagao do volume da estrutura, tendo as areas das barras
da estrutura base como variaveis de projeto, conforme descrito na Eq. (1). As restricdes de igualdade
impdem o equilibrio de forgas nos nds e as restrigdes de desigualdade referem-se aos limites de tensdes.
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Onde: a representa o vetor das areas das secdes transversais das barras da estrutura base; 1 € o vetor dos
comprimentos das barras; BT é a transposta da matriz de equilibrio nodal, construida a partir dos
cossenos diretores das barras; n representa o vetor de forcas axiais nas barras; f é o vetor de forgas
aplicadas nos nos; o, € o. s2o, respectivamente, os limites de tensdes de tragdo e compressio.

O problema apresentado na Eq. (1) ndo se encaixa em um problema de programagao linear porque
as variaveis n;, que representam as forcas nas barras, ndo assumem apenas valores positivos. A partir da
incorporagdo de variaveis de folga s;e s;" nas restricoes de tensdo [4], € possivel converter as
desigualdades em igualdades e assim escrever a area das barras e o vetor de for¢as normais em fungéo
das variaveis de folga, conforme expresso na Eq (2) e na Eq.(3), transformando o problema como
mostrado na Eq. (4).
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3 Incorporacao das reagoes de apoio como variaveis de projeto

Um dos pontos negativos percebidos do processo apresentado por Zegard e Paulino (2014) ¢ a
eliminacdo das equagdes relativas ao equilibrio de forcas na diregdo dos graus de liberdade impedidos
devido o desconhecimento do valor das reagdes de apoio. Para solucionar este problema, foram
realizadas alteragdes na formulacgdo apresentada na Eq. (1) a fim de tornar as reagdes de apoio variaveis
de projeto. assim, o problema apresentado na Eq. (4) com a incorporagio das varidveis de folga t;", t;,
conforme definido na Eq. (5), além das j& mencionadas varidveis de folga s/, s, resultando no
problema de programagao apresentado na Eq. (7).
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Onde: BT ¢ a transposta da matriz de equilibrio nodal, formada pelos cossenos diretores das barras
envolvidas em cada relagdo de equilibrio dos graus de liberdade livres; Br? ¢ a transposta da matriz de
equilibrio nodal, formada pelos cossenos diretores das barras envolvidas em cada relacdo de equilibrio
graus de liberdade restritos; E é a matriz que das contribui¢gdes das reagdes de apoio as equagdes de
equilibrio global da estrutura, equilibrio de forgas na horizontal, equilibrio de forgas verticais, e
momentos na origem; r € vetor das reagcdes de apoio; fr ao vetor de forcas aplicadas nas diregdes dos
graus de liberdade restritos; g ¢ a o vetor que reflete a contribui¢do das forgas aplicadas nos nos as
equacdes de equilibrio de forcas na horizontal, vertical e a somatéria dos momentos.

4 Filtro maximo

Apos o processo de otimizagao, ndo hé garantias de que a aplicagdo de um corte simples resulte em
uma topologia estavel pois, a rigor, a extragdo de barras altera o equilibrio de forcas nos nos. Sanders,
Ramos Jr e Paulino [5] propuseram um processo de filtragem, neste trabalho adaptado a obtengao de
MBTs apresentado na Eq (7), com An.. igual a maxima area dos elementos tracionadados se Ni>0 e
igual a maxima area dos elementos comprimidos se Ni < 0.

A;
0 se 2 <ar
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A;se — > ar
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O filtro maximo consiste na aplicagdo do método da bissecdo para determinar o maior valor
percentual (o). Nesta abordagem as forgas axiais nas barras ndo sao recalculadas apds a extragdao da
topologia. Admite-se que, se as for¢as nas barras eliminadas forem suficientemente pequenas, havera
apenas uma perturbagdo no sistema com readequacdo das forgas nas barras e considera-se que o
equilibrio esta mantido se atende a Eq. (8).
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Onde: NR equivale a norma residual da relagdo de equilibrio; Br,,” representa a matriz de equilibrio
nodal da topologia extraida; nr,, ¢ o vetor de forgas axiais nas barras; fr,, corresponde ao vetor de forgas
aplicadas nos nds da topologia extraida; e Tol é o fator de tolerancia, neste trabalho adotado 10,

5 Resultados

A formulag@o proposta € aplicada a uma viga-parede simples, Figura 1 (a), ¢ a uma viga-parede
com furo, Figura 1 (b). Ambas com 7,0 x 5,0 metros e carga total de 5000 kN. Os dois casos sdo
avaliados para limites de tensdo de tracdo e compressdo iguais a 6c = ot =20 MPa e com distingéo entre
as resisténcias, respectivamente iguais a oc = 20 MPa e ot = 435 MPa.
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Figura 1. Dominios de projeto: (a) viga-parede simples; (b) viga-parede com furo
5.1 Viga-Parede simples

Para a viga-parede simples, dominio ilustrado na Figura 1 (a), com a carga total de 5000 kN dividida
em duas cargas iguais a dois metros de cada apoio, a Figura 2 apresenta a estrutura base utilizada, de
15x 11 noés, e as topologias extraidas para as duas condigdes de resisténcia. Conforme esperado, a
alteracdo dos limites de resisténcia altera as areas da solu¢do final, com redugdo da area das barras
tracionadas, com maior resisténcia. Assim, o exemplo valida a formulag¢do implementada.

(a) (b) (©
Figura 2. Estrutura base e topologias extraidas para viga-parede simples: (a) estrutura base com nivel
de conectividade 4; (b) topologia extraida para g, = . = 20 MPa; (c) topologia extraida para
0, =435 MPa e . =20 MPa

5.2 Viga-parede com furo

A Figura 4 apresenta, para a viga-parede com furo, dominio ilustrado na Figura 1 (b), a estrutura
base utilizada, de 15 x 11 nos, e as topologias extraidas para as duas condi¢des de resisténcia. Conforme
esperado, a alteracdo dos limites de resisténcia altera as areas da solugdo final, com reducao da area das
barras tracionadas, com maior resisténcia.
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Figura 4. Topologias extraidas para viga-parede com furo: a) topologia extraida para o; = g. = 20 MPa;
(c) topologia extraida para o, = 435 MPa e . = 20 MPa

Da mesma forma que nos casos anteriores, verifica-se a formagao de um tirante partindo do segundo
apoio, além da reducdo da area das barras tracionadas e a manutencao das areas das barras comprimidas,
devido ao acréscimo na resisténcia do material tracionado.

6 Conclusdes e sugestoes

Os resultados apresentados mostram que € possivel obter Modelos de Bielas e Tirantes utilizando
a adaptacdo da formulac@o plastica do método da estrutura base. As modificagdes na formulagdo
apresentada no codigo educacional GRAND [3] para a consideragdo das reacdes de apoio da estrutura
no problema de otimiza¢do evitam a eliminagdo das equagdes relativas ao equilibrio nos graus de
liberdade restritos e que as topologias extraidas apresentem um falso equilibrio nodal, principalmente
em casos em que apoios podem ser eliminados no processo de otimizagao.

As alteracdes realizadas no filtro maximo [5] para distinguir as propriedades dos materiais que
simulam as bielas dos que simulam os tirantes possibilitou a manutencdo da relagdo entre as pegas
extraidas e a area maxima correspondente a cada materia.
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