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Abstract. The mechanical collapse of several materials is consistently modelled through the fracture
mechanics theories. The Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM) is properly utilized when the
fracture process zone ahead the crack tip is small in comparison with other structural dimensions.
Nevertheless, such zone is not small enough in various material types. Among them, it is worth citing
the composites, concrete and ceramics, which are generally classified as quasi-brittle materials. In this
case, the fracture process zone may be mechanically represented by the cohesive fracture approach,
which leads to the Nonlinear Fracture Mechanics. In the present study, the three-dimensional Boundary
Element Formulation (BEM) is coupled to the cohesive crack approach for modelling the nonlinear
fracture process of quasi-brittle materials. Moreover, three cohesive crack laws are utilized to represent
the residual material resistance at the fracture process zone. The nonlinear problem is solved by either
constant or tangent operators. The accuracy of the proposed BEM approach is demonstrated through
two applications. The results of the proposed numerical scheme are compared with numerical and
experimental responses available in the literature.
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Three-dimensional cohesive crack growth modelling using the BEM

1 Introducéo

A descri¢do do comportamento mecénico de estruturas fissuradas requer a utilizacdo de teorias que
contemplem adequadamente a presenca das descontinuidades materiais, as quais sdo correntemente
denominadas fissuras. Neste contexto, deve-se mencionar a Mecanica da Fratura. A Mecéanica da Fratura
Elastico Linear (MFEL) é adequadamente aplicada em materiais que possuem zona de pProcessos
inelasticos (ZPI) de pequena dimensdo, como observado nos materiais frageis. Entretanto, materiais
como concreto e cerdmicas possuem ZPI de dimensdo ndo desprezavel. Tais materiais sdo classificados
como quase-frageis e sdo adequadamente representados pela mecanica da fratura ndo linear. O processo
de fratura de materiais quase-frageis pode ser representado pelo modelo coesivo. Este modelo foi
proposto por Barenblatt [1] e Dugdale [2], para materiais ducteis. Posteriormente, Hillerborg et al [3] o
estenderam para a representacao do colapso de materiais quase-frageis.

Devido a complexidade envolvida na aplicagdo desta abordagem em estruturas com complexa
geometria e condi¢bes de contorno, métodos numéricos sdo imperativos neste dominio. Dentre os
métodos numéricos, deve-se mencionar o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). No MEF, a analise numérica tridimensional de sélidos fissurados tem
o0 estudo de Tracey [4] como um dos pioneiros, simulando s6lidos com fissuras submetidas a modo | e
Il pela MFEL. Contudo, o MEF possui algumas limitacdes para analises mecanicas de solidos
fissurados, tais como a necessidade de uma malha de dominio.

Por outro lado, 0o MEC é um método alternativo e mais eficiente na solugdo de problemas da
mecanica da fratura. Por ndo requerer uma malha de dominio, o custo computacional com geracao de
malha e remalhamento é reduzido. Além disso, os campos mecanicos proximos a ponta da fissura sdo
adequadamente descritos. Destaca-se como um dos primeiros trabalhos com MEC tridimensional para
solidos fraturado o estudo de Cruse e Vanburen [5]. Outra contribuicdo importante foi a extensdo da
abordagem dual do MEC para analises tridimensionais, com Mi e Aliabadi [6]. Com isso, foi possivel
modelar adequadamente a propagacao de fissuras aleatorias.

No tocante a estudos com 0 MEC associado ao modelo coesivo, Saleh e Aliabadi [7] apresentam
uma formulagdo bidimensional para propagacao da fissura considerando os efeitos ndo-lineares. Além
disso, Leonel e Venturini [8] propuseram o uso do operador tangente para resolucéo de problemas da
fratura coesiva 2D considerando a propagagéo da fissura.

Diante desse cenario, este estudo apresenta uma formulacdao 3D do MEC para a analise do processo
de fratura ndo linear de materiais quase-frageis. Os operadores constante e tangente sdo. Destaca-se 0
aspecto inovador deste trabalho, devido & aplicacdo das leis coesivas presentes na literatura com uso do
MEC em problemas tridimensionais. Assim, o campo de aplicacdo do MEC 3D para problemas da
Mecénica da Fratura é expandido. O caminho de propagacdo da fissura é previamente discretizado por
meio da Técnica de Sub-Regides. Serdo apresentados dois exemplos, em que os resultados obtidos sdo
comparados com respostas analiticas ou experimentais disponiveis na literatura.

2 Aspectos da Mecanica da Fratura

A MFEL contempla um conjunto de teorias que permite a descri¢do precisa do comportamento
mecanico de sélidos fissurados. Tal teoria pressupde que a ZPI a frente da extremidade da fissura seja
pequena em comparacdo com as demais dimensdes da fissura. Com isso, 0s efeitos ndo-lineares podem
ser desprezados.

Contudo, o processo de fratura de materiais quase-frageis, como concreto e ceramicas, e dicteis,
como 0 a¢o, ndo sdo adequadamente descritos pela MFEL. Isso ocorre porque a ZP1 é grande o suficiente
de modo que os efeitos ndo-lineares observados nesta zona ndo podem ser desprezados sdo fundamentais
para a andlise dos campos mecanicos desses materiais. Nesse contexto, 0 modelo de fissura coesiva €
adequado para captar tais aspectos. Esse modelo consiste em considerar os fendmenos de dissipacéo de
energia ocorrendo na fissura ficticia, a frente da fissura real. Desse modo, a dimensédo da ZP1 é reduzida
em uma dimensdo, se tornando uma superficie em analises tridimensionais.

O modelo de fissura coesiva adequado para materiais quase-frageis foi proposto por Hillerborg et
al. [3]. Nesse modelo, considera-se a dissipagéo de energia na ZPI por meio de uma lei de amolecimento
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(softening) na fissura ficticia. Desse modo, a resisténcia residual p, existente na regido degradada se

correlaciona com o comprimento de abertura da fissura ficticia Au, por meio de uma relagdo denominada
lei coesiva. Diversas leis sdo propostas na literatura para a modelagem numérica do modelo de fissura
coesiva. Dentre elas, as leis coesivas linear, bilinear e exponencial sdo utilizadas na representacdo desse
modelo, levando a resultados satisfatorios. Graficamente, tais leis podem ser ilustradas pela Fig. 1.

A Dy A Dy A Dy
f, f, f;
f,
N
\
» A . D
Aucr Au AU" AU' Aucr Au

Figura 1. Modelos coesivos linear, bilinear e exponencial

A lei coesiva linear relaciona a tensdo residual na ZPl com o correspondente Au a partir de uma
relagdo linear, conforme Eq. (1).
py =Ee¢, see<g,

py (Au) = f; (1—AA—UJ, se 0<AU<AuU, . (1)
u

cr
py (Au)=0, se Au > Au,,
Em que E é o modulo de elasticidade, ¢, é a deformagéo limite a tragdo, f, é tensdo limite a

tracdo e Au, é a abertura de fissura critica. Essa abertura é definida como a transi¢do entre fissura

ficticia e fissura real.
O modelo coesivo bilinear é definido por uma relacéo bilinear entre a resisténcia residual e abertura
da fissura coesiva por meio de uma lei com dois trechos lineares decrescentes. Sua expressdo é
apresentada na Eq. (2).
py =Eg, see<g,

py (Au) = f; —(ﬁ

]Au, se 0<SAU<AU
AU

(2)

f.Au ; AU’ ) .
AU)=—F"T"—+f | 1-———— |, se AU <AU<AU
P (80) AU —Au,, T( Au"—Au J “

cr
Py (Au) =0, se Au > Au,,
NaEq. (2), Au’, f. e Au, se relacionam com a energia de fratura G, de acordo com o estudado
por Petersson [9], conforme Eqg. (3).

.. G,
Au =0,8—
fT
G
Au, =3,6—. 3)
fT
. f
A
T3

Por fim, o modelo coesivo exponencial relaciona a resisténcia residual com a abertura de fissura
conforme a Eq. (4).
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py =E¢, see<g,
iAu * (4)

Gy

py (Au) = fe

3 Método dos Elementos de Contorno

3.1 Solu¢do Fundamental e Equagao Integral

Uma das maneiras de se deduzir o MEC é apresentada em Brebbia [10]. Tal proposta faz uso do
Método dos Residuos Ponderados, aplicado sobre o problema de valor de contorno da elasticidade linear,
de acordo com a Eq. (5).

[(o; +b)wd=0. (5)
Q

Na Eq. (5), o ; representa o gradiente do tensor de tensdes, b, € o vetor de forgas de volume e Q

¢ o dominio do corpo. E escolhida entdo uma funcio ponderadora W de modo a minimizar o residuo.
Para 0 MEC, tal funcdo € a Solugdo Fundamental de Kelvin [11], em que se considera um meio infinito,
tridimensional e isotropico submetido a um carregamento pontual representado pela fungdo Delta de
Dirac. Desse modo, as solugbes para deslocamentos U,, e forgas de superficie B; no problema

fundamental sdo representadas pelas Eq. (6) e (7), respectivamente.
1
f s\ _ _
Ug(x"x )_—167rG(1—v)r[(3 Av)S+1,1 | (6)

P (Xf ' XS):m{tjm [(1_2v)5ki +3r,kr,i:|_(1_2‘/)(77irk _77kr,i)}- (7)

Emque X' é o0 ponto campo, no qual se deseja conhecer os efeitos mecénicos causados pela carga
atuante no ponto fonte x°. Além disso, r representa a distancia entre os pontos fonte e campo, e

n= {771 n, 1, }T é o versor normal ao plano do ponto campo. O termo ¢ representa o tensor Delta de

Kronecker, e G e v sdo, respectivamente, Modulo de Elasticidade Transversal e Coeficiente de
Poisson.

Assim, a Equacéo Integral em Deslocamentos (EID), Eq. (8), também conhecida como Identidade
Somigliana [12], pode ser obtida a partir de manipulacGes algébricas sobre as Egs. (5), (6) e (7). Nesse
desenvolvimento, é considerada a relagdo constitutiva linear isotropica de Hooke.

u, (x°) = [Ugp (x")dr - [Riu (x " )dr + [Ugb (x")dQ. (8)

Na Eq. (8), u, é o deslocamento e p, é a forca de superficie. Ja b é a forca de volume atuante.

Nos problemas deste estudo, as for¢as de volume sdo nulas. Com isso, despreza-se a integral de dominio.

Para determinacdo das incognitas do problema elastico, é necessaria uma equacao em que todos 0s
campos mecanicos sdo escritos em termos das grandezas do contorno. Assim, € necessario um processo
limite em que se considera o contorno tendendo ao ponto fonte para obtencéo da Eq. (9).

Cij(xs)“j(xs)ﬂtpij*”j(Xf)drzjugpj(xf)dr' ©)
r r
Para contornos suaves, ou seja, em que os pontos fontes possuem versores normais definidos, c;

assume valor 1/2. Tal condicdo, denominada condicdo de continuidade de Holder, é garantida ao se

posicionar X* afastado das arestas.
Com o ponto fonte sobre o contorno, surgem singularidades nas integrais da Eqg. (9), que necessitam

de tratamento especial. O nlcleo com a solucao PIJ possui singularidade de ordem 1/ r2 , enquanto que

a ordem de singularidade da segunda integral é 1/r. Com isso, € utilizada uma parametrizacdo em
coordenadas polares para a integracdo numérica, o que elimina a singularidade de ordem 1/ r . Contudo,
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asingularidade 1/ r2 requer, além das coordenadas polares, o uso da integracéo pelo Valor Principal de
Cauchy (VPC). Nesse contexto, as integrais singulares sdo resolvidas de modo semianalitico enquanto
que as demais integrais sdo resolvidas com a integragdo numérica de Gauss. O conjunto de técnicas para
remoc&o de singularidade é denominado Método da Subtracdo de Singularidade, proposto por Guiggiani
etal [13].

3.2 Discretizacido em elementos de contorno

O MEC faz uso da discretizacdo do contorno do sélido em nos e elementos. Com essa discretizagéo,
a EID, Eq. (9), pode ser resolvida. Com isso, as informagdes de geometria do contorno sdo calculadas
de maneira aproximada, a partir dos polinbmios de completos de Lagrange, conforme Eq. (10). Neste
estudo, o elemento utilizado é o quadrilateral linear, apresentado na Fig. 2.

M; (flifz)zcli +Ci2§1 +C;6&2 +le§1§2' (10)
(-L1) (L1)

i-1.-1) (L-1)
Figura 2. Elemento de contorno quadrilateral linear

Na Eg. (10), as coordenadas adimensionais do elemento de contorno no espago paramétrico séo
representadas por & e &,. Além disso, os coeficientes ¢, sdo calculados com uso da propriedade de
Delta de Kronecker, apresentada a Eq. (11).

oo 1, sei=j o
Mi(é?’éj):{o, Sei;tj,paral,le,...,4. (11)

Nesse cendrio, é possivel calcular de maneira aproximada as coordenadas no interior do elemento,
com uso da Eq. (12).

X(é:lvgz):Mi(§1’§2)xi' (12)
Em que x(&.,¢,) é o vetor de coordenadas aproximadas no interior do elemento de contorno. Ja

X; € 0 vetor com as coordenadas dos nds que definem o elemento.

Com a descricdo do contorno pelo espago isoparamétrico, € possivel aplicar quadraturas de
integracao numérica. Nesse panorama, ha uma relagdo entre os diferenciais de superficie do espaco real
e do espago paramétrico, descrita pela Eq. (13).

dT, =[3(&.&,)|d&ds, =3 (5.6,)d4dE, . (13)
Na Eq. (13), |J (51,§Z)| é a norma do vetor jacobiano, ou apenas J(&,<&,). As componentes do
vetor jacobiano séo calculadas por meio da Eq. (14).

,=2220 A . (14)

Os deslocamentos e forcas de superficie também devem ser aproximado. Assim, fun¢des de forma
Na(glj,cfz") anélogas as expressas nas Eq. (11) e (12) devem ser utilizadas. Contudo, as funcdes
aproximadoras dos campos mecanicos devem levar em conta 0 uso dos nods afastados das arestas,
necessarios para a garantia da condigdo de continuidade de Holder. Com isso, a Fig. 2 apresenta as
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possibilidades associadas aos elementos descontinuos.
0.2 0.2

® No geométnico + Ponto de colocacio
------- Aresta de descontimndade

Figura 3. Elementos descontinuos de aresta, descontinuos e continuos

Assim, as func@es de forma associadas aos pontos de colocacéo Na(flj,gz") séo calculadas. Em

seguida, os deslocamentos e forcas de superficie no interior do elemento podem ser aproximados pela
Eqg. (15).

U(flréz): Na (51’52)ua
p(&.&)=N,(&.8)p,

Emaque u, = {uf uf uf}Tep,=1{pf ps p§}" sdo, respectivamente, deslocamentos e forgas
de superficie dos pontos de colocagé&o.

(15)

3.3 Equacoes algébricas

Uma vez que o contorno do solido esta discretizado, é possivel aplicar a EID, Eq. (9). Assim, 0s
pontos fontes sdo posicionados sobre os pontos de colocagdo, e 0s campos mecanicos utilizados no
sistema linear sdo os deslocamentos e forgas de superficie destes pontos. Assim, as Eq. (13) e (15) séo
substituidas na Eq. (9), obtendo-se a Eq. (16).

I - * f e e
guj(xs){ZIRj(xix (& &)NE(&.&)9 (51,52)dgzdfz}u,-

" (16)
=[Zju;(xs,xf (51,«:2))Nz(él,f:z)f(fl,:z)dadéz} P,
e=lr

Na Eqg. (16), NE é o nimero de elementos de contorno presentes na discretizagdo do sélido. As
integrais sdo calculadas por meio de integragdo numérica no espago paramétrico. As quadraturas
utilizadas sdo cartesianas, para integracfes ndo-singulares, e cartesianas, para integrais singulares.
Ressalta-se que para a ordem de singularidade 1/ r? ¢ utilizado o VPC.

A Eq. (16) é utilizada para cada ponto de colocacédo existente. Assim, o sistema algébrico do MEC
é obtido, conforme a Eq. (17).

N N

> Hyy =Z;Gi,- P - (17)
=

j=1

~ A= ~ .- . . . T
Na Eq. (17), u; e p; séo os campos mecanicos do ponto de colocagdo j,comu’ = {u] u] ul}

ep’ ={p! pl p;'}T sendo os deslocamentos e forcas de superficie. N representa o nimero de pontos
de colocagdo utilizados. A obtencdo das matrizes de influéncia H; e G; € efetuada conforme as Eqgs.
(18) e (19), respectivamente.

H; ZZf PINS o (6:6,)3°(6, 8, M, +%, sei=]j
o : (18)
Hy=> [PINE G (606) 35 (5.6 608, sei=

jeer,
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Gy =2 JUIN ) (4.6)3° (5.5 )EdS, . (19)

jee T,
As matrizes Ui* e Pi* sdo associadas as solucbes fundamentais para deslocamentos e forcas de
superficie, conforme Eq (6)e(7) respectivamente, e sdo determinadas com as Egs. (20) e (21).

( (51,52)) Ul*Z(XiS'Xf (51152)) Ul( ég1’52))

U’ = U21(xf,xf(§ ) ) Un(x.x"(&.8))] (20)
U (% x" (&.8,) ) Us(xx"(&4.%))

RL(%x" (&.&) ) Pi(xx"(&.8))

P (X x" (&.8,) ) Pa(xx"(&.8)) |-

Pa(xx(6.6)) Pa(x.x'(5.&)) Pal(xx'(4.8))

O ponto campo utilizado nas Egs. (20) e (21) é o ponto de integracéo, obtido a partir das quadraturas
adotadas. O sistema obtido com a Eq. (17) deve ser rearranjado com base nas grandezas incognitas e
conhecidas, a partir da troca das colunas. Assim, é obtida a Eq. (22).

Ax=b. (22)

Em que A é a matriz com as colunas das matrizes H e G associadas as grandezas incdgnitas. O
vetor b é obtido com o produto das colunas de H e G pelas condigdes de contorno prescritas. A
solucéo do sistema linear da Eg. (22) conduz aos campos mecanicos incognitos.

P* =

(21)

*
11
* *
21
*

3.4 Técnica de Sub-Regibes

E possivel analisar dominios ndo-homogéneos conectados por interfaces pelo MEC, com uso da
Técnica de Sub-Regibes. Nesta estratégia, as matrizes de influéncia de cada dominio séo determinadas,
e 0 acoplamento entre os subdominios é efetuado pela imposicao do equilibrio de forcas na interface e
da continuidade dos deslocamentos.

Assim, séo calculadas as matrizes de influéncia para cada sub-regido de um soélido com N, sub-

regides, a partir da Eq. (17). Dessa forma, obtém-se a Eq. (23). Tais sub-regiGes ndo se correlacionam
inicialmente, o que, matematicamente, € explicitado pelas matrizes de zeros no sistema resultante.

H' 0 - 0 u G 0 - 0 p*

H2 2 2 2
S S L (23)
0 O HNSR uNSR 0 0 GNSR pNSR

As condigdes de acoplamento entre os subdominios requerem a organizacdo dos campos mecanicos
da Eq. (23) em dois grupos: grandezas do contorno externo e grandezas pertencentes a interface T'" e
I'". Comisso, a Eq. (24) é obtida.

c

u p
[H® H* H]ju =[G G" G |{p'}. (24)
u p

Em que u®e p® sdo os deslocamentos e forcas de superficie do contorno externo. u*, u~, p'e

P~ sdo os campos mecanicos das interfaces. Desse modo as condi¢des de continuidade e equilibrio de
forcas, apresentadas na Eq. (25), podem ser aplicadas, resultando na Eq. (26).
u"=u
: (25)
p +p =0

[Hc (H++H')J{Ei}=[ec (G+_G')]{Ei}. (26)
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Por fim, para célculo dos campos mecanicos incognitos, é necessario aplicar a operacéo de troca
de colunas sobre a Eq. (26), analogamente ao exposto no item 3.3.

4 Abordagem ndo-linear da fratura coesiva

4.1 Sistema algébrico

O modelo coesivo € aplicado neste estudo associado a Técnica de Sub-Regides. Embora ndo sejam
estudados materiais distintos acoplados, esta abordagem é utilizada de modo a prescrever o caminho de
propagacdo da fissura sobre a interface. Além disso, as condi¢Oes de degradacdo mecénica da ZPI séo
aplicadas ao acoplamento entre os dois subdominios. Assim, é necessario conhecer o caminho de
propagacao da fissura para que seja possivel a resolucdo do problema estudado.

Uma vez que o modelo coesivo relaciona as forgas de superficie normais com a correspondente
abertura de fissura, € necessario aplicar uma mudanca de eixos coordenados dos campos mecanicos
sobre a interface. Nesse contexto, considera-se o sistema local de coordenadas definido pela base de
versores ortonormais 7, t e |, para os lados direito e esquerdo da interface, conforme Fig. 4. Ja os

versores sdo determinados a partir da Eq. (27).

Figura 4. Sistema de coordenadas local para as faces da fissura

77=i com 77=ﬂ><i
7] 05 04,
t _or

t=— comf =" . 27
" T 0
I — o

l=—,coml|l =—
o 0¢,

Assim, os deslocamentos e forgas de superficie sdo escritos em coordenadas locais conforme Eq.
(28).
f + f +
Uy =Ru™ py =R;p
f - f '
ue = Reu pe = Re p+
Emque R é amatriz de rotacdo, definida na Eq, (29), escrita a partir dos versores ortonormais que
definem o sistema local. u], u;, uj e u; sdo os deslocamentos e forgas de superficie escritos em

(28)

~ - T
relagdo ao eixo local, em que, por exemplo, u; ={an u, udf,} .
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d/e
M, 15
Rd/e = |1 Iz |3 . (29)
Lt L g

Assim, a Eq. (24) é adaptada de modo a escrever as grandezas mecanicas em relacdo ao contorno
externo (c) e as faces esquerda (e) e direita (d) do caminho de propagacgéo da fissura, de acordo com a
Eq. (30).

c c

u p
[H® H{ HJdujt=[G° G, G/]ip . (30)
ug .

Em que as matrizes locais de influéncia sdo obtidas a partir do produto entre a matriz inversa de
rotacdo e a matriz de influéncia no sistema local. O sistema pode também ser escrito estendendo as
grandezas em relacao aos eixos locais entre normal e tangenciais, conforme Eq. (31).

c,C fo,f fo,f fo,f o f fo,f fo,f
H U™+ H,, u,, + Hyuy + Hyuy +H U, +Hauy +Hyuy, = (31)

f

G*p° +Gy, Py, + G Py + G P + G, Pey, +Get P + Gt Py
Com isso, é possivel prescrever a correlagdo entre as componentes de abertura de fissura normal
COD (crack opening displacement), de deslizamento CSD (crack sliding displacement) e de
rasgamento CTD (crack tearing displacement), apresentadas na Eq. (32).

f f
COD =-u,, —Uuy,
CSD=uj —-ul . (32)

el
CTD =u, +u,

Desse modo, quando COD, CSD e CTD sao nulos, a fissura permanece fechada e ndo ha
propagacdo. Entretanto, se a forga de superficie normal exceder a resisténcia a tracdo do material, 0
modelo coesivo deve ser considerado e a tensdo atuante normal deve ser corrigida. Nesse contexto, a
tenséo normal se relaciona com a tenséo excedente conforme a Eq. (33).

p, = P, (COD)+Ap;*
p, =0 : (33)
P = 0
Assim, ao substituir as condi¢des apresentadas nas Eqs. (32) e (33) na Eq. (31), obtém-se o
sistema nado-linear que considera o comportamento coesivo, conforme Eq. (34).

HEwE +(H, —HE Jud, + (Hg + HE Jud +(HY - HY ul
—He’,]COD - HefI CSD + He‘tCTD = (34)
G* P + G4 Py + Gy Py + o Pl + Gy by + (G4, +6,,)(p, (COD) + 4p2*)

Por fim, a lei coesiva é incluida no termo P, (COD). Com isso, ha uma relacéo de dependéncia

entre duas incognitas do sistema, 0 que gera um sistema ndo-linear. Para resolvé-lo, este estudo utiliza
duas técnicas: Operador Constante (OC) e Operador Tangente (OT).

4.2 Operador Constante

A solucdo da Eqg. (34) pode ser obtida a partir da aplicagdo do excedente de tensdo na interface, de
modo iterativo, até que seja atingida a posicdo de equilibrio conforme a lei coesiva, ou seja, Ap;© =0.

Para tanto, o Operador Constante, como o proprio nome informa, ndo introduz alteragdes nas matrizes
de influéncia do MEC. Assim, a reaplicacdo do excedente de forca normal ocorre nas condigdes de
contorno em forgas de superficie. Nesse contexto, durante a reaplicacdo do excedente de tensdo, todas
as variagdes nos valores das condi¢des de contorno externas tornam-se nulas. Desse modo, as forgas
aplicadas promovem a abertura da fissura. O procedimento é ilustrado pela Fig. 5.
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COD, =0 COD, COD; AU AU
cr .

Figura 5. Interpretacéo do Operador Constante

Na Fig. 5, tem-se a interpretacdo do OC considerando a lei coesiva linear. Nesse cenario, assume-
se uma etapa incremental tal que a forca de superficie normal de tracdo supera a tensdo elastica f, em
valor Ap,, (ponto A). Assim, esse excedente € reaplicado na estrutura, causando a abertura da fissura
correspondente até o valor COD, (reta BC). Assim, avalia-se que ainda ha um excedente de tenséo, de
valor Ap,,, que é reaplicado na estrutura de modo a abrir a fissura até o valor COD, (reta DE).

Novamente, calcula-se o excedente de tensdo e o procedimento € repetido, até que Ap,, seja inferior a

tolerancia estabelecida. Nesse ponto, é atingida a convergéncia do operador. Além disso, a resposta de
equilibrio da estrutura é dada pela soma dos campos mecanicos da etapa de previsao elastica e de todas
as correcdes efetuadas.

Uma vez que o OC é aplicado simultaneamente a todos os nds da interface coesiva, é necessario
estabelecer um critério de parada Unico. Assim, a convergéncia € atingida quando a norma do vetor de
forgas excedente atinge um valor inferior a tolerancia adotada.

4.3 Operador Tangente
A resolucédo do problema néo-linear via Operador Tangente (OT) consiste em escrever uma fungéo
residuo para o problema. Assim, o residuo R(X ) é escrito de acordo com a Eqg. (35).
R(X)=Heu +(H,, —Hg Juj, +(Hg + HJ Jug +(Hg = HS g,
—HJUCOD— HJCSD+H_/CTD - : (35)
G®p° ~Gy Py —~ Gy Py — G Pt ~Gay Py —(G4, +Ga, )( P, (COD) +Ap;*)
Emque X é o conjunto de variaveis que definem o erro. Para o estado de equilibrio, tem-se R(X)
nulo quando Ap7® € nulo. Assim, a partir da etapa de previsdo elastica, surge Ap;. Com isso, busca-
se qual incremento AX nos campos mecanicos deve ser aplicado de modo que R(X + AX) permaneca

nulo diante da atuagdo de Ap;“. Desse modo, considerando a funcdo residuo continua, € efetuada uma

expansdo em Série de Taylor em torno de X , conforme Eq. (36).

R(X +AX);R(X)+2—§AX=O. (36)

Como R(X) é nulo, a segunda parcela da expansédo deve ser nula. Assim, é efetuada a derivacédo
em relacdo a cada uma das variaveis do sistema, obtendo-se a Eq. (37).
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HC°AU° +(de77 - Hefn)Audf'l +(del + Hefl )Audfl +(det B Heft )Audft

7 oCOD
G°Ap° + G Apy + Gy Apy + Gy AP, +Gg Apy + (Gdfn +G, )(Apsxc)

en

0
—(H;” - (G4, +Gs )LJACOD —-H/ACSD+H/ACTD= . (37)

Destaca-se a presenca do termo ap%COD , que ¢ a derivada da lei coesiva adotada. Desse modo,

0 OT incorpora as caracteristicas de degradacéo da ZPI na busca pela posicao de equilibrio. A Eq. (37)
é um sistema linear, cujo resultado é o campo de deslocamentos associado a posicao de equilibrio do

corpo considerando a forca excedente Ap7® reaplicada. Com isso, € necessario aplicar o campo de
deslocamentos obtidos pelo OT no sistema de equages utilizado pelo OC para determinar as forgas de

superficie da etapa de corre¢do. Assim, 0s campos mecanicos resultantes, tal qual ocorre no OC, sdo o
somatorio entre as etapas de previsao e correcdo adotadas. O procedimento é ilustrado pela Fig. 6.

Py
)
Apnl{ L
{8
C
COD; =0 COD,, Aucr A>U

Figura 6. Interpretacdo do Operador Tangente

Na Fig. 6 é apresentada a interpretacdo geométrica do OT para a lei coesiva linear. Assume-se uma
previsdo elastica tal que o ponto A é atingido. Com isso, ha o excedente de tensdo Ap,,, que deve ser

reaplicado. Tal excedente é aplicado na expressdo do OT, em que se determina a abertura correspondente
ao equilibrio COD,, (reta BC). Com a resposta do operador tangente, determina-se o campo de forcas

de superficie do problema, por meio da imposicdo dos deslocamentos calculados pelo OT no sistema
algébrico do MEC.

Uma vez que o OT faz uso da tangente da lei coesiva na busca do equilibrio, ele tende a ser
numericamente mais eficiente, por requerer um nimero reduzido de iteragdes para cada incremento. O
critério de parada utilizado é igual ao OC, medido a partir da norma do vetor de forcas desequilibrado.

5 Exemplos Numéricos

A verificacdo da precisdo da formulacdo apresentada € efetuada a partir de dois exemplos
numéricos. O primeiro exemplo consiste num solido submetido a tragdo pura. Assim, a solugdo obtida
pelo MEC é confrontada com uma resposta analitica. Ja o segundo exemplo representa o ensaio de flexdo
em trés pontos em um corpo de prova de concreto simples. Seus resultados sdo confrontados com
respostas obtidas pelo MEC Dual 2D, conforme Leonel e Venturini [8] e os dados experimentais de
Saleh e Aliabadi [7].
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5.1 Exemplo1

O primeiro exemplo trata da analise da fratura de um sélido submetido a tracdo uniforme na face
da direita. A condigdo de contorno aplicada em deslocamento prescrito, de valor 2.10°m, ¢ aplicada
em 100 passos. A geometria e condi¢fes de contorno deste exemplo s&o ilustradas na Fig. 7, assim como
a interface coesiva, demarcada com hachura.

N u 4
F— 1,0m
/ :

/S
I —
4.7% 1,0m
i 2,0m 1 2,0m
4,0m

Figura 7. Geometria e condi¢des de contorno do exemplo 1

Os parametros do material sdo: Modulo de Elasticidade Longitudinal E =30.10°kPa, coeficiente
de Poisson v =0,0, resisténcia a tragdo f. =3000kPa e energia de fratura G, =15’0k% . A malha

utilizada possui 108 pontos de colocacdo e 48 elementos de contorno quadrilaterais de aproximagéo
linear, sendo ilustrada na Fig. 8. A malha utilizada leva a resultados precisos, uma vez que a variacdo
dos campos mecanicos ao longo do comprimento da estrutura é linear. Por isso, ndo foi necesséaria uma
analise de convergéncia.

Figura 8. Malha utilizada para exemplo 1

O comportamento coesivo é modelado por meio de trés leis coesivas: linear, bilinear e exponencial.
As andlises sdo efetuadas com os dois operadores, € a tolerancia estabelecida para a norma do vetor de
forcas desequilibrado é de 1kPa. Com isso, a Fig. 9 apresenta o grafico de forca de superficie no ponto
central da interface coesiva versus deslocamento aplicado.
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3 B Linear OC
Linear OT
25 Linear Analitica
® Bilinear OC
2 Bilinear OT
> g —— Bilinear Analitica
§ L5 E ¢ Exponencial OC
Exponencial OT
1 Exponencial Analitica
0,5
0
0 0,005 0,01 0,015 0,02
u(m)

Figura 9. Resultados obtidos para exemplo 1

Os resultados apresentados na Fig. 9 comprovam a precisdo das formula¢es implementadas para
analise do comportamento coesivo. Destaca-se que 0s dois operadores obtiveram respostas muito
proximas em cada passo, diferindo em no maximo 0,02%. Deve-se salientar que o comportamento de
colapso é adequadamente representado pelo MEC. Quando as forgas coesivas se tornam nulas na
interface, um movimento de corpo rigido é observado. A formulacdo implementada foi capaz de
representar adequadamente este fenémeno. De modo a ilustra-lo, é apresentado na Fig. 10 o resultado
da aplicacéao da totalidade do deslocamento prescrito considerando a lei coesiva linear.

2.000E-02
1.778E-02
1.556E-02
1.333E-02
1.111E-02
8.889E-03
6.667E-03
4.444E-03

2.222E-03
-1.129E-17

Figura 10. Deslocamentos orientados na direcdo x,, lei coesiva linear

A Fig. 11 ilustra a quantidade necesséria de iteragcdes necessarias por cada tipo de operador para
atingir a convergéncia.
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Figura 11. Comparagdo do nimero de itera¢Oes para cada operador

Com base nos resultados da Fig. 11, é possivel constatar a maior diferenca entre o nimero de
iteracdes para a lei coesiva linear, sendo que o OT utiliza 26% do namero de iteragcdes do OC. Para a lei
coesiva bilinear, o operador tangente utiliza 40% do ndmero de iteragdes do OC. Por fim, para a lei
coesiva exponencial, o OT utiliza 80% do total utilizado no OC. Portanto, em todas as leis coesivas
utilizadas, o numero de iteragcdes do OT € menor que o do OC, o que indica a maior eficiéncia deste tipo
de operador na busca pela configuragao de equilibrio.

5.2 Exemplo 2

O segundo exemplo deste estudo trata da andlise da fratura de uma viga de concreto simples
submetida ao ensaio de flexdo em trés pontos. A geometria e condicGes de contorno deste exemplo séo
apresentadas na Fig. 12. E importante destacar que as condigbes de contorno aplicadas s&o
exclusivamente em deslocamentos, por meio de enriquecimentos concentrados. Desse modo, sdo
aplicados os apoios ao longo das linhas indicadas, um em cada elemento que a linha passa. Os apoios
fixos sdo aplicados a 5.10“m das extremidades da viga. O deslocamento prescrito é aplicado em 24
passos de carga, com valor final de 2.10*m, auma distancia de 1.10*m da interface coesiva, na face

superior, nos dois subdominios adotados para a andlise.
u

[ l
g
Lyl;'/ﬁ 08m

fT_Z)X_l _____________ //) .................

.y S
UX,=0 0,4m ] 0,4m

UX,=0 L
Azul: UX;=0 0,8m

Figura 12. Geometria e condi¢des de contorno do exemplo 2

A interface coesiva é indicada na Fig. 12 pela face hachurada em vermelho. A face hachurada em
azul é o entalhe inicial, de comprimento 0,05m na direcéo x,. Os pardmetros de material utilizado s&o:

Médulo de Elasticidade Longitudinal E =30.10°kPa, coeficiente de Poisson v =0,15, resisténcia a
tracdo f, =3000kPa e energiade fratura G, =75,0 % . A malha adotada para a analise deste exemplo

€ mostrada na Fig. 13. S&o utilizados 8541 pontos de colocagdo e 7700 elementos de contorno
quadrilaterais de aproximacéo linear. Tal escolha foi efetuada ap6s uma andlise prévia de convergéncia
dos resultados. Este exemplo foi analisado numericamente por Leonel e Venturini [8] a partir de modelos
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Tal comparagdo € mostrada na Fig. 15.

9 e Linear Dual [8]
= - = Bilinear Dual [8]
30 DDDU = - + HExponencial Dual [8]

e [ xperimental
B Linear OC
Linear OT
¢  Bilinear OC

2 50 Bilinear OT
= ® Exponencial OC
A 40 .
Exponencial OT
30
20
10
0
0 0,05 0,1 0,15 0,2
u(mm)

Figura 15. Resultados do exemplo 2: forga versus deslocamento prescrito

Com base nos resultados apresentados na Fig. 15, os operadores OC e OT obtiveram o mesmo valor
de forga aplicada em todos os incrementos, para todas as leis coesivas. As maiores diferencgas percentuais
entre 0 OC e o OT foram observada para a lei coesiva exponencial, nos incrementos 13, 17 e 21, de,
respectivamente, -0,34%, -0,52% e -0,07%. J& para os demais incrementos em todas as trés leis adotadas,
tal erro € inferior a 0,01%. Além disso, ha uma excelente concordancia dos resultados para 0o MEC 3D
em comparacdo ao MEC 2D, o que atesta a precisdo da implementacdo executada. Por fim, pode-se
constatar que o codigo foi capaz de captar o comportamento de amolecimento observado
experimentalmente.

Para este exemplo, o numero de iteragBes necessérias para cada tipo de analise também é
comparado. Nesse contexto, a Fig. 16 apresenta o nimero total de iteracfes para 0 OC e para 0 OT em
cada uma das trés leis coesivas.
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Figura 16. Comparacdo entre total de iteracfes para cada operador

A partir dos dados da Fig. 16, conclui-se que o OT requer apenas 15% do total de itera¢cdes do OC
para o caso linear, 16% para a lei coesiva bilinear e 25% para a lei exponencial. Assim, é evidente a
reducdo drastica do total de iteracBes entre os dois operadores. Além disso, tal qual o exemplo 1, a lei
coesiva linear apresenta a maior reducdo percentual no nimero de iteracdes, seguido da lei coesiva
biliear e da lei exponencial.

A evolucdo da degradagdo mecénica do material ao longo da interface também pode ser analisada.
Dessa forma, considera-se o percentual de degradacdo como a razdo entre a tensdo atuante e a resisténcia
maxima a tracdo, quando ha abertura de fissura, ou 100% em caso de COD nulo. Assim, é apresentada
na Fig. 16 este resultado, calculado com a lei coesiva exponencial e OT.

1.000E+00

8.889E-01 Passo 4 Passo 8

7.778E-01
6.667E-01

5.556E-01

4.444E-01

3.333E-01

l 2.222E-01 Passo 12 PaSSO ]_6

1.111E-01
0.000E+00

Passo 20 Passo 24
Figura 17. Evolucéo da degradagdo na interface coesiva
Sobre a Fig. 17, é importante mencionar a presenca do entalhe inicial, evidente no passo 4, em que

a degradacéo ainda ndo se iniciou. Além disso, nota-se que o processo de degradacgao ocorre de maneira
uniforma & medida que o deslocamento prescrito aumenta.

6 Conclusoes

O presente trabalho apresentou uma formulacéo néo linear 3D baseada no MEC para a anélise da
fratura ndo linear de materiais quase frageis. O problema néo linear é resolvido por meio dos operadores
constante e tangente. De modo a representar o comportamento coesivo presente no caminho de
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propagacao da fissura, foram utilizadas trés leis coesivas: linear, bilinear e exponencial.

Diante dos resultados obtidos nos exemplos apresentados, constata-se que o algoritmo
implementado para analise da fratura coesiva em materiais quase-frageis é preciso. Enquanto que o
primeiro exemplo é comparado com a solucdo analitica, a qual é obtida por meio de solugdes da Teoria
da Elasticidade, as respostas do segundo exemplo sdo confrontadas com dados extraidos da literatura.
Além disso, é possivel concluir que a implementacdo das duas estratégias, OC e OT, esta correta, pois
os resultados obtidos entre cada estratégia diferem menos que 0,5%.

Na comparacdo entre 0 numero de iteracdes entre 0 OC e o OT, o operador tangente requer um
numero expressivamente menor de iteragdes para convergéncia de cada incremento. I1sso decorre do uso
da derivada da lei coesiva na solucdo do problema ndo-linear pelo OT. Nos dois exemplos, a lei coesiva
linear apresentou maior reducdo no namero de iteracdes, seguida da lei bilinear, enquanto que a lei
exponencial é a que possui menor reducao.

Para a consideracdo da propagacdo da fissura coesiva, este trabalho fez uso da Técnica de Sub-
Regibes. Nesse cendrio, a abordagem apresentada para os operadores constante e tangente também pode
ser acoplada a rotinas computacionais do MEC com propagacdo da fissura pela adi¢éo de elementos.
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