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Abstract. This work presents a formulation of the Boundary Element Method (BEM) applied to
problems governed by the piecewise inhomogeneous Laplace's Equation. Thus, the constitutive
property is isotropic but varies according to a known function along with the complete domain or then
within of distinct sectors inside it. For solving accurately this complex case, the domain integral
generated by the non-homogeneity of the medium is transformed into a boundary integral using the
Direct Interpolation Boundary Element Method (DIBEM). Another important operational advantage
of the proposed model is given by the application of the Domain Superposition Technique (DST) to
compute the sectorial heterogeneities. Reference results for evaluation of the accuracy are given
through simulations using the Finite Element Method with finer meshes.
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Um modelo do MEC aplicado a equagdo de Laplace setorialmente heterogénea

1 Introducgéo

Grandes desafios vém surgindo com os avancos da engenharia moderna e, com isto, a busca por
solucbes de engenharia para modelos matematicos cada vez mais elaborados torna-se necessaria.
Nesse contexto, as formulagdes relacionadas a métodos numericos tém evoluido significantemente.

Muitos problemas tém sua complexidade ampliada caso a propriedade constitutiva do meio
envolvido seja considerada suavemente heterogénea, como ocorre na analise de fluxo de lubrificantes
em mancais hidrodindmicos ou na transferéncia de calor em materiais funcionais [1]. Este
enredamento ainda pode ser maior considerando 0s casos nos quais o0 dominio Q(X) apresente regides
internas com propriedades de variagdo distinta do meio circundante. Pode-se afirmar que essa
importante classe de problemas é preferentemente tratada por métodos de discretizagdo de dominio
como, por exemplo, o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferengas Finitas
(MDF). Com certa razdo, problemas assim ndo se mostram adequados para a modelagem com o
Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Matematicamente, os problemas em apreco resultam em modelos nos quais aparecem integrais de
dominio referentes a variacdo da propriedade constitutiva no dominio. Contudo, no que diz respeito ao
MEC, este vem evoluindo bastante no tratamento dessas integrais devido a sua associagdo com
procedimentos fundamentados na interpolacdo com fungdes de base radial (FBR) [2]. Tal associagdo
propiciou a criagdo de duas formulagdes adicionais ao MEC: a formulagdo com Dupla Reciprocidade
(MECDR) [3] e 0 Método de Elementos de Contorno de Interpolagdo Direta (MECID) [4,5].

Historicamente, um tratamento pioneiro na solucdo de problemas heterogéneos foi apresentado
por Rizzo e Shippy [6], aplicando integrais de linha em problemas relacionados a teoria da elasticidade
em meios ndo homogéneos, seccionando o interior de um dominio constante em regides suavemente
heterogéneas. Telles [7] e Cavalcanti e Telles [8] trataram dominios heterogéneos em problemas
elasticos, onde essa abordagem utilizou integrais de dominio adicionais para representar o efeito da
pressdo nos poros. Mais adiante, Kassab e Divo [9] apresentaram uma equagdo integral de contorno
generalizada, aplicando-a no problema de conducdo de calor em meios isotropicos com variacao da
condutividade térmica. Os modelos anteriores ndo trataram a solucdo fundamental pela forma
tradicional do MEC conforme fazem Brebbia et al. [10]; adaptaram-na para cada problema especifico.
O ultimo modelo, por exemplo, utilizou o sistema de coordenadas polares para a obtencéo da solugdo
fundamental.

Observam-se, a partir das citagdes anteriores, varios casos nos quais as integrais de dominio estéo
presentes e 0 qudo é importante o desenvolvimento de novas técnicas que possam auxiliar a conversao
dessas integrais de dominio em integrais de contorno. A utilizacdo das FBR tem atraido a atencdo de
pesquisadores como Sarra [11], tornando-se a principal opcdo para trabalhar com o Teorema da
Divergéncia junto as integrais de dominio.

O ja mencionado Método dos Elementos de Contorno com Dupla Reciprocidade (MECDR),
desenvolvido por Nardini e Brebbia [3] apresentou uma grande contribuicdo para a aplicagdo das FBR
no MEC. Isto porque viabilizou solucBes acessiveis para muitos problemas importantes, como 0s
casos de vibracdo livre e problemas transientes. Partridge et al. [12] apresenta de forma direta os
procedimentos do MECDR que tratam as integrais de dominio por meio do procedimento de
interpolagdo por FBR.

Os problemas em que o meio é heterogéneo tém como uma das principais caracteristicas
matematicas sua representagdo em termos de operadores ndo-adjuntos, o que pode implicar em
solugdes fundamentais complicadas e custosas. Diante disso, pesquisadores tém procurado utilizar o
MECDR mantendo a solucdo fundamental original do problema de Laplace em meios homogéneos,
aplicando o método em problemas de resposta dinamica ou de forcas de corpo. Dessa maneira, utiliza-
se a funcdo primitiva da FBR, que tem como caracteristica ser autoadjunta, o que facilita o
desenvolvimento do processo de interpolacdo do nucleo das integrais de dominio, colaborando com a
conversdo do dominio para o contorno. Ressalta-se que o processo de aproximagdo por FBR presente
no MECDR requer um numero significativo de pontos de interpolacdo no dominio, para ndo
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apresentar perda de precisao.

Uma das aplicacbes do MECDR em meios heterogéneos foi desenvolvida por Harrouni et al.
[13], transformando o termo referente ao Laplaciano em um tipo de equacédo de forca de corpo e, desta
forma a parte do nucleo da integral de dominio que contém o potencial e propriedade heterogénea sdo
interpolados. Outros problemas similares foram resolvidos por Ramachadran [14]. Considerando o
exemplo de variacdes ortotropicas da propriedade constitutiva, Perez e Wrobel [15] solucionaram este
problema aplicando coordenadas polares, ap6s transformar o problema de Laplace com ortotropia em
outro similar a Poisson com o operador diferencial autoadjunto.

O fato do processo de interpolacdo ndo ser aplicado em todo o nucleo da integral de dominio traz
certas imprecisdes ao MECDR, devido a perda de precisdo por problemas relacionados ao
condicionamento matricial. Observa-se que a aplicacdo do MECDR gera duas novas matrizes de
interpolacdo, que sdo aplicadas as matrizes tradicionais H e G do MEC, e podem reduzir a
convergéncia do método.

Considerando a similaridade entre os problemas com meios suavemente heterogéneos e 0s
problemas difusivo-advectivos em regime permanente, Loeffler e Pereira [16] aplicaram a mesma
idéia proposta para a solucdo destes Gltimos casos propondo uma formulacdo com fungbes de base
radial denominada de Quase Dupla Reciprocidade [17].

Prosseguindo com o objetivo de levar para o contorno as integrais de dominio, Wen et al. [18] e
Wen e Aliabadi [19] apresentaram o Método Direto de Integral (em inglés DIM), o qual aplica
diretamente sobre a integral de dominio uma transformagdo de coordenadas para gerar a integral de
contorno, o que néo requer solugéo particular como o MECDR, contudo por ndo apresentar solugdo do
problema de singularidade, este método pode ficar restrito a problemas de Poisson e outros que néao
possuem condicdo singular. Uma importante alternativa para solucionar as integrais de dominio
encontra-se em Gao [20], onde problemas de Poisson sdo solucionados por integrais de contorno
gracas a uma transformacdo de coordenadas. Entretanto, a extensdo do procedimento para problemas
em que o nucleo ndo é conhecido envolve funcbes de base radial, manipuladas com alto custo
computacional relativamente as demais alternativas.

Para superar diversos problemas nas formulagdes precedentes, uma técnica alternativa que
também utiliza FBR foi proposta: o Método de Elementos de Contorno de Interpolacdo Direta
(MECID). No MECID, o uso de FBR torna este método similar ao MECDR, contudo, a interpolagdo
direta de todo o nucleo da integral de dominio, incluindo a solu¢do fundamental, torna-o diferente do
MECDR e por sua vez semelhante ao procedimento DIM. E importante destacar que o MECID utiliza
0 procedimento de regularizagdo para evitar singularidades entre pontos fonte e 0s pontos campo
usuais com o MEC. Foram feitas por Loeffler et al [21] aplicagbes do MECID em problemas de
Helmholtz e Poisson em regides homogéneas [4], apresentando claramente bons resultados através de
comparagdes realizadas com o MECDR.

Considerando o MECID em casos nos quais 0s dominios apresentem heterogeneidades constantes
em diversas regides, foi utilizada recentemente uma ferramenta denominada Técnica de Superposicdo
de Dominios (TSD) desenvolvida por Loeffler e Mansur [22], na qual a energia associada a qualquer
regido interna e homogénea pode ser interpretada como fonte de energia e, com isto, modelada
facilmente em termos de coeficientes de influéncia tipicos do MEC. Assim, alguns problemas de
Laplace foram resolvidos por Loeffler et al [23].

Recentemente, Barcelos e Loeffler [1] aplicaram a TSD e o MECID com regularizacdo em
problemas de Laplace em regides com propriedades constitutivas isotropicas, variando suavemente em
todo o dominio ou setorialmente sendo envolvidas por uma propriedade K (X) constante.

Para este artigo, a TSD é aplicada novamente em conjunto com o MECID com regularizacéo;
contudo, a complexidade do problema associado a Equacdo de Laplace serd maior, pois 0 dominio
apresenta diferentes propriedades constitutivas, variando em regides definidas na geometria escolhida.
Estes problemas estdo sob regime permanente, sem fontes de energia externa e com propriedades
isotropicas variando com a posicdo no dominio. Elementos lineares serdo utilizados durante as
solucbes numéricas e analiticas das integrais de contorno, sendo apresentadas geometrias diversas
durante as simulac6es, para demonstrar a versatilidade do modelo proposto.
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2 Formulacéo Integral

O problema proposto baseia-se em um modelo onde K (X) representa a propriedade constitutiva
heterogénea contida em um dominio Q(X). Tal propriedade é isotrépica e também suave nos setores
gue compBem todo o dominio. O potencial ou varidvel de estado u(X) esta em regime permanente em
Q(X) e seu campo € considerado irrotacional. Ndo ha fontes. As condicGes de contorno sdo dadas pelo
potencial e sua derivada normal.

Desta forma a equacgdo de governo sera dada por:

[K(X)u;(X)]; = 0. )

A regido completa ou envolvente Q" (X) e um subdominio arbitrario Q™ (X) podem ser
visualizados tomando como exemplo a Fig. 1. Usando a Técnica de Superposicdo de Dominios,
conforme mostram Loeffler e Mansur [22], é importante criar um dominio envolvente e outros
internos nos quais as propriedades variam de modo distinto.

_I_

QINX) — QSUT(X)
Kh"(x) — KS9T(X)

qur (x)
KSUr(X)

qur(x)
Ksur(x)

Figura 1. Interpretacdo da Técnica de Superposi¢do de Dominios.

Na Fig. 1, o termo K%' (X) representa a propriedade envolvente em Q" (X) e K™ (X) uma
propriedade restrita ao setor interno. Diante desse modelo, aplica-se 0 MEC com sua cléssica solugdo
fundamental u*(X) apresentada por Brebbia et al [10], obtendo a forma integral forte:

Jao K Xu,;(X)]; u* (X)daX) = 0. )

Considere-se que o ndcleo das integrais se componham por fungdes suaves e integraveis. E
possivel contabilizar os valores das propriedades envolvente e internas por superposicdo, de modo que
tanto no dominio envolvente quanto no interno, novas fungdes continuas descrevam as propriedades
constitutivas. Deste modo, a Eq. (2) pode ser reescrita como:

fgsur(x)[Ksur(X)u,i(X)],i u(X)da™(X) = fﬁ(x) [I?(X)u,i(X)]li u*(X)dO(X), 3)
sendo que K (X) e Q(X) valem, respectivamente:
R(X) = Ks¥(X) — KiM(X) ; D(X) = 0% (X) — Qi (X). 4)

Usando os procedimentos usuais do MEC na Eq. (3), encontra-se a sua forma integral inversa
pela Eq. (5), sendo que o desenvolvimento detalhado dessas integrais pode ser colhido em Barcelos e
Loeffler [1], que abordaram meios totalmente heterogéneos:

CEOUEKTE) + frpur g WK (X)q" (& X) AT (X) -
Jrsur gy QQOK T Q0w (8 X) AT (X) = [yqur gy wOK T (X) (85 X)d QT (X) =
CEUEORE) + fr uIORX)q" (€ X) dTX) = fi o aCOR XU (€ X) dT(X) —
w (XK (X0 w5 (& X)daX).

()

fﬁ(X)
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Ressalta-se que:
[(X) =¥ (X) — "t (X). (6)

De acordo com os fundamentos da técnica de superposicdo de dominios, a energia interna relativa
aos subdominios pode ser quantificada em termos exclusivamente da energia potencial nele contida,
conforme Loeffler e Mansur [22]. Assim, a integral que relaciona os trabalhos de fluxo na regido
interna da Eq. (5) ndo precisa ser considerada, podendo a equagdo ser reescrita como:

CEUEK™ @) + frsur gy WK™ (X)g* (& X) AT (X) -
Jrsur ey GOKT XOU” (&5 X) AT (X) = [ 30y WCOKT (X) w5 (& X)dQ™ (X) = (7)
CEOUERE) + g UK X" (& X) dTX) — f 5, w KK (X) w8 X)dAX).

Seguem as seguintes definigcdes para a Eq. (7): u*(&; X) e q*(&; X) sé@o respectivamente a solucéo
fundamental e a sua derivada normal:

q" (& X) = (& X)n,X); q(X) = u,(XOn,(X), (8)
% X ar(§:X)
wEX) =~ nlr &G XL ¢ X)) = -5 5 (9)

3 Aplicacdo do MECID

O nucleo das integrais de dominio da Eq. (7) pode ser aproximado utilizando uma combinagéo
linear de Fungdes de Base Radial (FBR), conforme Loeffler et al. [21]:

u(X)K S (Xui(E X) = u(X) AX) ~ o FI(X); X), (10)

u(X)K(X)uwi (& X) = uX) “X) ~ $pIFI(X7; X). (11)

O termo F/(X’; X) corresponde a FBR conhecida como fungdo de placa fina, apresentada por
Buhmann [2] como

FI(X7;X) = r2(X7; X)In[r(X7; X)], (12)

onde r(Xf;X) é a distancia Euclidiana entre o ponto campo X e o ponto base X’ definida por uma
varredura realizada em Q(X). Durante o processo de discretizagdo, 0s pontos campo definem o0s nos
geométricos. Os termos « e 8 sdo coeficientes e os termos A e IT representam matrizes diagonais que
contém as derivadas parciais da propriedade constitutiva K %" e K (X) respectivamente.

Utilizando uma funcdo W/ (X7; X) como primitiva de F/(X’; X) durante a aplicagdo do MECID,
obtém-se as integrais de linha correspondentes as integrais de dominio da Eq. (7). A Eq. (13) apresenta
a aplicacdo do Teorema da Divergéncia para a regido envolvente, ou seja:

§

oc/ Qsur(x) Fj(Xj;X)dQSW”(X) = Eo(f aser(x) lpljii(xj;x)dgsur(x) —

ocj Fsur(x)lp_];(xj;x)ni(x)drsur(X) = fOCj FsuT(X)nj(Xj;X)drsur(X).

g (13)

O mesmo pode ser feito para a integral de dominio dada pela Eq. (7), composta pela expressdo da
Eqg. (11) em seu nucleo. Desta forma, a Eq. (7) pode ser reescrita pela seguinte aproximacao:

UK () + fraur y WOK ™ (X)q" (& X) AT (X) —
Jrsur ey AOK S QO (& X) AT (X) = b7 [ 0 07 (X0 X)dT 7 (X) = (14)
COUEORE) + fr g uOKX)q" (& X) dTX) = *BJ [ 1/ (X); X)dT(X).
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Com o ponto fonte & fixo, o processo de interpolacdo apresentado pelas equacdes Eq. (10) e Eq.
(11) mapeia todos os pontos base X’ correlacionados com os pontos campo X. Apesar dos coeficientes
o« e [ serem desconhecidos, com o procedimento de discretizacdo padrdo do MEC, forma-se um
sistema de equacdes que reescreve esses coeficientes em funcéo dos valores de u(X).

4 Procedimento de regularizacéo

Observa-se que ocorrem singularidades nos nucleos das Eq. (10) e Eq. (11) toda a vez que 0s
pontos fonte & coincidirem com o0s pontos campo X. Para evitar isto, utiliza-se um processo de
regularizacdo, conforme utilizado por Loeffler e Mansur [5] o qual é baseado no conceito de
Hadamard [24]. Esse conceito é aplicado nas integrais de dominio da Eqg. (7) sendo representado pela
Eqg. (15), onde:

UK E) + frpur g WK (X)q" (& X) AT (X) -
Jrsur gy GCOK S (X (8 X) AT (X) = fpur iy 10X =
w(EIKT X0, (& X) A (X) = 1(E) fpour ) K7 XU (8 X) dO™T (X) = (15)
CEOUERE) + fr o uOR X" (& X) dTX) = [ [u(X)
(IR (X) (& X)dAX) — u(®) fy K KOUi(E X) dOX).

Aplica-se na Eqg. (15) o procedimento do MECID, aproximando o nlcleo das integrais de
dominio, conforme a seguir:

[u(X) — u(@IK (X (& X) ~ Sod FI(X7; X), (16)

[u(X) — u®IK,X)us(& X) ~ *BIFI(X); X). (17)

Os termos adicionais que fazem parte do processo de regularizacdo podem ser tratados do
seguinte modo:

~u(8) foour gy K37 O (E; X) A (X) =
~U(E) fppur i [ K57 O (E X)), A (X) + (18)
U(E) foour g K7 QO3 (8 X) dQ™T (X),

~u(®) fy o KiCOUIE X) dAX) = —u() f0 [K O3 X)), dDCX) +
u(®) fy o KU (& X) dAX).

Conforme Brebbia [10], o termo wu; (§; X) representa o problema fundamental de Poisson onde a
fonte é concentrada e expressa pelo Delta de Dirac A(§; X), aplicado em um ponto fonte & qualquer
em Q(X). Dessa forma, as Eg. (18) e Eq. (19) podem ser reescritas como:

~u(8) foour gy K37 U (& X) A (X) =
~u(8) frsurg K )G (& X) AT (X) — c(u@K(§),

(19)

(20)

~u(®) o0 K COWE X) dAX) = —u(®) [y KOG & X) dF X0 - c UK. (21)

Substituindo as Eqg. (20) e Eq. (21) na Eqg. (15) e, tratando as integrais de dominio regularizadas
através do MECID, obtém-se a forma integral inversa da Equacdo de Laplace aplicada em
subdominios suavemente heterogéneos, conforme a Eq. (22) a seguir:
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~U(E) Jrsurpy K57 XDq" (55 X) AT (X)) + [rour ) XK (X)q" (&5 X) dT 7 (X) —
Jrsur oy GRS Q0w (& X) AT (X) = $0I [l 01! (X7 X) AT (X) =
~u(€) fr KX)G" (& X) dTX) + [ u(XOR(X)q" (§ X) dF(X) —
B9 froy 1! (X7 X)dT(X).

(22)

5 O procedimento de discretiza¢ao

O procedimento de discretizacdo a seguir segue os padrdes tradicionais do MEC, diferenciando-se
apenas pela presenca dos termos oriundos do processo de interpolacdo. Diante disso, 0s sistemas de
equac0es para cada ponto fonte & sdo organizados conforme a Eq. (23):

( —(Hyz + -+ Hip)ug + Hppuy + -+ Hiquy — Gy1q1 — - — G1nqp
— 1(11Nfur+"'+ 1anNrfur_ lﬁi[vi_"'_ 1,8mNm
Hyjug — (Hyy + Hpz + -+ Hypup + -+ + Hypy — G21q1 — -+ — GG 23
< — 2a1Nsur+_”+ 2anNsur_ Zﬁi[v-—"'— Z.BmNm ( )
Hpjuq + Hppuy + 00— (Hnl + - + Hn(n 1))un Gn1q1 — = — GunQn
L = "@INSY 4 o 4 "@NSU — "IN, — . — "g™N,,

Verifica-se pela construcdo do sistema linear que a matriz H na Eq. (23) ndo possui termos
singulares em sua diagonal. A organizacdo do sistema de equagdes permite trabalhar de forma mais
adequada os termos que apresentam os coeficientes de interpolacdo, pois o processo de interpolacdo da
regido envolvente abrange todos os n6s do dominio Q%“" (X), enquanto que a interpola¢do do dominio
interno Q(X) se limita aos n6s que compdem este setor. Na Eq. (23) isto ¢ assinalado por um intervalo
de nds para os pontos base e campo compreendidos entre i e m.

A representacdo matricial mais concisa da Eq. (23) é dada por:

H11 HlTL -u:ll |:Gll ] [ ]

H,, .. Hpllu G v Gpn
(141 BN, (24)
" n;zn Y% I IR |

Por conveniéncia, o lado direito da Eq. (24) pode Ser reescrito como:
Hll Hln u1 Gll Ei
oo Pl - g = -1 (25)
H,, .. Hyllu, v Gpn B,

O sistema matricial apresentado pela Eq. (25) deve ser resolvido expllcitando 0s vetores Agure E;
em funcdo de u(X). Dessa forma, eles podem ser reescritos em termos de cada ponto fonte como:

fal I[ flgi]
A" =[Ny .. NpJ*"| : |;Be=[N; .. Nm][ : J (26)
fﬁm

S
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Os coeficientes a e f podem ser calculados baseados nas Eq. (10) e Eqg. (11) considerando o
processo de regularizagéo, a saber:

A [uX) — w(@®)] ~ bod FI(X);X) - = [ A[u—ug), 27)

MEOX) —u@®] ~ P (X X) > 4 = [F17 *n[u—ug]. (28)
Utilizando as Eq. (27) e Eq. (28) para o calculo dos vetores da Eq. (26) tem-se que:
-1([%A) 0 0

Fit .. Fn Uy
A;ur — [Nl . Nn]SuT[ E .. S 0 .. 0 E ]
Fnt . Fmn 0 0 ‘Am)|l®
‘A 0 0 |fue (29)
-1 0 0 NS
0 0 ‘Am|l%
Do mesmo modo que:
pi . Fpm1 (2@ 0 0w
Bg=[N; .. Npl|: -~ ] 0 =~ 0 []
F™ . Fmm 0 0 ‘A(m))lum
‘W@ 0 0 Jyue (30)
N H .
0 0 ‘A(m)|lue
O produto inicial do vetor N com a matriz F pode ser representado pelo vetor S a seguir:
‘W) 0 0wy [Sac) o o Jque
Afzur: [S1 ... S,I°%" 0 0 5]— 0 0 Pl (31)
0 0 ‘Am)|tn 0 0 ‘am|l¥
O mesmo ocorre com By:
W) 0o 0 Jruw W@ 0 0 rue
Be=1[5; .. Snl 0o -~ 0 [ 5 ]— 0o -~ 0 ] : (32)
0 0 ‘A(mlum 0 0 ‘a(m)flue
Desta maneira, cada elemento dos vetores A;Z“T e E; pode ser escrito como:
A8 =[5 5a@u] "+ [ A, = [S1 A + -+ S, @) ug, (33)
By = [S: SA@w;] + - + [ SAm)wn] = [S: °4G0) + -+ + 5, $4(m)ug - (34)

Como a varredura do MEC considera os pontos campo como coincidentes com os pontos fonte,
0s vetores Af;”_r e By podem ser escritos em funcdo dos potenciais u(X) pelas Eq. (35) e Eq. (36),
conforme desejado:
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A1 sur
al
sur 35
=[S, 'A2) + -+ Sy, 'A()] .. S, 'A(n) [ull )
S, ”)\(1) —[S; "A(1) + - + Sneq1 "A(n—1)] Up '

By

'} 36
—[Si 'AG+ D) + 45, 'Am)] ... 5,, 'A(m) [u} (%)

S; "}\(i) —[S; "AG) + - + Sp—1 "A(m — 1)] u.n .

Salienta-se que a matriz formadora do vetor Ef tem ordem § x & e contém diagonal cheia,
contudo as suas colunas serdo preenchidas sempre que seu indice coincidir com os pontos base X’/ que
compBem o setor interno, o qual esta sendo interpolado.

Substituindo os sistemas matriciais das Eq. (35) e Eqg. (36) no sistema da Eq. (25), o sistema
matricial final para solucionar o problema de Laplace, aplicado em meios setorialmente isotropicos e
suavemente heterogéneos pode ser escrito como:

Hll Hln _ul Gll Gln 'CI1'

Hnl s Hnn _un Gnl s Gnn _qn_
_Dll Dln sur ul_ —511 Eln [ull (37)
-Dnl e Dnn Uy ] -5111 e Enn un

6 Exemplos numéricos

Os exemplos abordados tomam o modelo matematico como sendo representativo de problemas de
conducdo de calor em regime estaciondrio e sem fonte. As fronteiras destes problemas contém

condigdes de contorno do tipo Dirichlet em termos de temperatura u(X) em Celsius °C e do tipo

Neumann para o gradiente normal de temperatura 61;_;)() em °C/m.

Em cada exemplo, o erro relativo percentual ery, serd medido no contorno de interesse atraves do

somatorio abaixo:
ery, = 100 (1); i |wMEF — pMECID] o, (38)
n/ VMer

onde n é igual ao nimero total de pontos analisados na fronteira medida, Vy,gr corresponde ao maior
valor de referéncia calculado pelo MEF nesta fronteira, vM£¥ o valor MEF calculado no ponto i e
vMECID g valor MECID também calculado neste mesmo ponto i.

A geracdo de malhas para representar o processo de discretizacdo do MECID e MEF foi feita
através da Triangulagdo de Delaunay [25].
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6.1 Primeiro exemplo

Considera-se uma regido quadrada bidimensional de lado L igual a 1x10~* m e em seu centro
uma regido interna conforme a Fig.2. As condi¢6es de contorno séo do tipo Dirichlet e Neumann.

Xz (s, L)

o, 1°C/m

K&\lr(x)

e
7
e
/ .

Kmr(x)
; du(L,x3) _

u(0,x;) =0°C
(0,x;) n,

1°C/m
Qint(x)

L/2

Qs (X)

T

NN

L X1

du(xy,0)

0°C
0y /m

Figura 2. Dominio para o primeiro exemplo.

As propriedades constitutivas K %" e K™ sio dadas pelas Eq. (39) e (40):

K4 (1, 32) = Ko(1+ 5x1) —c (39)
KM (xy,0) = Ko(1+x%) —o. (40)

O valor de K é obtido pela diferenca entre as propriedades K*""e K mteonforme apresentado na
secdo 2 deste trabalho. Desta forma o K para este exemplo vale:
— _ 2 w
K(x1,x7) = Ko(5x1 — x1) moc”
_ Conforme as Eq. (10) e (11) € necessario obter os gradientes das propriedades constitutivas K"
e K; os valores encontrados sao expostos a partir da Eq. (42) até a Eq. (45):

(41)

oI = 5Ky o (42)
om0 (43)
) = Ky(5 - 2:) e (44)
Hot =0 5t )

Durante o processo de discretizacdo, a malha utilizada para 0 MEF contém 8321 nds com 16384
elementos triangulares. O formato da malha é do tipo estruturada e a distribuicdo dos elementos
internos é similar a Fig. 3.
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075

05

v

e
Senr X 025 05 075 1

Figura 3. Modelo de malha MEF para o primeiro exemplo.

A distribuicdo de temperatura u(X) encontrada pelo MEF sobre o dominio Q(X) pode ser
observada pela Fig. 4.

&

<X Temperatura ¢C
0.0e+00 05 1 1.5 2 2.7e+00
[ —

Figura 4. Solucdo MEF em malha estruturada para o primeiro exemplo.

Para a aplicagdo do MECID com o TSD, foi criada uma malha com a distribuicdo de pontos
internos interpolantes e discretizagdo dos contornos conforme a Fig. 5. Por questdes de concis&o,
doravante os pontos internos interpolantes ou pontos base sdo denominados simplesmente de pélos.

1

vt
1e07
tenr X 0.25 05 075 1

Figura 5. Modelo de malha MECID para o primeiro exemplo.

Os valores de erro relativo percentual para o célculo das temperaturas foram tomados no contorno
com u(1, x,), podendo ser observados pela Tabela 1 e Fig. 6. Neste exemplo, para melhor identificar o
efeito da interpolagdo, as malhas do contorno envolvente e do contorno interno sdo mantidas
constantes e a quantidade de poélos é alterada. Inicialmente, tomam-se 64 elementos para discretizar o
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contorno envolvente e 32 elementos na defini¢cdo do contorno interno.

Tabela 1. Valores do erro relativo percentual para a temperatura calculada no primeiro exemplo

Ne° de polos no

N° de pélos do setor  Erro relativo
setor

interno percentual
envolvente

0 0 0,234986%

32 13 0,115715%

120 57 0,051892%

197 57 0,016449%

197 77 0,016137%
< 025%
S 023%
T 020%
£ 018%
S 015%
2 013%
S 010%
S 008%
S 0,05%
o 003%
(0 0,00%

0 50 100 150 200 250 300
n° total de pélos

Figura 6. Curva de erro do calculo de temperatura em x;=1 para o primeiro exemplo.

Pode-se perceber pelos resultados mostrados na Fig. 6 que o aumento gradativo da quantidade de
polos reduz o erro relativo até uma determinada faixa de valores, a partir da gqual este se estabiliza.
Uma continua reducdo dos erros seria alcangada apenas com o refinamento da malha de contorno.
Ressalta-se ainda que o comportamento da curva de erro ndo € monotono, pois a distribuicdo espacial
dos p6los no dominio afeta o desempenho do modelo, embora de modo secundario. Para uma mesma
quantidade de pdlos, o arranjo destes no dominio pode melhorar ou piorar levemente os resultados.
Este efeito apenas se torna preponderante se a distribui¢do dos pélos é feita de forma inadequada.

A Tabela 2 apresenta uma comparacdo entre o MEF e MECID, tomando trés valores de
temperaturas calculadas pelo MEF em certos pontos, escolhidos arbitrariamente. Os resultados do
MECID séo extraidos de cada malha utilizada na construcdo da Tabela 1.

Tabela 2. Comparacéo entre MEF e MECID

Pontos de Temperatura dada pelo MECID para cada nimero
contorno Temperatura total de pélos

analisados daﬁ/?Ep: © 0 45 117 254 274
(xl;x2)

(1,0;0,0) 2,5910 2,5812 12,5938 2,5925 2,5909 2,5909
(1,0;0,5) 2,6520 2,6474 2,6559 2,6531 2,6513 2,6514
(1,0;1,0) 2,5910 2,5812 25934 25924 2,5909 2,5904

Os calculos dos valores do gradiente normal de temperatura sdo contabilizados na fronteira
conforme a Eq. (46):

du(0,
q(0,x;) = 2022, (46)

Os erros relativos percentuais encontrados estdo registrados na Tabela 3 e Fig. 7.
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Tabela 3. Valores do erro relativo percentual para o gradiente normal de temperatura calculado no

primeiro exemplo.

N° de pélos no

N° de polos do setor

Erro relativo

setor .
interno percentual
envolvente
0 0 5,063350%
32 13 3,054920%
120 57 1,996058%
197 57 1,990839%
197 77 1,990306%
S 5,60%
D 4,80%
[+
2 4,00%
o
O 3,20%
s
o 240%
=
T 1,60%
L
o 0,80%
(0 0,00%
0 50 100 150 200 250 300
n° total de pdlos

Figura 7. Curva de erro do calculo do gradiente normal de temperatura em x;=0 para 0 primeiro

exemplo.

6.2 Segundo exemplo

Considera-se uma regido com contorno irregular para o meio envolvente e também para a regido
interna. Visando testar a robustez do modelo proposto sdo incluidos contornos angulosos e circulares
conforme a Fig. 8. Diferentemente do exemplo anterior, em que a fungdo que descrevia 0
comportamento das propriedades variava apenas com uma direcdo, agora as funcfes dependem das
duas coordenadas. Ressalta-se que tais fungdes precisam obedecer a equacao de governo e desse modo
foram escolhidas uma variacdo exponencial e outra na forma do produto das duas coordenadas (vide

Egs. (47) e (48).

X, 4
0.5
—_—
— Ju(2,x;)
— _
Kiur(x) —_— axl
—
yd QST (X)
o <
0.75 Q¥
u(0,x,)=0 ‘C_’ ; ] "
/ koo an |8 o [T e
Vi \B e o x4 =
! ? 1.0 —
o2 0.5 3
P |<— > HI‘ 45° .
2.0 X1

Figura 8. Dominio para o segundo exemplo. O contorno em vermelho apresenta isolamento térmico
com gradiente normal de temperatura considerado nulo.
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As propriedades K% (x;,x,) e K™ (x,,x,) foram definidas conforme dado pelas Eq. (47) e
(48):

K (e x7) = Koe®125%0% (@1)
- w
K™ (21, x2) = Kox1%2 moC (48)

O valor de K(xq,x,) € obtido pela diferenca entre as propriedades, de acordo com a Eq. (49) a
sequir:
R(x1,22) = Ko(e125%%2 — x,x) —. (49)

Os gradientes correspondentes as Eq. (47) e (49) séo:

aKsuT(xl,xZ)

o = K,0,125x,e0125%1%; - (50)

aKS“;J(::l.xz) = K,0,125x, %125%1%2 m\ﬁ’c (51)
akgx—;l,xz) = Ky(0,125x,e%125%1%2 — x.) % (52)
al?;x_xlz,xz) = Ky(0,125x,€0125%1%2 _ ) % (53)

Durante o processo de discretizacdo, a malha utilizada para o MEF contém 3635 n6s com 7036
elementos triangulares e a forma da malha assemelha-se a Fig. 9. A solucdo de referéncia MEF sobre o
dominio analisado pode ser observada por meio da Fig. 10. A Fig. 11 representa a estrutura da malha
MECID utilizada. Diferentemente do exemplo precedente, a quantidade de elementos de contorno
(externo e interno) e polos variam gradativamente. Os resultados foram satisfatérios como apresentado
pela Fig. 12 e Tabela 4.

L

o "]

- 2 Temperatura *C o
0.0e+00 05 1 1.5 2.1e+00
| = 3 .

Figura 10. Solucdo MEF em malha estruturada para o segundo exemplo.
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Figura 11. Modelo de malha MEC do segundo exemplo.

Tabela 4. Valores do erro relativo percentual para a temperatura e gradiente normal de temperatura

calculados no segundo exemplo

Erro relativo Erro relativo
N° total de pontos Malha percentual percentual
nodais com polos MEC (a)-(b)-(c)-(d) (Temperatura)  (Gradiente normal
de temperatura)

93 MEC 58-0-24-0 11,866085% 15,248402%

132 MEC 58-35-24-4 4,295939% 4,789080%

214 MEC 116-4-48-35 1,342017% 1,375782%

378 MEC 232-35-96-4 0,570148% 0,980338%

512 MEC 232-159-96-14 0,447106% 0,664629%

1128 MEC 232-715-96-74 0,272226% 0,473226%

() — n° de elementos de contorno do setor envolvente.
(b) — n° de pdlos do setor envolvente.

(c) — n° de elementos de contorno do setor interno.

(d) — n° de pdblos do setor interno.

16,00%
)
& 14,40% .
£ 15 80% —@— Potencial
E 11’20% —o— Gradiente
& 9,60%
o
E 8,00%
o 6,40%
= 4,80%
(35}
o 3,20%
S
o 1,60%
(0 0,00% —
93 206 319 431 544 657 770 883 995 1108
NP total de pontos nodais com pélos

Figura 12 Curva de erro para os valores de temperatura (potencial) em x;=2 e gradiente normal de

temperatura em x,=0 para o segundo problema.

6.3 Terceiro exemplo

Este exemplo se baseia num projeto de avaliacéo da variacdo do gradiente normal de temperatura

em X,=0 através do contato de uma ferramenta com superficies a serem desbastadas. O projeto requer
o isolamento térmico das partes laterais da ferramenta para que o fluxo global de calor se direcione
totalmente para a sua base. A Fig. 13 esquematiza o problema em questdo e apresenta as condicGes de
contorno. Chama-se a atencdo que o contorno tracejado indica o isolamento térmico mencionado, ou
seja, a condicdo de gradiente normal de temperatura nulo. O erro medido para o célculo da
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temperatura sera tomado no contorno externo do setor que contém a propriedade K™, e como ja
mencionado, o célculo do gradiente de temperatura foi calculado em x, = 0.

X3
du(x,, 11
3 (6;2 ) =1°C/m
A A —
/' 2 |—
’I’ = Ju(5,x,) o
™ Kint (x) — T =1°C/m
=+ ” —
Sy Setor 1
’l | —
4 4
ra 4
. A g e
A ( ’
’I
4
td
4
/
1
i
n Kintz X)!
X) i
Setor 2 !
1
1
! 1 1 1
| — I h.‘"“\
~ Ksur(x LW
I Setor 3 (X) / “. X1

10
u(xy,0) = 25°C

Figura 13. Dominio para o terceiro exemplo. O setor com K1 (x,,x,) recebe o fluxo de calor
durante o processo de aplicagéo da peca.

As propriedades K547 (x4, x,), K™ (x,, x,) e K™2 (x4, x,) estdo definidas conforme as Eq. (54)
a Eq. (56) a sequir:

w
K% (x1,x,) = Ko e (54)
Kintl(xl,xz) — Koe(1+0,018x1x2) mﬂoc’ (55)
int2 _ w
K (x1,%2) = Kox; m°C (56)

O valor de K, sera unitario para este exemplo. As propriedades K! e K? sdo obtidas pela
diferenca entre KS*" e as propriedades Kt e K2 respectivamente, conforme mostram as Eq. (57)
e Eq. (58):

w

71 _ _ ,(140,018x1x5,)
K*(x1,x3) = Ko(l e 12 ) noC (57)
= w
K2(x1,x7) = Ko(1 = x3) s (58)
As derivadas direcionais das propriedades correspondentes as Eq. (54), Eq. (57) e Eq. (58) séo:
aKsur( , ) w
ijl 2 = 0 mz2°C’ (59)
aKsur( , ) w
axfl =0 —0 (60)
j7g 8
oK a(j:.xz) _ —K00,018X2€(1+0’018x1x2) m‘;\ic’ (61)
0K (x1,%2) _ —K~0.018 (1+0,018x,x3) (62)
x5 - 0 X1€ *1 m2°C’
72
0K?(x1,x2) —0 w (63)

x4 m2°C’
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al?z(.xl,XZ) _ w
o = Ko —oc (64)
Durante o processo de discretizagdo, a malha utilizada para 0 MEF contém 4405 nds com 8464
elementos triangulares. A Fig. 14 apresenta uma malha MEF com poucos elementos.

Figura 14.Modelo de malha MEF para o terceiro exemplo.

A resposta de referéncia MEF sobre o dominio analisado pode ser observada na Fig. 15.

A construcdo das malhas da MECID foi feita atentando para uma distribuicdo uniforme dos
pontos internos conforme a Fig. 16.

Conforme a Tabela 5 e a Fig. 17, a aplicacdo do modelo proposto apresentou resultados que
convergiram de forma satisfatéria com os valores encontrados pelo MEF. Neste exemplo foi adotado
por conveniéncia um refinamento constante de elementos de contorno, variando apenas a quantidade
de pdlos nos setores 1, 2 e 3 conforme Fig. 13.

o S Temperatura *C
2.5e+01 28 3.1e+01 &
R 1

Figura 15. Solugdo MEF para o terceiro exemplo.

O esquema de refinamento repete o que foi utilizado no primeiro exemplo: mantém-se as malhas
de contorno, seja para 0 contorno envolvente como para 0s demais contornos envolvidos (que neste
caso possuem intersecdo com o contorno envolvente, vide Fig. 16. Sucessivamente, 0 nimero de pélos
foi acrescido, visando melhorar a aproximacao das propriedades dos setores.

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



Um modelo do MEC aplicado a equagdo de Laplace setorialmente heterogénea

o T 1 +
o 25 5 15 0

Figura 16. Modelo de malha MECID para o terceiro exemplo.

Tabela 5. Valores do erro relativo percentual para a temperatura e gradiente normal de temperatura
calculados no terceiro exemplo

Erro relativo Erro relativo
N total de pdlos Malha percentual percentual
(Setor 1+Setor 2+Setor 3) MEC (a)-(b)-(c) (Temperatura)  (Gradiente normal
de temperatura)

0 0,496192% 5,622658%

29 0,269124% 0,341815%

41 MEC 172/40/108 0,137251% 0,196732%

176 0,006716% 0,047528%

196 0,006714% 0,047524%

() — n° de elementos de contorno da regido envolvente.
(b) — n° de elementos de contorno da regido interna K 1
(c) — n° de elementos de contorno da regido interna K t2

Pode-se perceber que, para a simulagdo do potencial, 0 modelo com menor nimero de pélos ja
retornou bons resultados, e o acréscimo dos p6los apenas diminui suavemente o nivel de erro, que foi
bastante reduzido. Contudo, para os valores de fluxo, colhidos apenas na base da ferramenta (em
x2=0), a malha inicial com menor nimero de p6los apresentou erro elevado. Surpreendentemente, este
erro decaiu rapidamente, conforme mostra a Fig. 17.

__6,00% -
o —@— Potencial
e__, 5,25% —@— Gradiente
é 4,50%
3 3,75%
Q 3,00%
S 225%
<
o 1,50%
o 0,75%
=
W 0,00%
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
N° total de pélos

Figura 17. Curva de erro para os valores de temperatura (potencial) e gradiente normal de temperatura
para o terceiro problema.
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Conclusoes

Neste artigo foram apresentados exemplos de aplicacdo de um modelo do MEC em problemas de
Laplace, considerando regides com setores suavemente heterogéneos. Este modelo associa duas
recentes formulacdes: a MECID, voltada a transformacdo de integrais de dominio com nicleos nédo
autoadjuntos em integrais de contorno usando funcdes de base radial; e a TSD, direcionada a
modelagem de regiGes com diferentes propriedades constitutivas no dominio usando a metodologia
classica do MEC, apenas computando as heterogeneidades tais como fossem fontes de energia.

A combinacdo destas duas técnicas permitiu a utilizacdo direta da solucdo fundamental associada
ao problema de Laplace, evitando adaptacGes complicadas. Os bons resultados alcancados estdo
ligados a consisténcia e a afinidade das duas recentes metodologias, que isoladamente ja haviam sido
bem-sucedidas em diversos problemas, mas ainda ndo haviam sido aplicadas em conjunto nessa classe
de problemas.

Pode-se constatar que, mesmo diante das dificuldades geométricas impostas no segundo e terceiro
exemplos propostos, particularmente no que tange a inclusdo de contornos angulosos e fungdes mais
elaboradas representando as propriedades do material, a precisdo do modelo aqui apresentado foi
satisfatdria. Os valores de erro percentual puderam ser reduzidos gradativamente com o aumento da
quantidade de pontos nodais, auxiliado pela inser¢do crescente de poélos. Além desta redugdo, os
valores alcancados para o erro médio foram baixos, indicando a convergéncia do esquema.

O processo de regularizacdo foi efetivo também neste problema em que a transformacdo das
integrais de dominio em integrais de contorno se referiram as derivadas ndo nulas das propriedades
constitutivas. Diante das peculiaridades do modelo, que envolvem duas integrais de dominio, duas
interpolagdes foram aplicadas, mas ndo foram percebidas imprecisdes relacionadas a essa dupla
aplicacdo da MECID.

Diante desses bons resultados, as aplicagbes aos problemas setorialmente heterogéneos com
variacdo nas propriedades constitutivas governados pela Equacdo de Helmholtz se afiguram como
sendo o objeto do prosseguimento dessa pesquisa.
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