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Abstract. This paper applies the boundary-element subregion-by-subregion (BE SBS) technique to
solve torsion problems in general composite bars. One presents details of the BE formulation for primary
torsion in coupled domains, including the discussion on the Krylov solvers embedded in the coupling
algorithm. The general principles involved in the derivation of the preconditioned Krylov solvers are
presented, although particular emphasis will be given in the applications to the short-recurrence methods
as the BiCG (biconjugate gradient) and BICGSTAB(I) (I-dimensional biconjugate gradient stabilized)
solvers. Discontinuous boundary elements, essential to alleviate the modeling process of coupled
domains, are also developed. In this respect, efficient (low-order) quadratures for integrating singular
and nearly-singular fundamental kernels over the boundary elements are proposed. In addition, in order
to accelerate the iterative solution process, the BE SBS matrix structure is used to form an efficient
sparse incomplete LU factorization (SILU) preconditioner. Bars with complex composite patterns (e.g.
with many different materials) are analyzed to attest the efficiency and robustness of the whole
boundary-element technique.

.Keywords: Torsion problems; bars with generic composite cross-sections; generic subregioning
technique; numerical quadratures for singular and nearly-singular integrals
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A BE SBS aplicada ao estudo de barras de secdo heterogénea sujeita a momento torcor

1 Introducédo

Em problemas praticos de engenharia, barras sujeitas a momento tor¢or estéo presentes em diversos
sistemas estruturas, sejam em estruturas de obras civis, como pontes, viadutos em trechos curvos,
nlcleos rigidos de edificios, ou em outros setores, como em elementos de maquinas, estruturas da
industria naval e aeroespacial, etc. Uma forma de tratar do problema da torcdo primaria é através da
formulacédo da Saint-Venant, a qual converte o problema de elasticidade tridimensional em um problema
de potencial bidimensional descrito pela equacdo diferencial parcial de Laplace. Esta por sua vez é
convenientemente solucionada numericamente por meio do Método de Elementos de Contorno (MEC).
Como no MEC o dominio do problema é reduzido em uma dimenséo, verifica-se significativa reducdo
do custo computacional, dado que para essa classe de problema, o célculo dos coeficientes das matrizes
envolve apenas integrais de linha. Sendo assim, apenas o contorno necessita ser discretizado, reduzindo,
portanto, a ordem das matrizes, se comparado aos métodos de dominios como Método dos Elementos
Finitos (MEF). Nesse sentido, diversas pesquisas visando estudar barras sujeitas a tor¢do bem como
aprimoramento do MEC, tém sido desenvolvida nas ultimas décadas por diferentes autores.

Em 1989, Athanasiadis, [1] utilizou o M.E.C. para analisar barras sujeitas a tor¢do a partir da
formulacéo de Saint-Venant, onde apresentam-se detalhes de uma formulag&o indireta para obtencéo
das coordenadas do centro de tor¢cdo em barras de se¢des quaisquer. Suas analises se limitavam a
elementos estruturais homogéneos, prismaticos, cujas secdes sdo compostas apenas por paredes
espessas. Aproximadamente uma década mais tarde, diversas pesquisas relacionadas foram publicadas
por Sapountzakis e seus colaboradores. Em Sapountzakis [2], uma estratégia baseada no MEC é
desenvolvida para tratar da torcdo ndo uniforme em barras prismaticas de secdo homogénea, a qual
também utiliza uma estratégia indireta para determinacgdo das coordenadas do centro de tor¢do, sendo o
calculo do momento de inércia a torcéo e da constante de empenamento realizado através de integrais
de dominio utilizando células de integracdo. Em Sapountzakis [3], estende-se essa formulagdo para
secOes heterogéneas, e em Sapountzakis [4], se¢Bes variaveis ao longo do eixo do elemento séo
consideradas, evidenciando-se que as tensdes normais decorrentes de eventual restricdo ao
empenamento nos apoios, assim como as tensdes de cisalhamentos secundarias, sdo bastante
significativas.

A cerca do aprimoramento e aplicacdo do MEC, em 2003, Ardujo et al. [5] apresentaram a primeira
versdo da BE SBS (BE subregion-by-subregion technique) baseada em solvers iterativos de Krylov,
voltada para problemas de acustica dependente do tempo. No ano seguinte, Aradjo e al. [6] ampliaram
a formulacdo para problemas dindmicos no dominio da frequéncia. Em 2006, Araujo et al. [7]
desenvolveram uma versdo destinada a analise de sélidos 3D, que considerava o solver J-BiCG
(gradiente biconjugado com pre-condicionamento de Jacobi), evérios algoritmos especiais de
integracdo, para a avaliacdo de integrais singulares e quase-singulares, baseados na combinacdo da
transformacdo cubica de coordenadas de Telles e transformagdo de coordenadas polares triangulares
foram implementados. Mais tarde, em 2008, buscando avaliar a contribuicdo para o aumento de
resisténcia de materiais compositos reforcados com nanotubos de carbono (CNTS), Araujo e Gray [8]
aprimoraram os algoritmos de integracdo com uma estratégia analitica baseada no teorema de
divergéncia de Stokes. Nessas analises, elementos descontinuos, imprescindiveis em problemas
praticos, foram implementados. Em 2011, Aradjo et al. [9], ainda estudando o comportamento dos
(CNTSs), aperfeigoaram a técnica, com a implementagédo do solver BiCG-SILU, onde a matriz do sistema
de equac@es tem seu condicionamento melhorado com a aplicagdo de uma fatoragcdo LU incompleta, a
partir dos blocos da diagonal principal gerados pela propria técnina BE SBS. Em 2013, Aradjo et al
[10], incoporaram as formulagGes o solver BICGSTAB(I)-J, onde condicionamento da matriz global é
melhorado com aplicacdo do pre-condicionamento de Jacobi, acelerando o processo de convergéncia.
Por ultimo, em 2019, buscando melhorar ainda mais a técnica, em Aradjo et al [11], implementaram o
solver BICGSTAB(I)-SILU, onde pela primeira vez o pré-ondicionamento baseado na fatoragdo
incompleta LU foi considerado com o solver BICGSTAB(I). Além disso a técnica BE SBS foi adaptada
para uma formulacéo bidimensional do MEC voltada para o problema da torcdo em barras de secédo
heterogénea. E importante esclarecer que a razo de tantos esforgos dedicados ao aperfeicoamento de
solvers iterativos, se d& em decorréncia de a matriz global do sistema de equagdes resultante do processo
de sub-estruturacdo ser bastante esparsa. Em problemas envolvendo um nimero elevado de sub-regides,
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solvers iterativo derivados de Krylov permitem a resolucdo do sistema de equacgdes sem a necessidade
de montagem explicita da matriz global, propiciando grande economia de memédria e tempo de
processamento, pois as opera¢des com os blocos de zeros sdo completamente evitadas.

Outro aspecto relevante, é a utilizac&o de elementos descontinuos e a resolugdo de se¢bes contendo
dominios esbeltos. Ambos fatores implicam na presenca de integrais quase-singulares. Por essa razéo,
algoritmos especiais de integracao, baseados na transformacéo de coordenadas de Telles (cubica), foram
desenvolvidos para integrais de linha resultantes da aplicagdo do MEC a problemas 2D de torgé&o.

Neste trabalho a técnica BE SBS é novamente testada em uma formulagdo bidimensional do MEC
para analise de barras prismaticas de se¢do heterogéneas submetida a torcdo uniforme. As secOes
estudadas envolvem uma grande quantidade de sub-regiGes ou de inclusGes, e novas discussdes a
respeito do desempenho, eficiéncia e robustez dos algoritmos implementados sdo realizadas,
demostrando que eles sdo promissores e devem ser incorporados em um programa de portico espacial
no futuro, permitindo analises mais fidedigna das estruturas reais do dia-a-dia da engenharia.

2  Problema de valor de contorno para se¢des genéricas

Na formulacdo de Saint-Venant, o problema de elasticidade tridimensional é convertido em um
problema bidimensional descrido pela equagdo diferencial de Laplace (1), referenciada ao centro de
tor¢do. Tem-se

72Y(xy) =0, 1)
sob a condigdes de contorno descrita pela equagéo (2),
p(x) = Tp(x) - n(x) = £ = x - £(x). @

Entretanto quando a secdo é heterogénea, assimétrica, o centro de torcdo é desconhecido. Entdo é
adotado um sistema de referéncia global arbitrario XYZ, paralelo ao sistema de referéncia com origem
localizado no centro de tor¢do XYZ . A figura 01 mostra uma secdo heterogénea, assimétrica,
referenciada aos dois sistemas de referéncias.

Y ‘ i(x)=t(x) n(x)=n {;]

I ol
r Tl Fﬁ
? i lx“. 0,
‘ @ Cantrdide : A(xy.z)

) Q X
Yo"" I X : ’

O. Centro da X

+ torgio
2, : j
r\I;

. i
L1 7 O _ > _

X

Figura 1: Componentes de deslocamentos de um ponto A(X,Y,Z) em uma sec¢do arbitraria
heterogénea.

As coordenadas em termos do sistema arbitrario sdo dada pelas equages (3) e escritas na forma ,
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A=(xy,2)=A=(xy,2),
zZ =2z,
X =%— 7, (3)
Y=Y Yo
e o0 campo de deslocamentos da equacdo (1) € reescrito conforme equacdes (4),
Uy = —=0'Z(y — ¥o),
uy, = 0'z(x — X,), (4)

u, = 0P(x — %o,y — ¥o),
onde 8’ corresponde taxa de rotacdo por unidade de comprimento e (X — Xy, ¥ — ¥y,) € a fungdo de

empenamento escrita em termos do sistema de referéncia XYZ. O problema de valor de contorno € entéo
descrito pelas equacdes (5)

2.7 — = .
s it — 4 )
Viay=0,emx € ;i =1,ns

oYy _ _ _
E =Dii = xt,emx € Fii’ (5)

G; [ﬁij - (Ef(x))ij] = Gj [ﬁji - (Ef(x))ﬁ], emx € [},

idéntico ao problema de valor de contorno descrito pela equagdo (1), sob as condi¢des de contorno da
equacao (2). A equacdo (6), abaixo, estudada em [1] e [3], relaciona as fungBes de empenamento
estabelecidas nos dois sistemas de referéncia. Tem-se

P=p+7f—xoF+0 ©)

sendo  referenciado no centro de torgo, 0, e v referenciado em um ponto qualquer O.
3  Método dos Elementos de Contorno

O ML.E.C. consiste basicamente em converter as equagdes diferenciais parciais que governam um
problema em correspondentes equagdes integrais, envolvendo apenas valores de contorno. Com isso,
apenas o contorno necessita ser discretizado, proporcionando uma significativa reducdo na
complexidade da malha, bem como uma reduc¢do do tamanho do sistema de equacdes algébricas, fazendo
com que o método se apresente bastante adequado para resolver o problema de valor de contorno
descrito pelas equagoes (5). A conversdo das equagdes descritas no dominio em integrais de contorno se
da por meio das relagdes de Green, sendo a respectiva integral de contorno expressa pela equagao (7),

O + fp*@ O P@dr = fw*@ O p@dr, ™

onde X ¢ denominado ponto de campo e o ponto § ¢ denominado ponto fonte. Os termos P*(x, §),
p*(x,&) e c(§) correspondem a solugdo fundamental, fluxo fundamental e o termo livre da integral
respectivamente, cujas expressoes para problemas de potencial em formulagdes bidimensionais sdo
dadas pelas equagoes (8),

Y*(E§) = -In~

TI
YPr(xd) _ 1 ®)
e _ x5 _ 1 T,ini)

p ) = on(x) 211'( r )

com r = ||r|| = ||x — &]|, sendo a norma do vetor raio, compreendendo a distdncia entre o ponto de
ar T . . o~ o\ =

campo e o ponto fonte e r; = P 7‘, correspondente a derivada do raio em relagdo a x;.

L
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3.1 Discretizagdo do MEC

Devido a complexidade das se¢des utilizadas na prética, faz-se necessario subdividir o contorno
em N segmentos menores denominados de elementos de contorno. A figura 2 apresenta uma tipica malha
de elementos de contorno, utilizando elementos parabolicos de trés nos, onde os nés destacados
delimitam o inicio e fim de cada elemento.

nd geometrico/
delimiador do elemento

O no geométrico

® ponto fonte

- _
X

Ql

Figura. 2: Malha de Elementos de Contorno

Os seguimentos sdo interpolados por fungdes simples, chamadas de funcGes de forma. Em
particular, nesse trabalho utilizou-se as fun¢des Lagrangeanas de grau 2 (quadréaticas). Deste modo,
quando a equacdo integral (7) é discretizada, ela se apresenta conforme a equacao (9),

N
CEIPEN + ) 35 p* (% &) [haPS + hs P + he PP’ | dry
N : ©)
=) 35 V'@ ) (B + ha)pY + he(p | ar
j=1

sendo hy (1) , hg(n) € ho(n) as fungdes de forma, equagdes (10),
ha(n) =510 — 1),
hg(m) = (1 —n)(1 +n), (10)
he(n) = 5n(n + 1)
por meio das quais, a geometria, o potencial e o fluxo s2o interpolados conforme equagdes (11),
%:(7) = ha(m]y + hs(MT)p + he Ty,
Di(1) = ha)bly + h (NPl + he P, (11)
Pi(7) = ha(DPly + hp (Bl + he (B
Em notagdo matricial, a equacéo (9) é reescrita conforme a equacéo (12),
Hy = Gp, (12)
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onde os coeficientes da diagonal da matriz H resultam da integragdo de nucleos fortemente singulares,
ou seja, trata-se da avaliacdo do problema de valor principal Cauchy. Na implementagcdo computacional,
esses coeficientes sdo calculados indiretamente pelo critério de corpo rigido (RBD)

Como no problema de valor de contorno referente a torcéo, equagdo (5), os fluxos normais séo
prescritos em todo o contorno livre, dispensa-se a permutacdo de colunas como ocorre nos demais
problemas no &mbito do MEC. Deste modo, basta efetuar a multiplicacdo matriz-vetor do lado direito
da equacéo (12) e obtém-se o sistema, da equacéo (13),

Hy = B. (13)

Entretanto, como s6 ha fluxos prescritos, o sistema 13 é singular. Para superar essa dificuldade, a
singularidade é removida impondo-se valor nulo a uma componente qualquer do vetor potencial (y;)
associados ao contorno livre o [j;.

3.2 Elementos descontinuos

Em secOes que apresentam contornos angulares, a necessidade de considerar a descontinuidade de
fluxos é solucionada com a utilizagdo de nos duplos. Esses nds dividem a mesma posic¢éo no sistema de
referéncia global adotado e cada um deles pertencerd a um respectivo elemento. Entretanto, quando
houver potencial prescrito ou interface entre materiais em pontos angulosos, havera na Matriz H, linhas
linearmente dependentes, causando singularidades no sistema de equacdes. Para superar essa dificuldade
na implementacdo computacional é empregado o chamado elemento descontinuo. Nesses elementos,
usam-se pontos nodais situados em suas bordas para a interpolacdo da geometria (n6s geométricos),
porém adotam-se nds funcionamos ligeiramente deslocados para seu interior para a aproximagdo das
variaveis de campo (empenamento e fluxo), como é mostrado na figura 3.

I
j

\ |

hy hg
_ < 0 C /— P o C
=1 170 =+ '
A ‘
/h_f hy__ “ A
T n B — \b\ + m + e
! _ _ A L an] / lca 4 _
-0

-

n=+1

=1 M=
Figura 3. Atuacdo do elemento descontinuo.

E importante esclarecer que com a consideracdo de elementos descontinuos acrescentam-se nos
funcionais a mais no modelo, e consequentemente equagOes adicionais sdo geradas no sistema de
equacdes. Por esta razdo, na implementagdo computacional, os elementos descontinuos sdo utilizados
apenas quando necessario.

3.3 Aspectos da integracéo

As integrais quase singulares, que aparecem quando a norma do vetor raio das solucgdes
fundamentais descritas nas equacfes (8) sdo pequenos ou tendem a zero, sdo calculadas usando a
quadratura de Telles, que consiste em uma transformagéo cubica de coordenadas, em que, dentro do
elemento mapeado em coordenadas naturais, os pontos de Gauss sdo deslocados em direcdo a
singularidade. Em particular neste trabalho, consideraram-se singularidades também sobre os nés
funcionais ligeiramente deslocados para o interior dos elementos descontinuos. A figura 04 mostra a
distribuicdo dos pontos de Gauss deslocados segundos as posi¢des singulares adotadas nesse trabalho.
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Figura 4. Distribuicao dos pontos de Gauss nas quadraturas utilizadas

Outro aspecto importante consiste na subdivisdo do dominio de integragdo em dois subdominios
guando a singularidade se situa no centro do elemento de contorno. Os coeficientes das matrizes H e G
séo calculados conforme equacgdes(14),

hij = § " (% &)ha DI I ()dy ,
gij = 6 W (& Ehg P IT(dy

onde J5¢ é o jacobino da transformacao associado aos subdominios, que é igual 1.0 quando se tem um
subdominio e 0.5 quando se tem dois subdominios, e 0 jacobiano da transformacdo de coordenadas
cartesianas para coordenadas naturais, equacao (15),

Jon) = J (L) + ()" (15)

dn
J& o jacobiano da transformacdo cubica de Telles é calculado pela expressao

(14)

JT(y) = 21 (16)

1+3y2 7

com y sendo em coordenadas cubicas, a posi¢do da singularidade.
3.4 Téecnica de subestruturacéo genérica de elementos de contorno (BE SBS)

A técnica (BE SBS) é desenvolvida visando criar uma implementacdo computacional robusta, de
tal maneira que se possa estudar secdes de compdsitos contendo um nimero genérico de materiais e
inclusdes. Dentre outros pontos a serem destacados, tem-se a independéncia na geragdo dos modelos de
elementos de elementos de contorno (matrizes Hi e Gi) associados a cada material (sub-regido) presente
na sec¢ao e a busca automatica das sub-regides e nos/graus de liberdades acoplados. Além disso, faz uso
de elementos descontinuos apenas onde € necessario, como ocorre na interface ilustrada na figura 6.

Para o problema especifico da torcéo, sabendo que nas interfaces [xt(x)];; = —[xt(X)];;,
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estabelece-se a relacéo de equilibrio, equagéo (17),

P'ij = =i + (G — G;)qy;, (17)
com p';; e q;; expressos pelas equagdes (18),
- ~ 0y _ S
p'ij = Gipij = G; (%)ij' qij = [xt(X)];; - (18)

Vetorialmente tem-se a equacdo (19):

ns

-1
Z(Hijq)ij ~G'yp'y;) + Hyy; + Z (Hjpi + 6P i)
=1

ns (19)
=G;p; + Z [(G; - G))G';;q;;],i = L,ns
j=1t1

com G,ij = Gl]/Gl
A figura 5 mostra o aspecto de um sistema explicito de equagdes de uma se¢do contendo trés
materiais segundo a técnica BE SBS.

I I | I, | I3 | I I T
[ \ \ |
- | —
e B G Gy 32| |8, N (GGG 5ty H(G-G:)G' 33t
9.5
P
I3 Hy| [S2A2Hn] G'n | 22| — B, 214 (Gy-Gy)G'xty,
P23
| P
I3 Ha Hyy |-Gy -G Ass P By || vs
x|

Figura 5. Formato de armazenando das submatrizes na matriz global.

Na figura 5, o bloco A;; por exemplo, corresponde a parcela da matriz da primeira sub-regido associado
aos termos incognitos, o bloco H,,, correspondente a parcela da matriz H da primeira sub-regido que
estdo associados com o empenamento na interface com a sub-regido 2 e assim por diante. O bloco B
corresponde a parte das submatrizes da primeira sub-regido associada aos valores prescritos.

Note que na matriz explicita, hd uma grande quantidade de blocos de zeros. E 0 emprego dos solver
iterativos permitem dispensar as operagdes e 0 armazenamento de tais blocos.

elementos
descontinuos

nos acoplados

e == vetores normais unitarios
s
4 -~
‘"
\ . 2]

Figura 6. Interface contendo elementos descontinuos
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3.5 Solvers Iterativos de Krylov

Aplicando solvers de Krylov precondicionados ao sistema de equacdes, equacao (20),
Ax = b, (20)

expressa-se 0 pseudo-residuo na a i-ésima iteracdo conforme equacéo (21),

61' = l/ji(Q_lA)so € Ki+1(Q_1AI 60)! (21)

sendo K;,,[(Q"1A),8,] do (i + 1) o subespaco dimensional de Krylov associado a matriz (Q~1A) e
8, € Q € uma matriz de pre-condicionamento, Vorst [12]. Assim, o polindmio de reducao do pseudo-
residuo acima, y;, € expresso pela equacao (22),

1
@) =1+ ) FIQ AL 22)
k=1
onde os escalares ﬁ,&i_l) sdo as componentes do pseudo-residuo em relacdo a base do subespaco de
Krylov (Q14)%8y,k =1, ..., 1.
3.5.1 Método BiCG

Este método foi desenvolvido por Fletcher[13], e tem como caracteristica levar em conta 2 termos
iterativos dados pelas expressoes (28),

Xiy1 = X + A4ip;

pi=6;+api 1

, conforme equagdo (22), p; € 0 um vetor pesquisa dado pelas

(23)

onde, para um certo escalar y: ™t
equacOes 24,
pi = $:(Q'A)S; € Ki11(Q714, ),
4 .
bQ =1+ w V@A),
e 0 parametro A; e a; na formula iterativa sdo determinadas a partir das condigdes de ortogonalidade,
dados pelas equagdes (25),

578, =0 o
o1 Q% J, (25)
p; (@ A)p;=0

(24)

sendo
8; = :l(Q'A)"18; € Kiy1[(Q1A)T, &3],
x - « - « 26
P = Bil(Q A1} € Kiyr (@A), 85). (26)
Resulta entdo conforme [12] e Y. Saad [14], os pardmetros BiCG, dados nas equacdes (27),
_ &
LT P ap!
! (27)
o = 875
L 5;—1T5i—1.
3.5.2 O método BICGSTAB e BiCGSTAB(I)

A ideia principal destes métodos consiste em calcular os parametros BiCG dado pela expressdes
(27), impondo uma condicdo adicional de minimizagdo do pseudo-residuo ;. Em particular no
BiICGSTAB(l), o pseudo-residuo, &'; e a pesquisa do vetor direcéo séo dadas pelas equagbes (28)
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&'y =1;(Q7A)Y;(Q71 A8,

, _ _ 28
Pji—1=1;Q 'A)$;_1(Q71 A8, (28)
onde o polinémio n;(+), é conforme equagéo (29),
l
Q) =1- ) wy @A), 29)
k=1

Os parametros wy,; s&o determinados minimizando-se &'; no subespaco de Krylov I-dimensional.
Note que na relagéo (28), o polindmio de minimizagdo n; (+) € aplicado ao pseudo-residuo, 1/7]- (Q71A)8,,
e adiregdo de busca, ¢;_; (Q~*A)8,, do método BiCG. Pela aplicacéo entédo do método BiCGSTAB(l),
0s parametros BiCG nas equacdes (27) sdo recalculados conforme equacdes (30)

58Tﬂj+k(0_1A)5j+k

Aing = ;
Tk T 5T (@ 1AM 111 (Q AP 4k (30)
_ 85" 1j4k(Q 7 A)8 4k
' 58T7Ij+k(Q_1A)5j+k—1.
353 Pré-condicionadores

Uma vez que a razdo de convergéncia dos solver iterativos é intimamente relacionada ao
condicionamento espectral da matriz do sistema de equagles, 0 pré-condicionamento tem,
teroricamente, fundamental influencia na sua performance. Em geral, quando se trata de sistemas nao
simétricos, como € caso dos existentes na formulacdo do MEC, uma série de técnicas de pre-
condiocimanento tem sido discutida na literatura K. Chen[15], M. Benzi e T. Mirosla [16], U. Langer et
al [17], [12] e [14]. Em geral, a matriz explicita dos métodos iterativos basicos, como os métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel ou de ILU (decomposi¢do LU incompleta) podem ser usadas para construcao de
pré-condicionadores. Na técnica BE SBS, existem combinado diversos solvers, sendo estudado nesse
artigo, o solver BiCG-J que combina o método BiCG com o pré-condiconemtno de Jacobi, o solver
BiCG-SILU que combina o método BiCG com o pré-condicionamento baseado na fatoracdo LU, o
BICGSTAB(I)-J usa a esttatégia de suvis¢do combinado com o pre-condicionamento de Jacobi e o solver
BiCGSTAB(I)-SILU que combina a estratégia de suavisagdo com pre-condicionamento (LU). Na BE
SBS é chamado de fatoracdo LU incompleta, pois se aplica apenas nos blocos da diagonal da matriz
global (vide figura 5 acima).

3.6 Determinagdo de centro de torgdo

Uma vez solucionado o sistema de equagcdes referenciado em XY Z obtendo-se i e p’, utilizando a
equacdo 17 acima, calcula-se p para o contorno de cada sub-regido, e entdo as coodenadas X,,y, do
centro de torcdo sdo obtidas por meio do sistema equagdes (31), também utilizado por
Sapountzakis [3],

agzXo —AgyYo —AgoC = —Og
AgyXo —QAyyYo —AyoC = —ayy, (31)
AgoXo —AyoYo —QooC = Ay

onde os coeficientes do sistema, equacdo (31) séo dados nas equagdes (32),

nmat nmat nmat nmat

Az = Z ElIJLEf a}—,y = Z ELIJL/}—,, Aoy = Z El‘Q‘l = 0, awo = Z EEM;I,U'
i=1 i=1 i=1 i=1
n mat n mat nmat
Axy = Z Eil;izy Ayo0 = Z EiMsiy, Ay = Z Eil;—,q,_ Uzy = Qyx, (32)
i=1 i=1 i=1
n mat n mat nmat
azo = Z E;M., ago = z E:M; Ay = Z EIL;
i=1 i=1 i=1

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



M. J. Hillesheim, G.V. Renostro, F.C. Aradjo

As propriedades geométricas presentes nas expressdes acima envolvem integrais de dominio, as
quais por sua vez sao transformadas em integrais de contorno, de modo que as malhas de contorno ja
existentes podem ser utilizadas. Tem-se, portanto as equacdes (33),

A=l = f dQ; = f Inedl, Iiz= f yidQ; = }gfyznxdn
I)lz)—/ = f}?j}dﬂl = f}fz}_/nxdr" I)l_/)_/ = fdeQl — ffz}—/nydl-\’
Msif = f)_/dﬂl = ffynydr‘; M;-y = J‘XQL = ff)_/nxdr,
' 50 ! 5 (Ls) 5 33
fo- o[- (ol -
I = xPdQ; = lxzn P — 1x3 5| dr’
xP - | A 2 X 6 p )
i - - (1 .\ _

Uma vez determinada as coordenadas do centro de tor¢do, é entdo realizada a transformagéo das
grandezas, obtendo-se o empenamento e os fluxos no contorno de cada sub-regido através das
equacOes (34).

Y =9 —yox + Xy —c¢
(34)
p=p—Yon,+ JzOny

Conhecendo empenamento e os fluxos no contorno de cada sub-regido, calculam-se os

deslocamentos e as derivadas cartesianas nos pontos internos pela equacéo integral. As tensfes nos
pontos internos através das expressdes (35) sao dadas por

! a I d
T = Gi0'(2) (52— ¥), 7y, = GO’ (D) (52 + %), (35)
sendo que no contorno, as derivadas cartesianas sdo das pela equacéo (40),
0
(L)
ot=1%] e @ ¢ (36)
- xTt
dy

com J(n) denotando o jacobiano da transformacgdo de coordenadas cartesianas para coordenadas
naturais.

4 Aplicacdes

Exemplo 01. Trata-se de uma viga estudada por Sapountzakis [3]. No presente estudo, a viga é
submetida a um momento torgor Mt = 500kNL. A secdo transversal é composta de trés diferentes
materiais em contato como mostra a figura 7-a). Os modulos de elasticidade transversal de cada dominio
sd0 Gi = 100x10°N/L, G2 = 150x10°N/L e Gs = 50x10°N/L, com o mesmo coeficiente de Poisson para
os trés materiais, v; = v, = v3 = 0.2. A malha de elementos de contorno € mostrada na figura7-b),
onde o dominio ©, e dominio Q5 possuem 128 nds geométricos e 64 elementos de contorno quadraticos
cada um, o dominio Q, possui 56 n6s geométricos e 28 elementos quadraticos. Sao utilizados elementos
descontinuos em toda extensdo curva do modelo e junto aos cantos de cada sub-regido.
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aa) b)

Figura 7. Modelo de composito estudado no exemplo 01

Com a finalidade de atestar do cédigo desenvolvido, confrontam-se os resultados obtidos com 0s
de Sapountzakis [3]. As grandezas avaliadas sdo 0 momento inércia a torgdo I, = Y1, (G;/Go)lyj,
tomando G, como 0 modulo de elasticidade do dominio Q3 , Go = Gs = 50x109N/L. As grandezas séo
calculadas de forma adimensional, onde I, =1,/L* a tensdo maxima adimensional,

(Tmax = Tmax/G30'L) com T,,,, correspondente ao maximo valor de /T;x + 72, avaliados em em

N/L?. E importante esclarecer que esses valores dependem da relagéo entre os modulos de elasticidade
dos materiais presentes na se¢do, o parametro (¢ = G,/G; = 2) e 0 parametro f = G,/Gz = 3. Os
resultados obtidos com BE SBS mostrados na tabela 1, foram obtidos com o solver direto (LU), a
integracdo foi realizada com 6 pontos de integracéo (npi=6)

Tabela 1. Comparacéo dos resultados da BE SBS com valores divulgados na literatura
(exemplo 01)

I_t fmax lpmax/Lz
BE SBS  Sapountzakis BE SBS  Sapountzakis BE SBS Sapountzakis
0.2107  0.2106 1.2606 1.2583 0.04755 0.0478

O empenamento e a distribuicdo tensdes de cisalhamento /Tgx + 177, na secéo, em N/L?, s&o
mostrados nas figuras 8 e 9 respectivamente.

0.04375

o5 R
I 001375 a). Isolinhas do empenamento BE

e 0.04755

Pin: 004756 SBS Sapountzakis [3]
Figura 8. Resposta do empenamento ao longo do compésito do exemplo 01

Os resultados sdo bastante semelhantes. As pequenas divergéncias observadas se devem ao fato de
a técnica BE SBS utilizar elementos parabdlicos isoparamétricos e os algoritmos especiais de integracdo
descritos acima, enquanto Sapontzakis [3] utiliza elementos superparamétricos constante e integracdo
baseada na quadratura Gauss padrdo. Observando a figura 8, nota-se bastante semelhancga nos valores

de empenamento obtido via técnica BE SBS e a metodologia adotada por Sapountzakis, atestando os
resultados da BE SBS.
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Tensao

2.99e+06

2.26e+06

1.52e+06

7.86e+05

5.15e+04

Figura 9. Distribuicdo dos fluxos de tensdes ao longo da secéo transversal do exemplo 01

Observando a figura 9, notam-se os fluxos de tens@es rodeando o centro de tor¢do, que em relacéo ao

sistema de referencia XY Z possui as coordenadas X, = 0.4430/L e Y, =0.5000/L, em concordancia com
0 esperado.

Exemplo 02. Visando expor os algoritmos desenvolvidos a problemas envolvendo compositos de
alta complexidade e demonstrar sua robustez, elaborou-se a se¢do com 108 sub-regides resultante do
agrupamento da sec¢do estudada acima, também estudada em [11], conforme é ilustrado na figura 10-a).
A malha utilizada, mostrada na figura 10-b), também ¢ resultante do agrupamento da malha usada no
exemplo anterior. Levando em conta os graus de liberdades acrescidos em decorréncia do uso dos
elementos descontinuos, 0 modelo possui 14328 graus de liberdades gerando um sistema de equagdes
acoplado de 205,29 milhdes de coeficientes.

AY
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1921901920920 %0%

ooloe o]
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~~ctoto—,

b >
X
a). Secao transversal do composito estudado b). Malha acoplada de elementos de contorno
Figura 10. Se¢do complexa com 108 sub-regi6es do exemplo 02.
Na figura 11 é mostrado a disposi¢ao das submatrizes (faixas em preto) do sistema de equagdes
global acoplado. Nela é possivel observar o quéo esparso € o sistema de equacGes acoplado (98.11%) e

0 quéo vantajoso deve ser, portanto, o uso de solvers iterativos.
. | 3

Il
b). detalhe do aspecto da matriz a). Matriz completa

Figura 11. Distribuicdo das matrizes das sub-regi6es no sistema de equacgdes acoplado do exemplo 02.

A figura 12 mostra o empenamento /L e a distribuicdo do médulo das tensdes de cisalhamento,
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em N/L?, ao longo da secdo do composito.

|

/L 1758

0.0013

Tensdo
1.623e+4
-: 1.218E+4

4.063e+3

0.8809

-:'\.7'6]

6.366e+1

Y

a). Distribuicdo do émpenamento es de cisalhamento
Figura 12. Resposta do compésito contendo 108 sub-regides do exemplo 02
A tabela 2 compara o tempo de processamento e 0 espaco de memdria necessarios para resolver o
sistema de equacOes do presente compdsito utilizando o solver direto baseado na decomposigdo LU,
com o solver iterativo BICGSTAB(I)-SILU, adotando o parametro I=5 e tolerancia para admitir a
convergéncia (tol=1x107").

Tabela 2. Comparacéo do desempenho dos solver iterativo com solver direto do exemplo 02

Memoria Ram utilizada (Mbytes) Tempo (seg.)
BiCGSTAB(5)-SILU LU BiCGSTAB(5)-SILU LU
46.43 1597.31 2.64 162.50

Nota-se que o solver BICGSTAB(I)-SILU é bastante vantajoso se comparado com o solver direto,
pois utilizou 34 vezes menos memdaria e 61 vezes menos tempo de processamento.

A tabela 3 compara os resultados a respeito de grandezas fundamentais que dependem da precisdo
do solver utilizado e nota-se que as divergéncias sdo insignificantes entre o solver direto, o solver
BiCGSTAB(5)-SILU com ( tol= 1x107).

Tabela 3. Resposta obtidas com solver iterativo e solver direto para o exemplo 02

XO/L Tméx/L wméx/L It
BiCG BiCG BiCG BiCG
STAB(5) LU STAB(5) LU STAB(5) LU STAB(5)- LU
- SILU - SILU - SILU SILU
2.9281 2.9281 16263.58 16263.57 17551  1.7551 146.76 146.76

A tabela 4 compara a performance dos solver BICGSTAB(5)-J com o solve BICGSTAB(5)-SILU
em relacdo ao tempo de processamento e precisdo em fungéo da toleréncia de convergéncia admitida. A
precisdo é avaliada comparando-se os valores da grandeza fundamental 7,,s,/L , que depende da
eficiéncia da formula¢do como um todo.

Tabela 4. Respostas dos solvers iterativos para o exemplo 02

Tempo (seg.) Tix/L
tol BicesTAB()d O G ABH- BicasTAB()d O G A8
1x10° 0.44 234 51100.33 16263.89
1x10° 0.80 261 65495.87 16263.66
1x107 161 264 16263.16 16263 58
1x10% 1.70 311 16263 57 16263 57
1x10°1 1.86 2.98 16263.57 1626357

Nota-se que para o problema estudado, convergéncia foi alcangada com a toleréncia 1x10-7 para
todos os solvers, coerentemente, o tempo de processamento aumenta com a diminuic¢do da tolerancia.
CILAMCE 2019
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Isso se da pelo fato de quando menor for a tolerancia, maior o nimero de interagdo para alcancar a
convergéncia.

Exemplo 03. Nesse problema visa-se testar os algoritmos de integracdo e os solvers, submetendo
a BE SBS para tratar de uma se¢do contendo dominios esbeltos conforme as partes de aco da figura 13.
A secdo consiste em uma se¢édo caixdo aberta, estudada por Sapountzakis [18], onde a placa de concreto
possui modulo de elasticidade transversal (Gconc=12.5 GPa) e os perfis sdo feitos de ago de modulo de
elasticidade transversal de (Ga,,=87.5GPa), 0 coeficiente de Poisson para ambos 0s materiais sdo 0s
mesmos, (Vaeo = Veone = 0.2).

3.00 m —

550m

Figura 13. Secdo transversal do exemplo 03

O aspecto da malha de elementos de contorno acoplada é apresentado na figura 14-a). Onde a parte
de concreto possui 236 nds geométricos e 118 elementos parabolico e as duas partes de agco possuem
168 nds geométricos 84 elementos quadraticos cada. E na figura 14-b) mostra o sparcidade da matriz
acoplada, de (63.20%) resultante da malha adotada.

a). Malha de elementos de contorno acoplada b). Matriz acoplada do sistema

Figura 14. Malha de elementos de contorno acoplada para o exemplo 03

A performace dos solvers é motrada na tabela 5, fixando a tolerancia em tol=1e-6, o paramentro
de estabilizacdo em I= 5.

Tabela 5. Comparacéo do desempenho dos solver iterativo com solver direto do exemplo 03

Meméria Ram utilizada (Mbytes) Tempo (seg.)
BiCGSTAB(5)-J LU BiCGSTAB(5)-J LU
2.1643 5.3531 0.02 0.03

E possivel notar que a diverengéncia entre os solver iterativo e solver diretos € insignificante
guando se compara o tempo de processamento, fato que se deve a pouca esparsidade da matriz global
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acoplada, como pode ser visto na figura 14-b). Entretando quando se avalia 0 consumo de memoria,
verifica-se que a eficiencia do solver iterativo é vantajoso em relagdo ao solver direto baseado em
decomposicdo LU.

O desenpenho dos principais solvers iterativos presentes na BE SBS sdo confrontados na tabea 6,
onde o nimero de multiplicagdo matriz verto (nmv) e o tempo em segundos para a resolucdo do sistema
de equacdes sdo comparados para o0 exemplo 2.

Tabela 6. Camaparacao dos solvers implementados na BE SBS para o exemplo 03

o BICG-J BICGSILU  BiCGSTAB(5)-] BICGS TAB0)
nmv Tempo nmv  Tempo nmv  Tempo nmv Tempo

le-4 148 0.02 102 0.03 110 0.02 70 0.03
le-5 164 0.02 108 0.03 120 0.02 70 0.02
le-6 174 0.03 120 0.05 130 0.02 70 0.03
le-7 202 0.02 124 0.05 140 0.02 80 0.03
le-9 214 0.03 136 0.05 150 0.02 100 0.05
le-11 240 0.03 150 0.05 180 0.02 100 0.03

Analisando os resltados, todos sos solvers, apresentaram exelente desempenho no quesito tempo
de processamento.

Para testar a eficiéncia dos algoritmos de integracdo, calculou-se a posicédo do centro de torgéo Yy,
0 empenamento MAaximo 4., Usando 4, 5, 6 e 7 pontos de Gauss (npi) e compararam-se com
Sapountzakis[18]. Para padronizar, usou-se o solver direto LU em todas as analises desse problema, e
os resultados sdo apresentados na tabela 7.

Tabela 7. Resultados do exemplo 03

npi YO lpméx
BE SBS Sapountzakis BE SBS Sapountzakis
4 4.3114 6.8528
5 4.0381 6.9337
6 4.3833 43480 6.9464 6.78465
7 4.3595 6.9163

Pode-se notar que com npi=4, as grandezas avaliadas foram satisfatorias e se apresentam bastante
préximas dos valores divulgados em [18], demonstrando a eficiéncia dos algoritmos de integragdo
desenvolvidos e embutidos na técnica BE SBS. O empenamento i é mostrado na figura 15.

L T
6,908
3.473

0.000

-3.473

e —

Figura 15. Resposta do empenamento na secéo transversal estudada no exemplo 03

A distribuic&o de tensdo de cisalhamento em N/m? calculadas levando em conta um momento torgor
(Mt = 500kNm) é mostrada na figura 16.
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Figura 16. Distribuicdo do moédulo da tenséo de cisalhamento da se¢do estudada no exemplo 03

Exemplo 4. Para verificar mais um vez a robustez e eficiéncia dos algoritmos implementados,
modificou-se a secdo do exemplo anterior, inluindo na placa mais 36 barras de aco de 32 mm de diametro
com as mesmas proriedades fisica dos perfis, 0 modelo é mostrado na figura 17.

7.00 m

Y
0.75mJ075m
'O _.'“;
5.50 m X

Figura 17. Modelo da secéo estudada no exemplo 04

O aspecto da malha de elementos de contorno é mostrada na figura 18-a), onde a placa de concreto
é modelada com 458 n6s geométricos e 229 elementos quadraticos de ter nos, os dois perfis possuiem
236 nds geométricos e 118 elementos parabdlicos, as barras de aco foram modeladas com 8 nos e 4
elementos .Nos contornos curvos (ao redor das barras) nos cantos de cada subregido utilizou-se
elementos decontinuos. Na figura 18-b) é mostrada a matriz global acoplda, com esparsidade de 63%,
resultante da malha adotada. Na tabela 8, é comparado a performa-se do solver itarativo BICGSTAB(I)-
SILU, com I=5 e tol =1e-6 com o solver direto.

Tabela 8. Comparacdo do desempenho dos solver iterativo com solver direto para o exemplo 04

Memdria Ram utilizada (Mbytes) Tempo (seg.)
BiCGSTAB(5)-SILU LU BiCGSTAB(5)-SILU LU
7.1691 23.0884 0.14 0.48

Os resultados indicam que a perfomace dos solver iterativos é vantajosa tanto em relacdo ao tempo
de processamento, quanto para o consumo de memoria utilizado na analise. A divergéncia aumentou
em relagdo ao exemplo anterior, isso se da em decorréncia do muior numero de sub-regides envolvidas
na andlise e da maior ordem do modelo.
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a). Malha de elementos de contorno adotada B). Espersidade da matriz global

Figura 18. Malha de elementos de contorno adotada para o exemplo 04

A performace dos solvers novamente comparada em realgdo ao exemplo 4, onde parametros como
tempo de processamento em segundos e o nimero de multiplicacdo matriz vetor sdo avaliados.

Tabela7. Performace dos solvers para o exemplo 04

BiCG-J BiCG-SILU BiCGSTAB(5)-J BICGSTAB(5)-

tol SILU
nmv Tempo nmv  Tempo nmv  Tempo nmv Tempo
le-4 776 0.45 40 0.09 140 0.08 42 0.12
le-5 784 0.50 52 0.09 330 0.20 42 0.11
le-6 924 0.59 56 0.14 350 0.20 52 0.14
le-7 962 0.59 66 0.14 700 0.38 52 0.11
1e-9 1060 0.81 90 0.17 770 0.45 52 0.12
le-11 1310 0.81 96 0.19 930 0.56 62 0.14

Verifica-se melhor desempenho do solver BiCGSTAB(5)-SILU em relagdo aos demais em
tolerdncias mais exixtens para admicdo da convergéncia.
A figura 19 mostra o empenamento da se¢do estudada no exemplo 04.

| |
7,002
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Figura 19. Empenamento da secdo estudada no exemplo 04

A distribuicdo das tensdes de csialhamento dadas em N/m? é mostrada na figura 19, calculadas
levando em conta um momento torgor de Mt = 500kNm.
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Figura 19. Distribuicéo das tensbes de cisalhamento para o exemplo 04

5 Concluséo e consideracoes finais

Nos exemplos 01 e 03, verifica-se que os resultados obtidos com a presente formulacéo concordam
muito bem com os apresentados na literatura ja estabelecida, o que atesta a precisdo da presente
formulagéo. Em especial no exemplo 03 e no exemplo 04, em decorréncia da esbeltez das sub-regides
envolvidas, uma grande quantidade de coeficientes das matrizes do MEC resultam de integragédo de
nucleos quase-singulares, de modo que a boa concordancia com resultados obtidos na literatura
demonstra a eficiéncia dos algoritmos de integracdo desenvolvidos.

No exemplo 02, ficou evidenciada a robustez do cdédigo desenvolvido, apresentando 6timo
desempenho na analise de se¢Bes de alta complexidade, contendo grande nimero de sub-regides e de
detalhes geométricos. O emprego dos solvers iterativos de Krylov, que possibilitam a resolugdo do
sistema de equacBes sem a montagem explicita da matriz global, trouxe fantéstica reducéo do tempo de
processamento e enorme economia de memoria em comparacio ao solver direto. E importante notar,
gue quando maior o nimero de sub-regides, mais vantajoso se torna utilizar os solvers iterativos, visto
gue a tendéncia da esparsidade é aumentar conforme se aumenta o nimero de sub-regides.

A cerca dos pre-condicionadores, no que se refere ao tempo de processamento, ndo é possivel
chegar a uma conclus&o se o de Jacobi, ou o de fatoragdo LU é o mais eficiente, visto que no exemplo
02, o BiCGSTAB(I)-J apresentou melhor desempenho, enguanto que no exemplo 04, o solver
BiCGSTAB(I)-SILU apresentou melhor desempenho. Entretanto, observando a tabela 4 do exemplo 02,
verifica-se que a precisdo do BiCGSTAB(I)-SILU forneceu resultados mais precisos, mesmo atotando
uma toleréncia maior.

Todos esses fatos, demonstram que a técnica BE-SBS é robusta e deve ser considerada no
desenvolvimento de programas gerais baseados no MEC, além disso, os algoritmos desenvolvidos,
também podem ser utilizados podem ser utilizados para a determinacdo da matriz de rigidez de
elementos estruturais envolvendo se¢des complexas, se mostrando essa, mais uma aplicagdo da BE SBS.
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