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Abstract. This work presents an isogeometric formulation of the fast multipole boundary element
method and its application in heat conduction problems. The formulation is developed using complex
variables, expansion of fundamental solutions in Taylor series and using NURBS as shape functions. To
reduce the computational cost and facilitate implementation, NURBS are decomposed into Bézier curves,
making the isogeometric formulation more similar to the traditional boundary element method. Since
influence matrices are not explicitly assembled, it is necessary to use an iterative method for solving
the linear system. The generalized minimum residue method (GMRES) was chosen, based on previous
work. A description of the hierarchical data structure and of the implemented algorithm is presented.
Validation is performed by comparing results of the proposed formulation with those of the conventional
boundary element formulation. The computational cost of both formulations are analyzed showing the
advantages of the proposed formulation for large scale problems (problems with more than 100 thousand
degrees for freedom).

Keywords: Boundary element method; Isogeometric analysis; NURBS; Fast multipole method; Iterative
method.
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AN ISOGEOMETRIC BOUNDARY ELEMENT METHOD WITH FAST MULTIPOLE EXPANSION

1 Introducao

A andlise isogeométrica foi introduzida por Hughes et al. [1]] e descrita em detalhes por Cottrell
etal. [2]. A idéia bésica do conceito isogeométrico é usar as mesmas fungdes bases para a andlise, como
as que sao usadas para descrever a geometria do problema, eliminando-se, como uma das suas principais
vantagens, os erros de discretizacdo que existem na formulacdo convencional do Método dos Elementos
de Contorno (BEM).

Neste trabalho, a formulacdo isogeométrica estard munida de um recurso denominado operador
extragdo de Bézier, conforme Borden et al. [3], que tem como objetivo extrair os elementos de Bézier
isogeométricos para uso na andlise isogeométrica baseada em funcdes splines racionais nao-uniformes
(NURBS). Este operador possibilita que a integracdo numérica seja realizada sobre elementos de Bézier,
ou seja, fornece uma estrutura de elemento para a andlise isogeométrica de equagdes integrais de con-
torno, muito similar aos elementos de contorno convencional.

A decomposic¢do de Bézier é usada para calcular um conjunto de elementos de Bézier e com isso
qualquer base pode ser usada desde que a partir dessa base se construa o operador extracao de Bézier. E
isso mostra-se ser de uma grande vantagem pois evita-se fazer uso da férmula de recorréncia e de alto
custo computacional para o célculo das fun¢des bases das NURBS, Cox-de Boor, conforme Piegl and
Tiller [4] e Rogers [3]].

As quantidades fisicas no contorno sio interpoladas usando as fun¢des bases NURBS, ndo-nulas
e de suporte local, referentes ao segmento considerado na integragdo. Todavia, aplicar a formulacdo
isogeométrica do método de elementos de contorno (IGABEM) diretamente, na forma convencional,
consome muito tempo e memoria quando se analisa problemas de larga escala (problemas com vérios
milhares de graus de liberdade), uma vez que sua ordem de complexidade de tempo é pelo menos O(N?),
onde N ¢ o nimero de graus de liberdade e as matrizes cheias e ndo simétricas do BEM se tornam muito
grandes nestes casos. Para reduzir essa complexidade para O(N) ou O(Nlog(N)) como é mostrado por
Nishimura and Liu [6], o Método Fast Multipole (FMM), cujo algoritmo é extensamente detalhado pelas
referéncias Liu and Nishimura [7], Greengard and Rokhlin [8]] e Rokhlin [9], é acoplado ao IGABEM,
doravante denominado IGAFMBEM, e este, por sua vez, passa a ter capacidade de tratar problemas de
larga escala.

Uma vez que o FMM dispensa o armazenamento da matriz dos coeficientes na memoéria do com-
putador, faz-se necessario o uso de um solver iterativo e assim o Generalized Minimal Residual Method
(GMREYS), Saad and Schultz [10], é adotado de acordo com sua eficicia confirmada em trabalhos ante-
riores.

A proposta deste artigo é comparar a precisio e o custo computacional entre o algoritmo implemen-
tado da formulagdo IGAFMBEM e o BEM convencional usando elementos quadraticos continuos.

2 As B-splines nao uniformes racionais (NURBS)

As fungdes de forma lagrangianas usuais ndo sao capazes de descrever geometrias mais complexas
exatamente. Além disso, ndo preservam continuidade na derivada das varidveis, apresentando, assim,
diversas fontes de erros nos cédlculos. E € nesse contexto que entra em cena, efetivamente, as fungdes
bases dos sistemas CAD/CAE, que sdo as func¢des ndo-uniformes racionais B-splines (NURBS). As
NURBS sio aptas na geragao exata de geometrias complexas como as se¢des conicas, ou seja, hipérboles,
elipses e pardbolas, e esse foi um dos principais motivos de terem sido amplamente adotadas na industria.
Adicionalmente, também podem representar adequadamente as varidveis de campo.

2.1 Curva de Bézier

Pode-se definir uma curva de Bézier dependente do pardmetro real ¢, onde 0 < ¢ < 1, como:
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n+1

a(t) =Y BJ), (1)
=1

onde os coeficientes P; sdo chamados pontos de controle que formam o poligono de controle e a base de
Bernstein, J*, € dada pelo polindmio de grau n:
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Figure 1. Curva de Bézier

Na Fig. [I} pode-se ver uma curva de Bézier de ordem n + 1 = 4 e seu poligono de controle.
Algumas propriedades importantes dessa curva s@o: (a) O nimero de pontos de controle menos um ¢é
o grau do polindmio gerador da curva; (b) A curva comeg¢a no primeiro ponto de controle e termina
no ultimo; (c) As inclinagdes dos vetores tangentes as extremidades desta curva, sdo as mesmas dos
respectivos segmentos do poligono de controle que contém estas extremidades; (d) A curva estd sempre
contida na envoltdria convexa dos pontos de controle; (e) A curva € invariante por transformacdo afim;
(f) Cada ponto da curva é calculado como uma soma ponderada de todos os pontos de controle e desta
forma, uma mudanca de um ponto de controle afeta toda a curva globalmente.

2.2 Curva B-spline

As curvas B-splines sdo uma forma generalizada das curvas de Bézier. E composta de uma ou
mais curvas de Bézier com um compromisso de continuidade entre as curvas/segmentos. Cada ponto de
controle influencia apenas alguns segmentos da curva B-spline. Assim, pode-se ter um controle local da
curva.

Uma curva B-spline € descrita por:
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n+1
Oé(t):ZPZNZk(t), tmin <t <tlmaz, 2<k<n+1, 3)
=1

onde P; s@o os pontos de controle e Nik sdo as fungodes base de ordem k e grau k — 1.
As funcodes Ni”c ndo sdo definidas explicitamente, mas sdo calculadas pela férmula recursiva Cox-de
Boor, Piegl and Tiller [4]:

1, se u; <t <wujq
Nit) = ' " @)
0, se caso contrdrio

t — ;) NF71(¢ L — ONE L
Nik(t) _ ( 'uz) i ( ) i (ka' ) z{+1 ( >’ (5)
Uj-k—1 — Us Uitk — Ui41

onde u}s formam uma sequéncia ndo-decrescente de pardmetros reais compondo o vetor de knots
U={u <us <ug < <}

O ndmero de intervalos ndo-nulos no vetor U define o nimero de segmentos da curva B-spline.
Cada segmento sofre influéncia de k pontos de controle. Cada vez que o parimetro ¢ entra em um novo
intervalo, um novo ponto de controle se torna ativo, enquanto um ponto antigo é descartado. O nimero
de knots, m, o niimero de pontos de controle, n + 1, e a ordem da curva, k, estdo relacionados por:

m=*k+n+ 1. (6)

Pode-se repetir um knot consecutivamente no vetor U e ao nimero de vezes em que se repete da-se
o nome de multiplicidade do knot. Cada ponto de uma curva B-spline, de ordem k, é calculado como
uma soma ponderada de k dos pontos de controle. Logo, uma mudanga de um ponto de controle afetara
a curva apenas localmente. Uma curva B-spline atende também as propriedades anteriores para curva de
Bézier.

2.3 B-spline racional nao uniforme

Em uma curva NURBS, um peso € associado a cada ponto de controle. Se esses pesos tiverem o
mesmo valor, a curva serd na realidade uma B-spline. As curvas NURBS sdo definidas como:

S NE G w,
== z L == Pz RZ t 5 7
SN w2 R @

a(t)

com
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onde R¥(t) é uma fungio base racional.

Pode-se notar que as curva NURBS s3o uma generalizacdo da curva B-spline substituindo a base
polinomial por uma razio de polindmios. Como observado no inicio desta se¢do, uma curva B-spline
é um caso particular de uma curva NURBS e para mostrar isso basta tomar todos os pesos w;s tendo
o mesmo valor na Eq. e levar em conta que as funcdes bases B-spline possuem a propriedade da
particdo da unidade, conforme Piegl and Tiller [4] e Rogers [3]]. Portanto, estas observagdes fazem com
que suas caracteristicas sejam basicamente as mesmas.

2.4 Insercao de Knot

Pode-se inserir knots em um vetor de knots sem alteragdo da geometria ou das propriedades da
curva, porém, para cada knot inserido, um novo ponto de controle deve ser adicionado. Para que ndo
haja alteracdo na continuidade das funcdes base Rf , esses novos knots, %, € novos pontos de controle,
P;, devem ser dados pelas férmulas a seguir:

P, se 1=1
Pi=4{ aPi+(1—a)P_y, se 1<i<r , )
Py, se 1=7
onde
1, se 1=1
a={¢ 270 e 1<i<r (10)

)
Uit —1 — U4

0, se i=r

Comr = (n+ 1) + 1 = n + 2, os novos pontos de controle, { P;}7_;, sdo formados a partir dos pontos

de controle originais, {Pz}fjll conforme Borden et al. [3]].

2.5 Decomposicio de Bézier

A decomposi¢ao de Bézier € obtida inserindo knots repetidos em todos os knot internos ao vetor de
knots U, até que eles tenham multiplicidade iqual ao grau da curva. Apds as insercdes, a curva resultante
é decomposta em um conjunto de elementos (curva) de Bézier, onde cada elemento corresponde a um
intervalo de variacdo do vetor de knots U.

Considerando uma curva com n pontos de controle e chamando os r knots necessarios para realizar
uma decomposicdo, de u;, podemos definir «; conforme a Eq. . Pode-se, entdo, escrever uma matriz
que relaciona os novos pontos de controle aos antigos:

a1 1*0&2 0 0 0
0 a9 1— a3 0 0
cl=10 0 a3 1—oy 0 (1)
I 0 Qpyj—1 1 —anpg; |
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A Eq. (9) pode ser reescrita em forma matricial de maneira a representar a sequéncia de pontos de

controle criadas pela inser¢do de knots, como:

pj+1 _ (Cj)ij ‘ (12)

Ao repetir essa operagao r vezes, obtém-se a forma final da decomposigao:

P=c’pP, (13)

onde CT = (C")T(Cr—H)T'(Cm=2)T ... (C1)T, P é o conjunto original de pontos de controle e P é o
conjunto final, que pode ser chamado de pontos de controle de Bézier.
Como a inser¢ao de knots nao causa nenhuma alteragdo geométrica ou paramétrica, a curva de

Bézier descrita pelos novos pontos de controle tem de coincidir com a spline anterior, assim:

P It) = (cTP) J(t) = PTCJ(t) = PTN(1) (14)
onde J(t) e N(t) sdo, respectivamente, conjuntos de fun¢des bases de Bernstein e de B-spline.
Logo, como P ¢é arbitréario:
(15)

N(t) = CJ(t),

onde C' é denominado operador extragdo de Bézier e depende apenas do vetor de knots U.
A seguir, apresenta-se um exemplo de uma curva NURBS cibica na Fig. 2] e sua decomposi¢do na

Fig. 3]
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Figure 2. Uma curva NURBS e seus pontos de controle. O vetor de knot para a curva é

{0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}. P1, P2, P3, P4, P5, P6 e P7 sdo os pontos de controle.
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Figure 3. A decomposicdo da NURBS em curvas de Bézier.

Os poligonos de controle das curvas de Bézier na figura decomposta sao Q1Q2Q3Q4, Q4Q5Q6Q7,
Q7Q8Q9Q10 e Q10Q11Q12Q13. Dai, a integral de uma equacao ao longo da curva da Fig. 2| pode ser
realizada, de forma mais facil e eficiente de um ponto de vista computacional, ao longo de cada um dos
quatro elementos utilizando o operador extragdo de Bézier, conforme se vera na préxima segao.

3 Formulacao do método dos elementos de contorno isogeométricos

A formulacdo cldssica do método dos elementos de contorno, assim como todas as dedugdes
algébricas das equagdes integrais podem ser encontradas em detalhes nas referéncias Brebbia [11]],
Brebbia et al. [12]] e Brebbia and Dominguez [13]. Aqui serd discutido como se realizaréd a integracdo
da equacdo integral de contorno (BIE) nos elementos isogeométricos, com o contorno sendo visto como
uma curva NURBS ou um “patch” de curvas NURBS, e que apds a aplicacdo do operador extracdo de
Bézier dado na Eq. (I3)), o contorno serd discretizado em elementos de Bézier.

A aplicag¢do do método proposto ocorrerd em um problema de condugdo de calor sem fonte interna,
portanto o problema é descrito pela equacdo de Laplace, no dominio €2 de contorno I', como:

V2u(z,y) =0, (16)

onde = ¢ um ponto fonte e y, um ponto campo.
Ap6s as manipulagdes algébricas, obtem-se a BIE:

c(z)u(x) = g agg) u*(x,y)dl — /Fu(y)au*a(;?y)df , a7n

onde ¢(z) é um termo denominado “jump” que surge do processo de integracdo da equacdo integral e

depende da geometria no ponto fonte x, u e %Z sdo o potencial e sua derivada normal ao contorno I,

enquanto que u* e %Ln referem-se as solugdes fundamentais de potencial e de fluxo, respectivamente:
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w(ay) = —5-log () (1)

2T r

ou*(z,y) 1 Or
on(y)  2mron’ (19)

em que r € a distancia entre o ponto fonte x e o ponto campo y.

. . ou
A fim de discretizar a Eq. |i deve-se escrever os campos continuos u e n para cada elemento
n

de Bézier, e isto conduz a:

clzju(a) = 1 (/ P> (5

E como dito antes, a formulacdo isogeométrica com o recurso da extracdo de Bézier simplifica
bastante a defini¢do de elemento, que resulta em:

)dF /F CR"’ )) ‘Zfdf) . (20)

le

c<x>u<z>=2(§<§f [ mwSan) -3 ([ R0 S )) e

=1

onde, por sua vez, faz-se uma transformagdo para um dominio padrdo possibilitando o uso da férmula da
quadratura de Gauss-Legendre:

3 (5 (o ([ 2l T e )

= Z@(%ﬁ /_lu*<a:,y> RE( >‘§;j§ds))

e

(22)

dr . . oo
em que r € o Jacobiano da transformacdo do espago coordenado fisico para o espaco paramétrico, e

t . < o
I € o Jacobiano da transformac@o do espago paramétrico para coordenada local.

Escrevendo a Eq. (22) matricialmente, obtemos:

Hu=_Gq, (23)

e rearranjando como no BEM convencional, chegamos ao sistema de equagdes lineares:

Ar=b, (24)
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3.1 Integracao

Vale a pena enfatizar que na formulagdo isogeométrica do BEM, deve-se ter um cuidado especial
no célculo das integrais fortemente singulares, pois as mesmas ndo podem ser obtidas indiretamente
através das hipéteses de temperatura constante ou movimento de corpo rigido, como é feito no BEM
convencional.

Um método alternativo para lidar com singularidade forte, em casos 2D, € a técnica de subtracio
de singularidade apresentada por Guiggiani and et al. [[14], mas neste trabalho, realiza-se a integracdo
normalmente usando a quadratura de Gauss-Legendre padrao, pois, conforme Kane [15)], mostra-se que
hd limitagdo de valores na integracdo do kernel dado na Eq. (19), na vizinhanga do ponto de colocag@o.
As integrais fracamente singulares sao calculadas usando a transformacao de Telles [[16].

Os pontos de colocagdo estdo distribuidos de acordo com os pontos da quadratura Gaussiana e
independe da disposi¢do das curvas de Bézier. No refinamento h, a cada insercdo de um knot no vetor
de knots, U, um ponto de controle e um ponto de colocagdo sdo adicionados aos conjuntos originais.

4 Aplicacao do FMM ao IGABEM

Os métodos diretos necessitam de tempo e de memdria com as ordens de complexidade computa-
cional O(n?) e O(n?), respectivamente, para resolver o sistema na Eq. , o que confirma a sua invia-
bilidade de uso em problemas de larga escala, de acordo com Liu [[17]]. Sendo assim, é necessario aplicar
um método iterativo e como dito na introdugdo, o GMRES ser4 utilizado dada sua eficidcia comprovada
em trabalhos prévios. E para isso teremos que calcular o produto matriz-vetor dado nos membros da
Eq. (22)), tarefa esta que serd realizada pelo FMM.

Baseado na estrutura de arvore quaterndria, dado um ponto fonte em uma célula folha, as inte-
grais em elementos que se encontram nessa mesma célula ou em células vizinhas, chamadas integrais
préximas, sdo calculadas diretamente, e as integrais em elementos que ndo se encontram em células
vizinhas, chamadas integrais em elementos distantes, sdo calculadas pelo FMM, para mais detalhes veja
Liu and Nishimura [7] e Liu [[17] .

O FMM utiliza operacdes denominadas translagdes, que sao descritas brevemente aqui. Por
conveniéncia, os pontos x e y sdo substituidos pela notacdo complexa: = = 29 = =1 + tx2 €
y = z = y1 + iy2. Entéo

u*(:n,y) = Re{u*(zo7 Z)} ’ (25)

onde

1
u*(z0,2) = o In(zp — 2) . (26)

O kernel dado na Eq. (26) pode ser reescrito por expansdo em série de Taylor, como segue:

1 0
U*(Z()a Z) = 5 Z I,,(Z - ZC)OI/(ZO - Zc)v (27)
27 bywar
onde
I(z — 2) = % v>0. (28)
CILAMCE 2019
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Oz —2) = =D 5. (29)

(20 — z¢c)”

Oo(z0 — zc) = —In(zp — 2¢). 30)

LC’l{ Bézier elements

Lct

y

=l
~

A%

LC,

Figure 4. Translagdes no FMM

4.1 Momentos multipolos

Os momentos multipolos sdo calculados em cada célula folha, LCj, na estrutura da arvore, a partir
dos elementos de Bézier naquela folha. Realtivo a segunda parcela do segundo membro da Eq. (22)), o
momento multipolo pode ser escrito como

ne

t; k k+1 us dr
My(z) =Y (/t : (Z i RE(t) ) dtdt) (31)

=1

E em relagdo a primeira parcela do segundo membro da Eq. (22)), o momento multipolo pode ser
escrito como

ne

itk k41
My(z) =Y ( /tj ()1 (z — z) <Z ung(t)> ‘f;;dt> (32)

j=1 =1

onde z. € o centro da folha, M, (z.) sdo os momentos multipolo em z., n(z) = n; + ing é o normal
unitdrio exterior no ponto z, k é a ordem do elemento de Bézier e ne € o nimero de elementos de Bézier
na folha.

4.2 Translacio momento para momento (M2M)

O momento multipolo pode ser transformado da célula filha, LC}, para a célula pai, LC,{ , por
translacdo M2M como
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Mu(zc/) = Z L/fm(zc - Zc’)Mm(zc)a (33)
m=0
p p . foo
onde z~ € o centro da célula pai LC; , veja Fig.

4.3 Translacao momento para local (M2L)

O momento multipolo pode ser transformado da célula LCJ para a célula LC’CJ; por translagdo M2L
como

1Y &>
Ly(zr) = Cy 273 > Oviw(zL — 20) My (20r), (34)
v=0

onde z. € o centro da célula LCZ{ e 2z, € o centro da célula LC({ , onde Lle estd na lista de interagdo de
LCJ. L;(z1) é chamado coeficiente da expansio local.

4.4 Translacao local para local (L2L)

O coeficiente de expansdo local em uma célula, que nao € uma folha, pode ser transformado para
sua célula filha, LC';, por translacido L2L como

Lin(zr) =Y Li(z)l—m (210 — 21), (35)

l=m
onde z;, € o centro da célula filha LC,,.
4.5 Integrais de elementos distantes

Finalmente, as integrais dos elementos distantes podem ser calculadas pelo FMM conforme a seguir:

Itar = Y L (20)Im(20 — 21/), (36)
m=0

onde I, € 0 valor das integrais distantes na Eq. (22).
5 Resultados

Nesta se¢@o, com objetivo de avaliar o potencial da formulacio isogeométrica proposta, um exemplo
numérico em duas dimensdes € analisado. Os resultados sdo comparados com BEM convencional usando
elementos quadraticos continuos e a solugao analitica do exemplo.

O processamento foi realizado em um computador notebook Acer, com processador Intel i5 (2.3
GHz com Turbo Boost até 2.8 GHz), 8 Gigabytes de memoéria RAM. A linguagem de programacgao
utilizada fo1 Julia, na versao 1.0.3.
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5.1 Configuracao numérica

Nesta formulagdo proposta, serd utilizado o refinamento h, que significa insercdo de knots no vetor
de knots U, conforme Piegl and Tiller [4] e Cottrell et al. [2]]. E deve ser observado que aumentando-se
o valor de h, consequentemente, aumenta o niimero de graus de liberdade, mas com algum compro-
misso deve-se aumentar, também, o nimero de pontos de Gauss-Legendre para ndo haver diminui¢do da
precisdo. O motivo desse compromisso ainda serd objeto de investigacao futura.

Este estudo emprega o GMRES, sem precondicionamento, para resolver o sistema na Eq. (24). Os
parametros principais sdo os seguintes:

Tolerancia (tol) = 1e-6;
Numero de truncamento da expansao multipolo = 30
Numero de truncamento da expansao local = 30
Niimero maximo de elementos em uma folha = 10
O critério de parada usual consiste na ponderagdo, pela tolerancia, do residuo relativo (R.)

e — M7 (37)
[b]2
onde z(?) representa um candidato 2 solucdo do sistema da Eq. no i-ésimo passo e |.|o denota a
norma /2.
O instrumento que serd utilizado para medir a precisao de cada método e comparar um com o outro,
serd a raiz quadrada do erro quadratico médio (RMS) ndo normalizado:

n )2
errorpMs = \/Ztl(yt Ya) , (38)
n

onde y; é o valor numérico obtido no ponto ¢, y, € o valor analitico, n é o nimero de pontos de colocagao.

Se

Figure 5. Problema potencial em uma regido anular

Foi realizado diversas simulacdes com o nimero de truncamento da expansdo local variando em
15, 20, 25, 30, 35 e 40, dai observou-se que o valor de melhor ajuste entre tempo de convergéncia,
pelo GMRES, e precisao foi 30. O niimero de pontos de Gauss-Legendre foi fixado em 36 de acordo,
também, com o critério de ajuste entre tempo de convergéncia e precisdo. Outro pardmetro de sensivel
influéncia no desempenho do IGAFMBEM e que teve seu valor escolhido dentre diversos foi o nimero
maximo de elementos numa folha, aqui escolhido como 10. Notou-se que quanto maior era seu valor,
maior era o tempo de execu¢do do produto matriz-vetor, dado pela Eq. (ZI), e de convergéncia pelo
GMRES.
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5.2 Transferéncia de calor em um cilindro vazado

O problema a ser estudado é o de transferéncia de calor em um cilindro vazado, como mostrado
na Fig. 5] Este problema tem uma solugdo analitica, que serd usada para confirmar os resultados. As
condi¢des de contorno conhecidas sdo a temperatura no contorno interno, .S;, e fluxo no contorno externo,
Se.

A solucgdo analitica para a temperatura € dada por:

T(r) =T, — gerelog (T> , (39)
T
e para o fluxo:
Te
q(r) = — Ge (40)

onde T; e g. sdo a temperatura e o fluxo nos contornos interno e externo, respectivamente.

Os valores considerados sao: r; = 1, . = 2, T; = 100, g. = —200 e a condutividade térmica tendo
valor constante 1. Os valores analiticos para esses dados sdo T, = 377.2588722 e ¢; = 400.

Nas Figs. [6] e [7] pode-se observar o erro RMS para a temperatura ao longo dos contornos S; e
Se. Observa-se que os dois métodos convergem para a solug@o exata, porém o método isogeométrico
com muito menos graus de liberdade atinge a mesma precisdo que o método convencional e isto pode
ser constatado também na Tabela |l} Com 640 graus de liberdade, o método convencional obtém uma
precisdo equivalente a precisao obtida pelo método proposto usando apenas 48 graus de liberdade.

Resultados para Temperatura

—— Método proposto: IGAFMBEM
0.008 + BEM convencional: elementos quadraticos
0.006 A
wn
£
s_l
5 0.004 -
o
0.002 1
0.000 4
200 300 400 500 600

Graus de liberdade

Figure 6. Erro RMS da temperatura nos contornos .S; € Se.

Um cendrio de superioridade, ainda maior, na performance do método proposto, sobre o método
convencional, ¢ verificado para o cdlculo do fluxo, conforme nota-se nas Figs. [§]e¢[9] e também pela
Tabela [2} Aqui novamente com 640 graus de liberdade, o método convencional obtém uma precisio
que € inferior, cerca de 37 vezes, a precisdo obtida pelo método proposto usando apenas 48 graus de
liberdade. Diferenga muito grande também se pode notar nas demais linhas da Tabela 2]
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Resultados para Temperatura

0.0005 A —— Método proposto: IGAFMBEM
BEM convencional: elementos quadraticos

0.0004 -

0.0003 A

error_rms

0.0002 A

0.0001 A

0.0000 A

400 450 500 550 600
Graus de liberdade

Figure 7. Erro RMS da temperatura nos contornos S; € Se.

Table 1. Erro RMS da temperatura

Elementos quadraticos Elementos isogeométricos de grau 2
DOF Erro RMS DOF Erro RMS
48 (640) 3.17e-1(2.29e-4) 48 1.997e-4
96 4.025e-2 96 3.38e-5
176 6.31e-3 176 2.71e-5

Resultados para Fluxo

1.4 —— Método proposto: IGAFMBEM
BEM convencional: elementos quadraticos

1.2 4

error_rms
o
[e¢]
|

o
o
!

0.2 1

0.0

100 200 300 400 500 600
Graus de liberdade

Figure 8. Erro RMS do fluxo nos contornos S; and Se.
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Resultados para Fluxo

0.05 —— Método proposto: IGAFMBEM
BEM convencional: elementos quadraticos

0.04
g 0.03
LI
% 0.021

0.01 A

0.00

400 450 500 550 600 650
Graus de liberdade
Figure 9. Erro RMS do fluxo nos contornos .S; and S,.
Table 2. Erro RMS do fluxo
Elementos quadraticos Elementos isogeométricos de grau 2
DOF Erro RMS DOF Erro RMS
48 (640) 8.48 (1.57e-2) 48 4.26e-4
96 9.8%¢-1 96 9.92e-5
176 2.91e-1 176 5.96e-5
10° \
—>—— BEM Standard: elem quadréticos
—O— IGAFMBEM
10% £

Tempo (s)
E‘»—-

100 L

10—1 I L
10t 10? 10° 10*
Graus de liberdade

Figure 10. Tempo de execucdo: IGAFMBEM vs BEM convencional.
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O tempo de execugdo para o nimero crescente de graus de liberdade é mostrado na Fig. A
mudanga na inclinagdo das curvas indicam a melhoria na velocidade para problemas de larga escala.
Pode-se notar a complexidade computacional O(N?) para o método convencional e O(N) para o
IGAFMBEM. Estes resultados estdo de acordo com as referéncias Matsumoto and Takahashi [18] e
Wang et al. [[19].

Neste trabalho preferiu-se comparar o método proposto com o método convencional utilizando ele-
mentos quadriticos continuos, pois a comparagdo deste com o elementos constantes pode ser verificado
nas referéncias Braga [20], Campos [21] e Campos et al. [22]. E 14 constata-se desempenho melhor dos
elementos quadréticos sobre os elementos constantes.

6 Conclusoes

Este trabalho faz a acoplagem entre a formulacdo isogeométrica (NURBS) e o método Fast
Multipole, promovendo a discretizacio exata da geometria a partir dos pardmetros do CAD, ganhando
velocidade na computagdo e tornando o método capaz de lidar com problemas de larga escala. Como
consequéncia, tem-se economia no uso de memoria, uma vez que serd usado o método iterativo GMRES
para resolucdo do sistema linear, e assim as matrizes cheias e ndo simétricas do BEM convencional ndo
precisam ser armazenadas.

As condigdes de contorno sdo impostas muito facilmente, dada a forma de distribui¢do no posi-
cionamento dos pontos de colocacdo, onde fica garantido que nao haverd nenhum destes em quinas, se
por ventura existirem. A facilidade da imposicdo das condi¢cdes de contorno sao devidas ao uso dos
vetores de conectividade entre os elementos/curvas de Bézier.

O refinamento p— h € viabilizado pelo recurso do operador extracdo de Bézier, que por sua vez torna
o método proposto muito semelhante ao BEM convencional, facilitando sobremaneira a implementacao.

A ordem de complexidade computacional para o tempo de execucdo do método é reduzida de O (n?)
para O(n). Portanto, ganha-se mais rapidez, usa-se menos memoria e tem-se mais precisao, comparando-
se com métodos convencionais de elementos de contorno.
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