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Abstract. Direct Interpolation Boundary Element Method (DIBEM) has been an effective alternative to
other techniques aimed at transforms domain integrals in boundary integrals since it solves problems
modeled by non-adjoint differential operators. The DIBEM was successfully applied to two-dimensional
problems involving the solution of Poisson, Helmholtz, and Diffusion-advection equations. The reason
for its better performance is based, above all, on the fact that the approximation is given by on the use
of radial functions whose mathematical model is more similar to an interpolation procedure, compared
to other techniques. Intended to further improve the knowledge about the particularities of DIBEM, in
this work, an extension of the technique to the three-dimensional eigenvalue problems was done,
focusing on the performance analysis of the various classic radial basis functions, widely used in two-
dimensional problems. Some radial functions have already been used satisfactorily in the solution of
three-dimensional problems, but in this work, the tests are performed with a broader spectrum of radial
functions. To evaluate the accuracy of the results, the natural frequencies are calculated numerically and
comparison with the available analytical solutions.

Keywords: Boundary Element Method, Radial Basis Function, Helmholtz Equation, Calculation of
natural frequencies.
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Aplicacdo da MECID para calcular frequéncias naturais em problemas acusticos tridimensionais

1 Introducéo

A obtenc¢do da forma integral inversa classica do Método dos Elementos de Contorno (MEC) nédo
é imediata quando a equacdo diferencial de governo é composta por operadores ndo auto-adjuntos.
Assim, a representacdo desejada somente em termos de integrais de contorno deve ser alcangada atraveés
de alguma metodologia auxiliar. Neste sentido, o desenvolvimento de formulacdes do MEC
fundamentadas na aproximacdo de certas parcelas do modelo matematico como uma sequéncia de
funcGes de base radial (FBR) [1,2] tem sido um dos principais meios para se chegar a essa forma inversa
e, a0 mesmo tempo, expressa-la apenas em termos de integrais de contorno. Estas FBR alcangaram
atualmente um progresso teorico destacavel, motivado, sobretudo, por aplica¢cdes junto as técnicas
denominadas "Meshless"”, originalmente desenvolvidas a partir do Método dos Elementos Finitos [3,4].

Entretanto, historicamente o uso das funcdes radiais no MEC antecedeu em varios anos as
aplicacBes nos Meshless [5], particularmente devido ao surgimento da formulacdo com Dupla
Reciprocidade (MECDR) em 1983, com Nardini e Brebbia [6]. Através da escolha de FBR que sejam
descritas por operadores auto-adjuntos, as integrais de dominio sdo convertidas em duas integrais de
contorno usando o Teorema da Divergéncia. Além disso, o uso das FBR mostrou-se uma ferramenta
auxiliar importante por permitir a utilizagdo de uma solugdo fundamental mais simples em problemas
correlatos mais elaborados e, consequentemente, atender a uma gama mais ampla de aplicagdes. Assim,
por exemplo, os problemas escalares como 0s casos transientes, de valor caracteristico, de resposta
dindmica e os casos em que ha presenga de fontes ou agdes de dominio, anteriormente solucionéveis
apenas com métodos dispendiosos e relativamente complexos [8], puderam ser resolvidos usando uma
solucdo fundamental estacionaria. Contudo, para se transformar as integrais de dominio em integrais de
contorno usando as FBR €é necessario impor internamente certo nimero de pontos base ou de
interpolacdo para representar as propriedades dentro do dominio; a auséncia desses pontos, comumente
chamados de po6los, evita um desempenho numérico superior.

Muitas criticas norteadas por aspectos operacionais foram feitas as FBR classicas, que possuem um
suporte pleno e sdo tradicionalmente utilizadas no MECDR. Isto porque nestas fungdes um ponto base
interage com todos os demais. Entre 0s avangos notaveis, destaca-se a geragdo das funcdes de base radial
compactas (FBRC) [9,10]. Tais fungdes apresentam um valor especifico de raio, denominado suporte,
que superado impde valores nulos a fun¢do. Um ponto base relaciona-se apenas com 0s mais proximos,
porque acima de certo valor de raio - o denominado suporte - 0s resultados sdo iguais a zero, implicando
em matrizes esparsas nas quais a diagonal é dominante e em ganhos no custo do processamento
computacional. Além disso, as principais FBRC sdo geradas de acordo com rigorosas regras
matematicas, procurando algumas qualidades como positividade e simetria radial. Mostram-se, ent&o,
particularmente vantajosas nos casos em que a matriz de interpolagdo é composta de um grande ndmero
de pontos base e poderia ser mal condicionada. De fato, testes computacionais mostraram que muitas
funcGes de base radial completa tornam-se inadequadas com o MECDR em certas aplica¢Ges. Alguns
estudos indicam a falta de convergéncia quando essas fung@es radiais classicas sdo usadas no MECDR
em conjunto com procedimentos iterativos [11].

Neste contexto, contudo, deve ser enfatizado que o uso de fungdes radiais no MECDR difere do
procedimento de interpolagdo simples, pois trabalha com duas fungfes primitivas a partir da funcédo de
interpolacdo original [12], gerando matrizes auxiliares que multiplicam as matrizes classicas H e G do
MEC e podem produzir efeitos numéricos prejudiciais adicionais [11,13].

Com relacdo as FBR cléssicas, muitos testes numéricos mostraram que o desempenho usando o
MECDR ¢ fortemente afetado por muitos fatores, como a geometria, as condigdes de contorno e a
distribuicdo da fonte no dominio [14]. O desempenho de uma dada funcdo radial em problemas
bidimensionais pode ser completamente diferente se o dominio for tridimensional [15,16].

Recentemente, uma técnica alternativa que também utiliza FBR foi proposta para superar esses
problemas: é o Método de Elementos de Contorno de Interpolacdo Direta (MECID), cujo modelo
matematico é mais semelhante a um procedimento de interpolagdo, uma vez que se aproxima o nicleo
completo da integral de dominio, incluindo a solucéo fundamental. O MECID foi aplicado com sucesso
a problemas escalares envolvendo a solugdo da equacdo de Poisson [17] e da Equacdo de Helmholtz
[18], ambos usando func@es radiais classicas; no entanto, ele ainda continua sendo testado por meio de
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novas aplicacbes, como os problemas difusivo-advectivos e os problemas de propagacdo de ondas
acusticas.

Possuindo uma estrutura matematica mais simples, o0 MECID é uma técnica que ja mostrou ser
mais versatil e robusta que 0 MECDR, pois apresenta menores imprecisdes e instabilidades numeéricas,
uma vez que a transformagéo para eliminar a integral de dominio é composta por uma unica matriz. Ha
evidéncias de que os problemas do MECDR estéo relacionados a construcdo das ja mencionadas duas
matrizes auxiliares de interpolacdo. Assim, a MECID € uma técnica mais semelhante a um procedimento
de interpolagdo cléssica.

Por outro lado, testes numéricos recentes mostraram que muitas fungdes radiais de base compacta
de alta ordem, quando utilizadas no MECID com suporte pleno, sdo instaveis ou tem baixissima precisdo
[19]; também algumas das fungBes classicas ja foram empregadas satisfatoriamente na solucdo de
problemas tridimensionais. Porém, neste trabalho sdo feitos testes com um espectro mais amplo de
funces e, visando aprimorar ainda mais o conhecimento sobre as particularidades destas func¢des na
MECID, faz-se a uma extensdo desta técnica aos problemas de Helmholtz tridimensionais, com foco na
andlise de desempenho, algo ainda ndo pesquisado.

Escolheu-se o problema do autovalor associado por permitir uma avaliacdo precisa do desempenho
do modelo numérico, através da comparacdo dos valores das frequéncias calculadas com valores obtidos
por uma referéncia segura, além de ser um problema de particular interesse em dindmica. A comparagédo
de desempenho é realizada considerando-se os resultados obtidos pelo Método dos Elementos Finitos,
utilizando malhas refinadas e também através de solugdes analiticas disponiveis.

2 Formulagéo integral da MECID

Considerando procedimentos matematicos bem conhecidos no contexto do MEC, tem-se a forma
integral da Equacdo de Helmholtz dada pela seguinte expressao [20]:

(U(E)+ [u(X)a (€ XN = [a(0u'EX)AN = U’ E X @

Na Eqg. (1), u(X) é o potencial escalar e q(X) ¢ sua derivada normal; reciprocamente, ® ¢ a frequéncia
associada; e k é a velocidade de propagacao das ondas acusticas. O coeficiente ¢(¢) depende da
posi¢do do ponto & em relagdo ao dominio fisico Q(X) + I'(X), e se 0 ponto esté localizado no limite
I'(X), também depende de sua suavidade [7]. Na Eq. (1) a solugdo fundamental tridimensional u”(&, X)
e sua derivada normal ¢’ (¢, X) referentes a problemas de Laplace ou Poisson [7] s&o usadas, ou seja:

TR )

. ou” au or  cos(r,n) r.n
=—=——=-"""": cos(r,n)
on  or on Az v [r|n|

Entdo, para que as operagdes matematicas usuais do MEC sejam mantidas, a abordagem bésica do
operador Laplaciano é mantida. Enquanto que o nucleo completo da integral de dominio, usando o
MECID, é diretamente interpolado usando fungdes de base radial.

Na abordagem do MECID é necessério evitar a singularidade na solucdo fundamental, produzida
pela coincidéncia entre posicGes de pontos fonte e pontos campo, uma vez que um procedimento de
interpolacdo direta é executado. Assim, é necessaria a seguinte estratégia de regularizagéo:

3)

f—:iu(X)u*(f;X)dsz:f—fu[u(m—u(f)p*@;X)do +f—§£u(§)u*(§;X)dQ @

O nucleo completo da primeira integral de dominio no lado direito da Eq. (4) é interpolado
diretamente usando um conjunto de funcodes de base radial F', como mostrado a seguir:
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{j [u(X)—u(ﬁ)]u*(f;X)dQ} [ fa'F (X' X)d0 (5)

Q

Usando uma fungdo de base radial primitiva, € possivel transformar a integral de dominio em uma
integral de contorno facilmente:

jg SaF (X X)Q = jg Ca'y'y (X' X))dQ = jr Caly', (X5 X, (X)dr =
i (6)
‘a Jrn'(X';X)dF

O argumento da funcéo de base radial € composto da distancia euclidiana r(X', X), que caracteriza
as posicdes dos pontos base X' em relagio aos pontos genéricos do dominio X. Ap6s o processo de
discretizacdo, esses pontos X sdo utilizados para gerar os pontos nodais, em que o potencial u(X) é
calculado. Para cada ponto fonte ¢, a interpolacdo dada pela Eq. (5) corresponde a varredura de todos 0s
pontos X' em relacdo aos pontos de dominio X, ponderados pelos coeficientes o'. Assim, esses
coeficientes podem ser obtidos resolvendo-se um sistema de equagfes algebricas, como mostrado
adiante.

A segunda integral de dominio no lado direito da Eq. (4) pode ser escrita como uma integral de
contorno usando o Tensor de Galerkin como mostrado na Eq. (7):

o’ . o’ «
7 Ju@uT @ x)da= 7 u@)[ G (¢ X)ndr ()
Q r
Em problemas tridimensionais, a derivada normal é dada pela seguinte equacéo:
G, (& XN (X)=P* =——n, ®
Az v

Portanto, considerando as operacdes matematicas anteriores, neste ponto a equacdo integral
governante é dada por:

C(E)UE)+ [u(X)a" (& X)dr - [q(X)u” (& X)dr =
(9)

%{mi}[ﬂi(xi; X)dr}+%u(§)}[e,f (&; X)ndl

O procedimento para avaliacdo numérica das integrais anteriormente apresentadas é muito simples
e bem conhecido:

2
Hyuu, +---+Hu, =Gy, =+ =Gy, = i)—z[la1N1+lazN2 +--~+1a'”Nm]
.
Holy +-+ Hol, =Gy - =Gy, = F[ZalNl"'ZazNz +"'+2amNm] (10)

2
[0

Hnlul teeet Hnnun _Gnlql _“'_Gnnqn = k_z[nalNl-l_nazNZ +'“+namNm]

Este procedimento resulta em uma expressao matricial, que ja considera a existéncia de polos
internos, o que também funciona como pontos fonte, como mostra a seguinte equagao:
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H11 Hln U, Gll ’ Gln 0,
Hnl Hnn un Gnl ’ Gnn qn
11
[ o 'a™ (N, ,(Z (A ,(Zs ()
@ : @ L N
k2 - n'm k2 k2 k2
a N, Z, A, Z

O procedimento detalhado da matriz requerido para a determinacdo de o' é exibido a seguir.
Considerando uma matriz diagonal °A relacionada a solugdo fundamental, a seguinte relagdo ¢ vélida:

[Fa]=[FI'[*Al[Fle = [F1'[*A]lu] (12)
Substituindo Eqg. (12) na Eq. (11) resulta:

-1

F' o F™) (<A 0 Yu) (“Au, 0
A.=(N; N, N P - D= : =
noo, nn AN EaN
F F 0 A \u, 0 A'u, (13)
A 0 Yu) (A, 0
(Sl Sz Sn . - '
0 A" \u, 0 *A'u,
Usando a Eq. (7) a seguinte equacao é alcancada:
[['P'dr, + [*P?dD, +..+ ['P7d,] O ... 0
Z, 1 1 1 u,
7 0 [|?PI,+|°P%dl, +...+ | ?P"dl ] ... 0 u
2= I 1 I 2 I “ ; (14)
Z, u,
0 0 .. [["P'dL,+["P?dT,+..+["P"dL}]
1 1 1

O sistema de matriz final pode ser escrito como mostrado na Eq. (15), onde nas submatrizes séo
enfatizados os nds de contorno e os pélos internos:

(Hcc Oci j[ch [Gcc 0ci j{ch 0)2 (Ai ' ZC) ? [Mcc Ivlci j{ucj
- == = (15)
H ic Iii ui C-:'ic Oii qi k k M ic M i ui

(A +Z)

S

N

O arranjo do sistema matricial dado pela Eq. (12) em uma forma adequadamente generalizada para
a solucdo de autovalor é dada com detalhes em trabalhos anteriores [17, 18]. Deve-se ressaltar que as
matrizes ndo sdo simétricas e a matriz de inércia € construida usando bases radiais. Assim, uma sub-
rotina escrita na linguagem FORTRAN baseada na redugéo de Hessenberg foi usada para determinacdo
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de autovalores. E possivel obter valores complexos e negativos para as frequéncias mais altas, o que
fornece uma idéia da preciséo exibida pelo procedimento.

3 Funcdes de base radial

No trabalho pioneiro de Nardini e Brebbia [6], esses autores listam quatro possiveis tipos de FBR:
distancia euclidiana simples, funcfes polinomiais, a constante 1 e funcBGes seno e cosseno. Neste
trabalho, excluiram-se as fungdes trigonométricas, pois raramente sdo usadas. No citado artigo, o0s
autores mencionados escolheram a fungdo F' = 1 + r e ainda hoje é comum encontrar esta fungdo em
diversas aplicagdes [14]. J& a funcgdo radial de placa fina foi incluida aqui, pois é uma das FBR mais
usadas atualmente e teve bom desempenho nas aplicacfes precedentes da MECID.

A Tabela 1 mostra as FBR que séo usados neste trabalho.

Tabela 1. Fungdes classicas de base radial.

Funcdes de Base Radial Primitivas
2
: il
r Fl=r T'iJ:[T]r’i
. J |’4
re Fl=rd Y=l [hi
. (3
I'2|nr FJ =r2Inr \P,iJ: E(Blnr—l) r,i
2
1 j r r
L Fl=l+r v,/ :[§+T]r,i

As FBRC mais utilizadas sdo as fun¢Ges de Wendland e Wu. Essas fungdes sdo construidas
objetivando importantes propriedades matematicas, como suavidade e positividade. O grau de
continuidade das derivadas é um dos mais importantes parametros que a definem [21]. Existem muitas
FRBC; as funcBes aqui escolhidas sdo das simples. Nota-se que, de acordo com o usualmente
apresentado, as fun¢des vém escritas com um parametro adimensional de controle 6.

A Tabela 2 mostra as FBRC de Wendland e a Tabela 3 mostra as FBRC de Wu, ambas usadas neste
trabalho. Muitas outras FBRC podem ser encontradas na literatura; no entanto, como mencionado
anteriormente, testes realizados para resolver problemas de Poisson [22] mostraram que fun¢des de alta
ordem apresentam problemas numéricos, provavelmente devido ao efeito da transformacéo de contorno
que existe no modelo MECID.

Tabela 2. FuncGes de Wendland de suporte compacto.

Funcdes de Base Radial Primitivas
o i lror
=1—-— \{J’.: —— I
wil P10=|1 5, ! {35 45}'
_ 42 2 3
r i r r r
=[1-— Plol ———+— 1,
wil 2 D3 _1 5] i {35 %% 582},
r 13 2 3 4
r i |r 3 3r r
=|1-— iz -+,
wl 3 ¢'5,0 _1 5_+ i |:35 45 552 653 i
4 3 4 5 6
r 4r j ro2r° 10r" 15r r
wl 4 Oy =|1-—| [1+— Yi=| ———+—F—-—F+—=1
" { 5H 5} ! {36 52 35° 75¢ 25°|"
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As duas funcbes de Wu de suporte compacto utilizadas nesse trabalho e suas primitivas séo
mostradas na Tabela 3. Foram escolhidas devido a seus resultados para problemas bidimensionais.

Tabela 3. FuncGes de Wu de suporte compacto.

Funcbes de Base Radial Primitivas
4 2 3 ) 2 4 6 8
wu D33 :[1—L} 16420, 2007 507 v = @—E+35—r3—21—r5+r—7 N
5], s 52 58 3 45 63° 85 25
r 1P|, 4or 48r? 253 s5r* i (8 72r® 35r* 63 27 51
wuc @2’32 1-— 8+ —+ 2 + 3 +—4 \P’i: —_— 2 + 3 — 5 + 7— 9 r,i
51y s 5 53 5 3 55° 28° 85 108" 125

4 Simulagdes numéricas

4.1 Primeiro exemplo: vibragéo livre de uma barra na forma de cubo
O primeiro exemplo consiste de uma estrutura homogénea na forma de um cubo em vibrag&o livre,

preso na face y-z, onde x = 0, como mostrado na Fig. 1. A condi¢do da anélise de vibracao livre é dada
pela aplicagdo de condicBes de contorno do tipo natural nas outras faces.

L/, u=0

q=0 ~ q=0
Figura 1: Geometria e condi¢es de contorno para o primeiro exemplo.

Trés diferentes malhas compostas com elementos triangulares foram usadas nas simula¢fes da MECID
como mostrado na Tabela 4:

Tabela 4. Quantidade de pontos nodais e elementos em cada malha do exemplo tridimensional
homogéneo da Equacdo de Helmholtz.

Malhas Elementos Pontos no Pontos internos Total de pontos
contorno

Malha 1 432 294 398 692

Malha 2 768 486 995 1481

Malha 3 3072 1734 1867 3601

O modelo escalar tridimensional capta frequéncias de vibracdo livre associadas aos modos axiais,
distorcionais e torcionais da barra. Estes Ultimos ndo sdo descritos nas soluc@es analiticas apresentadas
na literatura especializada; por essa razdo tomou-se a solucdo numérica pelo Método dos Elementos
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Finitos como referéncia, considerando uma malha composta por 95.033 elementos e 21.952 pontos
nodais.

No calculo do erro relativo, toma-se como valor de medida o0 mddulo da diferenca entre os valores
numeéricos e analiticos, dividido pelo valor analitico.

Para o calculo dos autovalores, uma vez que as matrizes ndo sao simétricas, foi usado o algoritmo
de Hessenberg, que determina inicialmente os autovetores para depois determinar as frequéncias
naturais associadas, de forma que o modelo discreto empregado é de fundamental importancia para
representar com precisdo determinadas configuragfes modais, sobretudo as mais intrincadas.

Nesse contexto, devem-se ressaltar as peculiaridades da interpolacdo com func6es de base radial:
algumas funcGes tém mais dificuldade que outras na representacdo de certas configuracbes modais; a
distribuicdo da nuvem de pontos internos interpolantes interfere na precisdo, bem como sua quantidade.
Contudo, ha ainda outros problemas: a identificacdo de frequéncias mais altas por inspecao no formato
do modo correlacionado torna-se muito dificil, especialmente no que diz respeito aos modos ndo axiais.

Inicialmente, utiliza-se a malha menos refinada. Os resultados das frequéncias calculadas
numericamente para todas as funcbes sdo apresentados na Fig. 2. Percebe-se que muitas delas
apresentaram desempenho muito ruim. Mesmo as fungdes de Wendland e Wu ndo funcionaram bem.
Inicialmente, pensou-se que a possivel razdo desse comportamento insatisfatorio estivesse no uso das
primitivas dessas fungdes; todavia, testes recentes em duas dimensdes com o procedimento de
integracdo radial (MIR) [23] associado com o MECID apresentaram o mesmo resultado. Na realidade,
0 uso da fungéo primitiva acompanhada de suficiente refinamento da nuvem de pontos internos produz
resultados equivalentes aos obtidos com a integracéo radial direta para malhas mais refinadas [24, 25].

8.00

7.00

6.00

5.00

4.00

3.00

Frequéncia Natural

2.00

1.00 f

0.00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Ordem das frequéncias naturais wn

Figura 2: Resultados das frequéncias naturais para vibragéo livre em um cubo utilizando todas as
funcGes de base radial para a malha 1.

Nos gréaficos que se seguem, foram calculados os erros relativos da MECID comparativamente ao
MEF na determinacéo das frequéncias exclusivamente para as funcdes que mostraram bons resultados,
ou seja, comportando-se de modo que o valor das frequéncias naturais aumente adequadamente e
monotonicamente crescente com seu ordenamento no espectro. Assim, nas Figs. 3, 4 e 5 sdo
apresentadas as diferencas relativas para as diferentes malhas mostradas na Tabela 4.

Pode-se observar que o erro cometido no célculo das catorze primeiras frequéncias se reduz com o
refinamento da malha de contorno e com a inser¢do de um nimero maior de pontos de interpolacdo no
interior. Embora a funcéo radial simples apresente os menores erros até a décima terceira frequéncia, a
funcdo de placa fina mostrou-se mais regular. Com estas funcdes, pode-se observar que o refinamento
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da malha diminuiu a magnitude da curva de erro relativo do MECID sobre praticamente toda a faixa de
frequéncia examinada. Os resultados podem ser considerados bons dentro da faixa examinada.

7%

——r 13 —e—rinr —e—1+r

6%

O% 1 1 1 1 1 1
1 3 5 7 9 11 13 15 17
Ordem das frequéncias naturais wn

Figura 3: Curva percentual de erro para frequéncias naturais calculadas usando as funcées de base
radial classica para a malha 1.

7%
——r o r® —e—rinr —e—1+r

6% I
5%

d

=
=4%

Rel

3%

Dif

2%
1%
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Figura 4: Curva percentual de erro para frequéncias naturais calculadas usando as fungfes de base
radial classica para a malha 2.
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Figura 5: Curva percentual de erro para frequéncias naturais calculadas usando as funcGes de base
radial classica para a malha 3.

As demais funces ndo foram t&o eficientes. Observa-se que a funcao radial F'=r® ndo gerou valores
acima da décima frequéncia na malha mais rica. Nota-se também que a funco radial F'=1+r ¢ a que tem
um desempenho mais irregular e uma diferenca relativa maior considerando a malha mais refinada.

Conforme previamente apontado, nota-se que algumas distribui¢cGes dos pontos interpolantes no
dominio ndo se ajustam bem a determinacdo de certas frequéncias. O aumento destes pontos tende a
melhorar o resultado global, mas localmente pode favorecer a representacdo de certos modos mais do
que outros. Tal fendmeno j& pode ser observado em simulagdes anteriores, em duas dimensdes [26].

Contrariando as expectativas, os valores de erro para as duas primeiras frequéncias ndo sdo sempre
menores do que para o grupo de frequéncias imediatamente mais altas. Isto também foi identificado em
simulacGes bidimensionais. Ainda ndo foi possivel identificar com precisdo o motivo desse fendmeno
numerico.

Ressalta-se ainda que os resultados obtidos pela MECDR em trés dimensdes acusaram um
comportamento mais restrito e distinto das FBR, segundo Bueno [15]. Nas aplicagbes reportadas por
este autor, a funcdo radial simples ndo funcionou bem; a radial cibica apresentou erros enormes; a
funcéo radial F'=1+r teve desempenho razoavel enquanto a funcéo radial F'=1+r® mostrou os melhores
resultados.

Uma digressao sobre a fisica do problema é pertinente. Como mencionado, os problemas escalares
ou acusticos tridimensionais em vibragdo livre captam frequéncias associadas aos modos axiais, modos
de torcdo, lateral e distor¢do. Além disso, a identificacdo de uma determinada frequéncia mais alta por
inspecdo no modo correlacionado é dificil, especialmente no que diz respeito aos modos nédo axiais.
Caso contrario, os modos axiais sdo faceis de identificar por inspecdo visual da configuracdo modal.
Assim, a qualidade da solu¢do numérica no MECID para frequéncias axiais pode ser verificada
facilmente usando valores analiticos, como mostrado na Tabela 5.
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Tabela 5. Resultados da malha 3 e valores analiticos para modos axiais.

O niimero da A pos_igéo _da Resultados do Resultados

£ o . frequéncia axial em MECID Py Erro (%)
requéncia axial . o Analiticos

um intervalo F=rIn(r)

1 1 1,577940 1,570796 0,4548%

2 4 4,741190 4,712389 0,6112%

3 8 7,903880 7,853982 0,6353%

4 15 11,114890 10,995574 1,0851%

5 22 14,311060 14,137167 1,2300%

Como esperado, a precisdo da aproximagdo dos modos axiais pela MECID ¢é superior aquela
apresentada na curva de erro dada pela Fig. 5, uma vez que os modos ndo axiais sdo fortemente
dependentes da disposi¢do dos pontos internos interpolantes.

4.2 Segundo exemplo: vibragdo livre em uma haste conica

Neste exemplo, as frequéncias axiais naturais em uma barra com espessura variavel sdo calculadas.
A Fig. 6 mostra o recurso geométrico para solucdo desse problema usando o modelo escalar e as
condi¢des de contorno aplicadas. A equacdo diferencial para este problema, assumindo que hd uma
variagdo gradual da se¢do na direcéo x, é dada por Graff [27]:

o°u lou ou o°
-t —_-— - —— =
ox*  xox ozt k?

Pode-se observar que a Eq. (16) € semelhante ao problema de transferéncia de calor de conduc¢éo
com simetria circunferencial em um tubo cilindrico [28], substituindo a direcéo x pela dire¢éo radial.
CondicBes nulas de derivadas normais devem ser aplicadas em superficies laterais e internas para
garantir a simetria circunferencial. Assim, o problema da barra fisica pode ser tratado numericamente
como se fosse uma fatia curva de um tubo. No entanto, além dos modos de vibragéo axial relacionados
a uma barra, existem também modos de torcdo, lateral e distorcéo.

Neste exemplo foram usadas somente as funcdes bem sucedidas no exemplo anterior. Adianta-se
que a simulagdo deste caso é bem mais dificil do que o anterior em diversos quesitos, sobretudo devido
a maior sensibilidade numérica gerada pelos elementos em menor nimero usados na face menor e
também pelo fato dos elementos de contorno serem planos.

A quantidade de pontos nodais e elementos nas malhas 1 e 2, com a variag@o do angulo 6, utilizadas
na simulacdo sdo apresentadas na Tabela 6.

(16)

u=\!)

a=1

Figura 6: Geometria e condic¢Ges de contorno para o exemplo tridimensional da haste conica
homogéneo da Equacdo de Helmholtz.
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Tabela 6. Quantidade de pontos nodais e elementos nas malhas 1 e 2 do exemplo tridimensional da
haste conica homogéneo da Equacédo de Helmholtz.

Malhas Elementos Pontos no Contorno  Pontos internos  Total de Pontos
Malha 1: 6° 1740 1036 621 1657
Malha 2: 6° 3122 1785 1492 3277

Malha 1: 10° 2013 1180 661 1841
Malha 2: 10° 3654 2059 1439 3498
Malha 1: 15° 1756 1038 686 1724
Malha 2:15° 3112 1766 1453 3219

Nesse caso é dificil fazer uma comparacdo de resultados levando em conta somente os valores
obtidos por outros métodos numéricos, mesmo se for utilizado o MEF com uma malha refinada, pois
existem muitas frequéncias com valores proximos entre si. Intrincados modos laterais de distor¢éo e
torcao estdo presentes. Assim, verificou-se que os resultados numéricos do MEF e do MEC podem ser
semelhantes, mas relacionados a diferentes modos de vibragdo, devido aos erros de discretizagdo. No
entanto, as frequéncias axiais podem ser detectadas por inspecao visual dos modos correlacionados.

Assim, aqui sdo comparados apenas os valores referentes as frequéncias naturais axiais, pois
valores analiticos também podem ser razoavelmente estimados [29]. A solugdo analitica considera as
secOes retas sempre permanecendo planas e, deste modo, para valores grandes do angulo 6 ndo podem
ser usados. Aqui 0 angulo méximo foi tomado em 15° e a relagéo b/a escolhida foi 2,5.

O comportamento do modelo numérico é muito sensivel. Os valores das frequéncias naturais axiais
ficam mais destacados quando o angulo 6 é igual a 15°, apesar da configuracdo modal destes ser mais
influenciada pelas distor¢des na secdo reta. No entanto, usando este angulo maior, a precisdo numérica
se reduz comparativamente ao angulo de 6°. Contudo, os angulos menores produzem configuragdes
eminentemente distorcionais e laterais com valores de frequéncias mais baixos, pois a estrutura fica mais
delgada; assim, os valores axiais passam a ocupar posi¢cfes bem mais altas na escala hierarquica de
frequéncias, o que também dificulta a analise.

Na Fig. 7 e Fig. 8, observam-se os resultados das malhas 1 e 2 respectivamente, para as 4 funcdes
de base radial classica com o variagdo do angulo 6, conforme indicado na Tabela 6.

7%
° | —e—r?Inr:(15°) —e—r: (15 —e—r3:(15°)  —e—1+r:(15°)
6% | —e—r?Inr:(10°) —e—r:(10°) r3:(10° —e— 1+r:(10°)
—o—r2lnr:(6°) r:(6°) r3:(6°) 1+r:(6°)
5% r
o 4% —
* 3%
2%
1% L PP
0% 1 1 1 1

3 4

5

Ordem das frequéncias naturais (Analitica)

Figura 7: Curva percentual de erro para frequéncias axiais naturais calculadas usando a malha 1.
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1%

0%

—0—r2lnr:(15°) —e—r: (15°) —o—1r3: (15°) —e—1+r: (15°)

-  —&—r?lnr:(10°) —e—r:(10°) r3: (10°) —o—1+r: (10°)
—o—r2lnr:(6°) r: (6°) r3: (6°) 1+r: (6°)

I ﬂ

: 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7

Ordem das frequéncias naturais (Analitica)

Figura 8: Curva percentual de erro para frequéncias axiais naturais calculadas usando a malha 2.

Neste caso a fungdo radial simples ndo foi muito eficiente, sobretudo quando o angulo 6 € igual a
15°. A melhor funcéo foi sua forma estendida 1+r. A fungdo de placa fina teve um comportamento
bastante razoavel.

Na Fig. 9 e Fig. 10 mostra-se a precisdo do modelo no calculo das frequéncias axiais considerando
as duas melhores funcGes nesse caso para a malha mais refinada. Os nimeros que acompanham cada
curva indicam a posicdo no intervalo de frequéncias calculado numericamente. Como discutido
anteriormente, a variagdo angular interfere diretamente na ordem das frequéncias que sdo calculadas,
fazendo com que a posicéo na faixa de frequéncias varie; no entanto, essa ordem também é alterada
devido a uma posicao diferente de pontos de interpolacdo dentro de cada malha relacionada ao angulo

0.

Erro

7%
F=r2In (r)
6% |
—e—Malha 2:15° Malha 2:10° Malha2:6°
5% }
4% | 13
5 19 38
3% |
9

2% J‘ . P

— 46 66
1% 1 13 29 34
0% 1 1 1 1

1 3 4 5 6 7

Ordem das frequéncias naturais (Analitica)

Figura 9: Curva percentual de erro para frequéncias axiais naturais calculadas usando a funcdo de base
radial de placa fina (F'=r’In(r)), tendo os valores analiticos como referéncia.

CILAMCE 2019

Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,

Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



Aplicacdo da MECID para calcular frequéncias naturais em problemas acusticos tridimensionais

7%
F=1+r
6% I
—e—Malha2:15° Malha 2: 10° Malha 2: 6°
5% |
° 4% |
. 16 22
O 69 67
13 38
2% | 6
49
1% FHl 2 >
1¢ )
O% ‘{ |2 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7

Ordem das frequéncias naturais (Analitica)

Figura 10: Curva percentual de erro para frequéncias axiais naturais calculadas usando a fungéo de
base radial (F'=1+r), tendo os valores analiticos como referéncia.

5 Conclusoes

N&o obstante as maiores dificuldades numéricas e a precisdo mais reduzida com relacdo aos
resultados ja obtidos pela MECID na simulacdo dos problemas de Helmholtz homogéneos
bidimensionais, a analise tridimensional aqui realizada pode ser considerada satisfatoria.

Num problema tridimensional os elementos triangulares utilizados aqui pelo MEC foram
compostos por superficies planas. Desta forma, um cubo elementar demanda minimamente seis faces
para discretizar. Como ocorre em qualquer estudo relacionado a dinamica, requer-se uma quantidade
bem mais elevada de graus de liberdade, comparativamente aos casos em duas dimensdes. Ressalta-se
que com o refinamento da malha, as diferencas relativas foram reduzidas e apresentaram um
comportamento monétono.

A versatilidade da modelagem com a MECID ndo deve ser ignorada. Ao permitir resolver o
problema de autovalor na forma cléssica, usando uma solugdo fundamental mais simples, resultam
diversas vantagens operacionais, além da avaliagcdo mais criteriosa da sua robustez. O padrao da precisdo
dos resultados obtidos pela MECID comparativamente a outros métodos discretos em anéalises
tridimensionais, sabidamente mais custosas e dificeis, ndo é destoante. Tal desempenho da MECID se
destaca ainda mais quando se comparam os resultados da MECID com outras formulac¢fes do MEC na
solucdo de problemas de Helmholtz, como a MECDR e 0 MIR.

A precisdo da MECID nos dois problemas aqui apresentados ndo foi a mesma; foi
comparativamente pior no segundo exemplo, uma vez que os valores de erro percentual médio foram
maiores. No entanto, a discretizacdo das bordas laterais curvas implica em dois problemas numéricos
adicionais: primeiro, diferentes tamanhos de elementos de contorno devem ser usados para cada borda;
segundo, ha também o erro cometido na representacdo da geometria curva, uma vez gue os elementos
usados sdo planos.

Cabe ressaltar que o comportamento das funcGes radiais se modifica com relacdo aos casos
bidimensionais. A funcéo radial de placa fina continuou fornecendo os melhores resultados gerais,
seguido da funcdo radial simples. Contudo, a funcéo radial clbica ndo apresentou bons resultados. O
acréscimo de uma constante a funcéo radial simples melhorou os resultados no segundo exemplo,
embora no primeiro ndo tenha mostrado nenhuma vantagem. As funcdes de Wendland e Wu
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continuaram ndo apresentando o desempenho mostrado nas aplicacdes com diversas formulagdes do
tipo meshless. Ndo mais se pode justificar esse mau desempenho pela introducdo da funcéo radial
primitiva auxiliar, que permite a aplicagdo do Teorema da Divergéncia, pois resultados similares foram
obtidos usando o método de integracéo radial (MIR).

Em sintese, pode-se afirmar que o nivel de precisdo alcangado foi bastante razoavel, o que credencia
0 modelo descrito para aplicagdes relacionadas a resposta no tempo, préximo passo no desenvolvimento
da MECID.
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