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presented in order to assess the efficiency optbhposed method by comparing its results with those
provided by analytical solutions reported in therkture.

Keywords: Subdomain Meshless Method, plane stress probleffisent integration scheme

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congras<Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019.



Analysis of Plane Stress Problems using the SubioMi@shless Method

1 Introducéao

Os métodos tradicionais baseados em malhas sdaisslifundidos dentro da area da mecénica
computacional, mas, apesar disso, ainda apresadfitianidades para resolver determinados tipos de
problemas, grandes deformacBes e deslocamentopagarcio de trincas e descontinuidades.
Geralmente, para resolver esses tipos de probleosasnétodos baseados em malhas usam um
processo de geracdo de malha iterativa. Esse pmagsesar de eficaz, gera um custo computacional
muito alto.

Uma alternativa que vem sendo estudada nas Ultldeadas sdo os Métodos Sem Malha, os
guais permitem uma resolucao de problemas de gadlereontorno sem o uso de malhas ou células.

Os primeiros estudos publicados, baseados em Mgtedm Malha, tinham como objetivo
modelar problemas astrofisicos [1,2] Anos depoisYROLES et al. [1] apresentou um estudo
abordando o Método do Elemento Difuso (DEM — segtainglés), utilizando o Método dos Minimos
Quadrados Mdveis (MLS - sigla em inglés).

O Método de Galerkin Livre de Elementos (EFGM Hasidp inglés) [2], foi criado a partir de
uma modificacdo do DEM, baseado no principio véoizad de Galerkin. O EFGM foi aplicado,
inicialmente, para problemas de elasticidade e wgiw de calor, utilizando MLS para criar a fungao
de forma e a funcéo para a forma fraca do problema.

Os métodos citados anteriormente, apesar de semsiderados como Métodos Sem Malha, ndo
sdo verdadeiramente sem malha, pois necessitamederdos para resolucdo das integrais de
dominio. O primeiro método que ndo precisa de mantipo de elemento, seja na interpolacdo e na
resolucdo das integrais, foi apresentado por ZHal. ¢8]. Porém, o método apresentava dificuldades
com o tratamento de integrais singulares. Uma rfouaulagdo, denominada Meshless Local de
Petrov-Galerkin (MLPG), foi apresentada por ATLURIZHU [4] baseada na formulac&o local de
Petrov-Galerkin. Esta formulacdo apresenta vantagen relacdo aquela baseada no método de
Galerkin, uma vez que ndo apresenta descontinuidadeegunda derivada das funcdes peso e de
aproximacao. O MLPG possui seis variantes, de acavth o estudo feito por ATLURI e SHEN [5].

Os Métodos Sem Malha apresentam inlmeras vantagessainda precisam de muito estudo,
pesquisa e desenvolvimento, a fim de torna-los etithips em relacdo a métodos mais consolidados.
Pode-se citar como exemplos de pontos que preadsamelhorados no método: o mapeamento e a
busca pelos pontos mais préximos, porque geramusto computacional muito alto e a dificuldade
de determinar a funcéo de forma e de ponderacabpdea cada tipo de problema analisado.

Um dos grandes atrativos do MLPG é a sua flexidilel O método permite a utilizagdo de
diferentes fung¢bes de forma, fungbes de teste sooda subdominios locais de formas e tamanhos
diferentes.

Este estudo tem como objetivo principal verificarosSMM, utilizando o MLS como fungéo de
aproximacao, tem um bom desempenho para problesestado plano de tenséo (EPT).

2 Elasticidade

Déa-se o nome de elasticidade a propriedade de usrialajue, quando deformado sob a acéo de
forcas externas e depois de cessada a acdo das, fmtprna a sua configuracao inicial. Portanto, a
teoria da elasticidade se propfe a estudar o caampento dos materiais que possuem tal propriedade.
A distribuicdo de tensdes, deformacdes e deslodase® um corpo elastico sob a acdo de forgas
externas precisa obedecer a trés condicdes: casdigd equilibrio, relacdo tensdo-deformacédo e
condi¢cbes de compatibilidade.

O comportamento de um corpo elastico e em equlubmetido a acdo de forcas externas pode
ser demonstrado através das equacdes diferenceguiibrio, que por sua vez devem ser satisfeitas
em qualquer ponto do interior do corpo.

O-ij,j+bi=0 em () (1)

ondeo;; € o tensor de tenses de Cauchy correspondertangmo de deslocamentosuge b; € a

componente das for¢as do corpo.
O problema no contorno pode ser descrito atrav@selguintes condi¢des de contorno:
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u=u eml, (2)

ti = O'ijnj = Ei eml} (3)

onde u; representa o deslocamento prescrito no contdyna; representa a forca de superficie
prescrita no contorn en; representa o vetor normal unitario orientado fa@do corpo.

A relacdo tensdo-deformacdo pode ser demonstrpdatin das relagbes constitutivas, as quais,
por sua vez, devem estar de acordo com o compartarde material. Ao se considerar o material
elastico, a relacdo tensdo-deformacdo deve serexprassao linear. Logo, podem-se expressar as
componentes de tensdo como funcdes lineares decooymnentes de deformacéo:

0ij = Cijri&nl (4)
onde C;ji, representa o tensor elastico de quarta ordesy eepresenta o tensor de deformagéo
especifica para pequenas deformagdes.

Cijir = 4661 + G (6 61 + 646jx) (5)

Substituindo a Eq. (5) na Eq. (1) e depois de sasienplificagcbes chega-se a Lei de Hooke
generalizada:

Gij = Adijskk + ZGSij (6)
ondel e G podem ser, respectivamente, como:

Ev
_ 7
’1‘(1+v)(1—2v) (7)

E
21 +v) (8)

As equacdes apresentadas séo validas somente guranps deformacgdes e rotagfes. Logo,
pode-se relacionar o tensor de deformacdes corasigamentos da seguinte forma:

G

1
Epl = 5 (Upy + Up) 9)

Substituindo as Egs. (5) e (9) na Eq. (1), obtém-se a equagéo da temgAem termos das
derivadas do deslocamento:

2G
Gij = ZGEU- +m€kk5ij (10)
Substituindo a Eqg. (10) na Eq. (1), chegamos agéqude Navier:
G
Gu]"kk + muk‘kj + bj =0 (11)

As condicbes de compatibilidade garantem que oocdgforme e desloque de forma continua.
Portanto, quando existe uma deformacdo no corpango de deslocamento deve ser representado
por fungbes continuas.

2.1 Estado Plano de Tenséo
No estado plano de tenséo a espessura do corpegaaddo eixo z é muito menor se comparado

com as dimensdes dos eixos x e y. As forgas exdedmaplicadas somente no plano x-y e as tensées
na direcdo do eixo z sdo nulas, logo:
Gx
o= {Gy } (12)

Txy
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As componentes de deformagéo especifica podenssgtas de forma similar:
Sx
&= { €y } (13)
Exy
Apesar da tensdo na direcdo do eixo z ser cond@arala, existe deformacéo especifica na
direcédo do eixo z e esta deformacéo pode ser adiga partir das deformagdes na diregéo dos eixos X
ey:
v
£, = Ty (&x + &) (14)
A deformacédo especifica pode ser obtida a partieldgdo deformacao-deslocamento:
_Ou
T ox
dv
Ey = @
du OJv
gxy = @ + a
ondeu ev sdo, respectivamente, as componentes de deslaoanzedirecéo x e y.

Usando a Lei de Hooke para o caso 2D, pode-se aistéensdes a partir das deformagdes
especificas:

Ex

(15)

o =ce (16)
ondec é a matriz de constantes do material, dada por:
E 1 v 0
Cc = > v 1 0 (17)
I=v?o 0 a-v)/2

3 Método Sem Malha

3.1 Método dos Minimos Quadrados Méveis

O método consiste em, a partir de pontos conhecalisr valores aproximados para qualquer
ponto do dominio. Partindo do principio de quergfiou(x) pertence ao dominid, podemos gerar
um subdominid); a partir do ponto;, no qual a funcdo aproximaddx;) € valida. Esta funcéo
aproximada é dada por:

a(x;) = Z p;(x) a;(x;) (18)
j=1
ou na forma matricial
a(x) = p"(x)a(xy) (19)

ondep;(x) € a base polinomial com termos az;(x) sdo os coeficientes a determinar do subdominio
Qs no pontax;. O nimero de termos da base pode ser obtidoiagestseguintes expressoes:

_ (mb1+ 1) 51D
(mp + D) (my, + 2)(my, + 3)
m= - 3D

3
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ondem,; € a ordem do maior termo monomial.

Para a aproximacao da funcéx;), o pontox; € escolhido como base e os pontos dentro do
subdominio Q; sdo denominados pontos do supome Para que sejam obtidos resultados
satisfatorios, o numero de pontos do suporte devansior do que o nimero de termos da base
polinomial.

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. (18) doimgx;), ou seja, cada pontg recebera a
contribuicdo do monémio aplicado &m. Assim, tem-se:

B, %) = ) ;060 a;(x) (21)
j=1

Como o0 método consiste em uma aproximagao, o mgsnaoum residuo acumulado para cada
subdominid),. Esta fungéo residuo pode ser calculada da sedoma:

JG) = ) wiw = %) [10x T — l? (22)
k=1

onden é o nimero de pontos no subdomi@io w(x; — x;) € a funcdo peso associada ao pante
Uy, € o valor prescrito da fungéo para o poro
A funcéo pesow(x; — x), € utilizada para que o erro seja funcdo da digtadex; até o ponto
x, dessa forma a aproximacao torna-se local, depdodipenas do tamanho do suporte.
Substituindo a Eqg. (21) na Eq. (22), tem-se:
n m
J(x;) = Z w(x; — Xy) Z p;(x) a;(x;) — Uy (23)
k=1 j=1
A Eqg. (23) pode ser escrita na forma matricial elgusnte modo:
J(x;) = [Pa(x;) — u]"W(x)[Pa(x;) —u] (24)

Expandindo os termos da Eq. (24) na forma matriolatém-se:

w(x; — %) - 0
W(x;) = : : (25)
0 wowx =Xl
p1(X1) - pm(X1)
P=| i i ] (26)
D1 (En)  Pm (fn) nxm
a, (x)
a(x) = { : } (27)
am (x) mx1
Uy u(xy)
o[-
un)  \u(xn)),

O parametrar;(x) pode assumir qualquer valor. Portanto, para mgamp erro e garantir que a
funcéoti(x;) seja a mais proxima possivel da fung@®;), deve-se derivar a Eq. (24), obtendo-se:

% = 2PTW(x,)Pa(x) — 2PTW (x,)u (29)

Em seguida, devemos igualar a Eqg. (29) a zero; logo
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PTW(x)Pa(x) — PTW(x)u =0 (30)
A Eq. (30) pode ser reescrita da seguinte forma:
A(x)a(x;) = B(x)u (31)

ondeA(x;) = PTW(x,)P e B(x;) = PTW(x;). A matrizA(x;) € simétricam X m) e a matrizB(x;)
nado é simétricém x n).
Pré-multiplicando a Eq. (31) pdr(x;), resulta-se:

a(x;)) = A7 (x)B(x;)u (32)
Substituindo a Eq. (32) na Eq. (19), obtém-se:
i(x;) = p"(x)A  (x)B(x;)u (33)
Dessa forma, pode-se definir a fungéo de aproximegano:
o7 (x;) = pT(x)A™1(x))B(x;) (34)

sendop” (x;) uma matriz colunén x 1).

Uma vez obtida a Eq. (34), € necesséario agora-ebter primeira e a segunda derivada da
mesma.

A primeira derivada € determinada pela seguinteesgao:
-1

ad 0B
"’ ()B+pTA ——(x), k=12 (35)
k 0xy

opT 4 - 0A
( i) —a—xk(xi)A B+p

Ea segunda derivada:

9207 a2p" 92471
axi (xl) = ?(xi)A_lB + pT ax]% (xl)B
r,10°B ap 0A~! op” 1 9B
+p7A ﬁ(xa 2 |Gy () 5 (DB + - (x)A™ 5 (x) (36)
dxy oOxy

_|_

(xl) (xl):| k=12

Agora serdo demonstradas as derivadas de cada ptencentes as Egs. (35) e (36).
Como a matriPT é construida a partir das coordenadas dos poatsshtiominio local, a matriz
PT permanece invariavel para cada subdominio. Loggeqmos concluir que:
oP

a—xk = 0, k = 1,2 (37)

A primeira e a segunda derivada da matriz diagdfal;) podem ser escritas da seguinte forma:

% (2~ %) 0
— x. _xl cee
W) |0
5 = , k=12 (38)
Xk 0 ow w )
cee x —x
axk : n Jan
(02w _
F(xi —X) - 0
*W(x) |T¥k
T = : . : ) k - 1,2 (39)
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Conhecidas as derivadas das matrPe® W (x;), pode-se demonstrar as derivadas das matrizes
A(x;) e B(x;).
A primeira derivada da matrR(x;) apresenta-se da seguinte forma:

0B ow
—(x:) = PT— («x: =
oxs x)=P o (x), k=12 (40)
E a segunda derivada:
2 ’w
a_xli(xi) = PT ax% (xl-), k = 1,2 (41)
J& a primeira derivada da ma‘rAZx-) mantém-se do seguinte modo:
04
x;) = (xl)P k=12 (42)
E a segunda derivada:
9%A d’B
a—xi(xi) = a—x%(xi)P, k= 1,2 (43)
Quanto as derivadas da matriz invedsa(x;), calculam-se do seguinte modo:
A1 0A
(x) =—-A"" ——(x)A™" (44)
k Oxy,
92471 aA‘ 0A 9%A

a_]%(xi) ==

D g, AT — AT T A (45)

Para evitarmos o calculo direto da matriz inversd Ck;), usou-se o seguinte artificio. Primeiro
reescrevemos a Eq. (34) dessa maneira:

@ (x) = c(x)B(x)) (46)
onde
c(x) = P"(x)A™ ' (xy) (47)
Pos-multiplicando a Eq. (47) pd(x;), obtém-se:
c(x)A(x;) = P"(x;) (48)
Em seguida, aplicando a transposta na Eq. (48)s&em
A(x)c(x;) = P(xy) (49)

ApOs a determinagdo da variavgl;), multiplica-se a mesma pela matB£x;) para obter a
funcéo de aproximacap’ (x;).

3.2 Método sem Malha de Subdominio

O método de subdominio é um método de formulagéples e de imediata aplicacdo para
discretizacdo de equac@es diferenciais parciaiartir ple técnicas de interpolacdo ou aproximacao.
Assim, dividindo o domini® em subdominiél,, a Eq. (11) pode ser escrita como:

G
J [Gulkk+1 o ukk]+b]1,bsd.(2 =0 (50)
a5

A funcéo de ponderacaf. é definida por:

1 parax € ()

¥s = {0 parax & £ (51)
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Logo, a Eq. (50) pode ser reescrita como:
G
J- [Gulkk+1 o ukk]+b]d.(2 —O xE.Q (52)
0

As condicOes de contorno séo representadas pgaisss integrais:

j () — H()]AG)IT = 0
[sq
(53)

[uy ey (x) — 3, (x)]A(x)dl = 0
Fsz
Aplicando na Eg. (53) a propriedade de delta dadiobtém-se:

ulx) —u;(x) =0,x €T
(x) z(_) s1 (54)
up g (x) — q;(x) = 0,x €Ty

onderl;; € o contorno referente a condi¢éo essendigl € o contorno referente a condi¢do natural.
Adotando a seguinte solugdo aproximada:

a(x;) = o(x;)a(x;) (55)
onde<p(xj) € uma matri2x2n constituida de n matriz&x2 diagonal contendo as componentes da

funcdo de interpolagao correspondentes aos pant@gsl,2,...,n) dentro do suporte local, centrado no

ponto basex; (i=1,2,...,N), sendo N o numero total de pontosvefor ii(x;) € chamado vetor de
deslocamentos ficticios.
Substituindo a Eq. (55) na Eq. (50), obtém:

G
J G(pkk(x])u(xl)+ — @ g (x)02(x) + b(x;) =0,x € Q
S S (56)
p(x)a(x) —u(x) =0,x €Ty
p(x)nei(x) —q(x;) =0,x €y
onde a primeira parte da Eq. (56) € usada parantagem da matriz de rigidez gloli€); e a segunda
parte é usada para a montagem do vetor ffca
Satisfazendo as condi¢des de cada ponto, podefgamaoseguinte sistema:
Ku=f (57)

ondeK é a matriz de rigide é o vetor de incognitasfeé o vetor forga.
3.3 Integracdo numeérica

Para a utilizacdo da quadratura gaussiana na agfgrnumeérica, antes se deve definir e
normalizar o intervalo de integracdo. Para istiiséeitas algumas transformac8es de coordenadas.
A primeira sera a transformacao da coordenada Igbaiva local:

xl Xl - X]’:
, 58
(xz) <X2 - X3 58)
Devido a natureza circular do dominio de integracird feita mais uma transformacao de
coordenada, desta vez para as coordenadas polares:
Xy =x.(r,0) =rcosb

(59)

Xy = Xo(r,0) =rsenf
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O determinante da matriz jacobiana sera:

dx; 0xq
_|or 6| _|cos® —-rsen6| _
J= % % “lseno  rcose |77 (60)
or 06

Por fim, sera feita a transformacado para normdaiaatp intervalo:

r=rEm =o€+

0—0 0, —0; _|_91+92 (61)
O determinante da matriz jacobiana sera:
dr or 7 0
_log am|_|2 _ 12— 61)
J= 30 a0|™ =8| 4 (62)
0§ on 2
Assim, as coordenadas dos pontos de Gauss sdab#d seguintes funcoes:
Xi4o (f + 1)cos(n(n + 1)
1 ((r + 1) )
X2 + 0 (f + l)sen(n(n + 1))
E a integracéo:
6, — ) o
T
= T 7200 s 1)) ks £, (6 W (€)wg () (64)

4 Resultados
4.1 Viga retangular submetida a flexao

Neste exemplo foi considerada uma viga em balanogn,48 metros de comprimento e 12 metros
de altura, como mostrado na Fig. 1(a). A viga érgiltia a um carregamento parabdlico transversal
na extremidade livre. A viga posdtli= 3x10” N/m?, v = 0.3 e P = 1000 N. A viga foi discretizada
com 48 pontos no contorno e 105 pontos no doméumo mostrado na Fig. 1(b). Foi utilizada a
funcdo gaussiana com raio como funcéo peso e barsemial quadratica.

A distribuicdo parabdlica do carregamento podeskeulada com a seguinte equacéo:

S i ] (65)
O deslocamento na direcdo do exqoode ser obtido da seguinte forma:
DZ
Ax = 6EI (6L —3x)x+ (2 +v) <y - T)] (66)
E o deslocamento na direcdo do epqmde ser obtido da forma a seguir:
Ay—@ 3vy? (L—x)+(4+5v)D—2x+(3L—x)x] (67)

ondel é o momento de inércik,é a comprimento da vigaleé a altura da viga.
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a)
b)
Figura 1. Viga submetida a flexdo (a) e discretizacéo da (b).
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° SMM H-0-SMM
-0.010 . . 0.001 I
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Figura 2. Comparacao das solucénuméricas e analiticeonsiderando uma vi retangular com um
carregamento prescrita extremidade livi (a) e com untdeslocamento prescr na extremidade livre

(b).

A Figura 2 apresenta comparacdo dos sultados numéricos e analitic As curvas foram
construidas usando os pontos da linha neutra da @gMLPG2 é mostrado e usado como |
solugéo de referéncia. Em ambos os casos, o fornece excelentesesultados(ver Fig. 2(al) e
(b1)) com um erro relativabaixo d 1%. Observe que para distancias nadéstis da extremidade
livre, 0 SMM forneceum erro relativo menor do que o MLPG2 (ver Fig.2 @ (b2). Além disso, o
SMM fornece resultados com um custo computacireduzidopor fazer uso de uiinico suporte de
aproximagao centdm no ponto base para os todos 0s pontos de |
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5 Conclusao

Nesse artigo, o SMM foi aplicado para a solugdoénoa de problemas de EPT. A formulagéo
proposta fez uso de um Unico suporte de aproximpgéotodos os pontos de Gauss, reduzindo assim
0 custo computacional do modelo numérico. SimulagiEeuma viga submetida a flexdo mostraram
que o SMM fornece uma boa precisdo para problem&d .
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