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Abstract. In constitutive models based on the continuum damage mechanics, the process of material
degradation is described from damage variables that evaluate the nucleation and growth of micro voids
and microcracks in the medium. These variables can be expressed from tensorial entities called damage-
effect tensors, which is able to describe the material behavior considering, in the most general form,
anisotropic degradation. These entities are defined by a fourth-order tensor. This degradation approach
leads to a generalization of the deterioration process, since the secant tensor is obtained from a product
between the damage-effect tensor and the elastic tensor. This work presents a formulation of a continuum
damage model to deal with orthotropic material degradation, assuming different damage evolutions laws.
The degradation process is considered from damage-effect tensors for the physically nonlinear analysis
of concrete structures subjected to monotonic loadings. Different approaches of damage-effect tensors
presented on literature are discussed and implemented to validate this theory. The formulation was
implemented in the INSANE platform (INteractive Structural ANalysis Environment), a free computing
system developed in the Structural Engineering Department of Federal University of Minas Gerais.

Keywords: Orthotropic damage model, Damage-effect tensors, Physically nonlinear analysis.

Resumo. Em modelos constitutivos baseados na mecanica do dano continuo, o processo de degradacdo
do material é descrito por varidveis de dano que avaliam a nucleacdo e o crescimento de microvazios
e microfissuras no meio. Essas varidveis podem ser expressas por entidades tensoriais denominadas
tensores de efeito de dano, capazes de descrever o comportamento do material considerando, em sua
forma mais geral, a degradagdo anisotrépica. Tais entidades sdo definidas por um tensor de quarta ordem.
Essa abordagem da degradacdo conduz a generalizacio do processo de deterioracdo, uma vez que o tensor
secante € obtido pelo produto entre o tensor de efeito de dano e o tensor eldstico. Esse trabalho apresenta
a formula¢do de um modelo de dano continuo a fim de tratar a degradagdo ortotrépica do material,
assumindo diferentes leis de evolucdo do dano. O processo de degradacdo é considerado a partir de
tensores de efeito de dano para andlise fisicamente ndo linear em estruturas de concreto submetidas a
carregamentos monotdnicos. Diferentes abordagens dos tensores de efeito de dano presentes na literatura
sdo discutidas e implementadas para validar essa teoria. A formulagdo foi implementada na plataforma
INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), um sistema computacional livre desenvolvido
no Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais.

Palavras-chave: Modelo de dano ortotrépico, Tensor de efeito de dano, Andlise fisicamente nio linear.
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Formulagdo de modelos de degradagdo ortotrdpica a partir de tensores de efeito de dano para andlise fisicamente ndo linear

1 Introducio

Andlises fisicamente ndo lineares demandam a utiliza¢do de modelos constitutivos para representar
o comportamento do material que compde uma estrutura. De acordo com Luccioni [1]] apud Pituba [2],
um modelo constitutivo é um modelo mecanico-matematico que descreve, de maneira simplificada, o
comportamento tensdo-deformacdo do material. Para materiais parcialmente frageis, como o concreto,
muitos modelos constitutivos foram formulados, fundamentados em teorias como a plasticidade classica,
a mecénica da fratura e a mecénica do dano continuo.

No contexto da mecanica do dano continuo, Lemaitre e Desmorat [3] definem dano como o surgi-
mento e o crescimento de microvazios e microfissuras no meio material. A varidvel de dano, segundo
Kachanov [4], € um pardmetro que mede as mudancas da estrutura do material, podendo ser quantificada
por meio da deterioracdo micromecénica do material ou por uma andlise fenomenolégica das proprie-
dades degradadas. Essa varidvel pode ser representada por um escalar, nos casos mais simples, ou por
tensores, sendo sua forma mais geral um tensor de quarta ordem.

Diversas formula¢des matemdticas para descrever os modelos de dano foram desenvolvidas utili-
zando conceitos abstratos da termodinamica, dificultando o entendimento do processo de degradacio,
devido a caréncia de lastro fisico dessa abordagem. Como alternativa, Carol et al. [[5] apresentaram uma
estrutura tedrica unificada para descrever modelos de degradacdo da rigidez eldstica baseada no conceito
de funcdes de carregamento. Nesse trabalho, a formulag¢do foi desenvolvida estritamente para modelos
de dano escalar. Posteriormente, diversos autores, entre eles Carol et al. [6], apresentaram formulagdes
baseadas no entdo denominado tensor de efeito de dano.

O tensor de efeito de dano foi introduzido na mecanica do dano continuo a partir do conceito de ten-
sdo efetiva em materiais degradados. Ao considerar que a tensdo nominal atuante em uma configuragao
hipotética de integridade total produz a mesma energia de deformacdo da tensdo efetiva atuante na con-
figuracdo deformada corrente, define-se que os tensores de tensdo efetiva e nominal estdo relacionados
por um tensor de quarta ordem, denominado tensor de efeito de dano (Voyiadjis e Park [[7]]).

Neste cendrio, o presente trabalho propde a formulacdo e a implementagdo de modelos constituti-
vos baseados em tensores de efeito de dano, com o objetivo de desacoplar a forma original do tensor
elastico da regra de degradacdo associada ao modelo constitutivo, garantindo maior generalizacdo de
modelos baseados em varidveis de dano. Diferentes leis de evolugdo do dano no meio material foram
implementadas, cujas formula¢des foram baseadas nos trabalhos de Carol et al. [6], Darwin e Pecknold
[8] e Pitangueira [9].

Tal proposta utiliza o software INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) como pla-
taforma de implementacdo, que é um sistema computacional livre e de cédigo aberto desenvolvido no
Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais.

2 Fundamentacao tedrica

O entendimento do processo de deterioracdo do material a partir dos tensores de efeito de dano
parte da compreensdo de conceitos da mecanica do dano continuo e da formulagdo matemadtica geral
desenvolvida para os modelos de degradagdo eldstica.

2.1 Mecanica do dano continuo

A mecénica do dano continuo constitui um arcabougo tedrico para a representacdo dos efeitos da
deterioracao de materiais submetidos a acdes mecanicas ou térmicas, descrevendo, a partir de hipéteses
micromecanicas, os efeitos da nucleag¢do, propagacdo e coalescéncia de um campo de microfissuras
continuamente distribuido no meio material. Seu desenvolvimento teve inicio com o trabalho pioneiro
de Kachanov [11] e, desde entdo, muitos modelos constitutivos que incorporam a definicdo de dano
foram propostos. Para compreender esses modelos, é fundamental abordar o conceito de varidvel de
dano.
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De acordo com Lemaitre e Desmorat [3]], o Elemento Volumétrico Representativo (EVR), ilustrado
na Fig. [T} é uma unidade volumétrica que permite a representagdo das propriedades de um meio mate-
rial por varidveis homogeneizadas. Tal elemento é chamado representativo por suas dimensdes serem
suficientemente grandes de modo que os defeitos contidos no EVR tenham uma distribugdo homogénea,
contudo, o EVR deve ser suficientemente pequeno para que possa ser considerado como um ponto mate-
rial do continuo (Pituba [2]]). Sendo 4.5 a area de uma das faces do elemento representativo, a qual define
um plano cuja normal tem dire¢do T, e85, adrea equivalente aos poros e as microfissuras, a varidvel
de dano, denotada por D+ pode ser definida como a densidade de defeitos do EVR, conforme a Eq. (1)

0Sp

D — 22D
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D
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X
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Figura 1. Elemento Volumétrico Representativo - EVR (Penna [10]).

A varidvel de dano assume valores contidos no intervalo 0 < D— < 1, em que D5 = 0 indica
material integro e D+ = 1 corresponde a total deterioracdo do material.

Os valores de D+ variam com a orientagdo da normal 7, caso o dano seja anisotropico, com dis-
tribui¢do de fissuras segundo uma direcdo preferencial. Ja o dano isotrépico refere-se a uma situagdo em
que os microdefeitos se distribuem de forma mais ou menos uniforme, sendo independentes da orienta¢do
da normal 77.

Essa definicdo da varidvel de dano parte da abordagem micromecanica do fendmeno de degrada-
¢do do material, representando uma média dos defeitos microscépicos que caracterizam o estado de
deterioracdo. Apesar do grande apelo fisico, os modelos micromecanicos apresentam dificuldades expe-
rimentais de identificacdo das leis de evolugdo do dano, o que restringe sua utilizacdo. Uma alternativa é
quantificar o dano por meio da redugao progressiva de uma propriedade mecanica global, como o médulo
de elasticidade, adotando a concepg¢do de dano fenomenolégico.

Para trabalhar com o conceito de dano fenomenolégico € necessdrio definir tensdo efetiva e defor-
magdo efetiva. Segundo Pituba [2], a tensdo efetiva € obtida tomando-se a parte da se¢do que resiste
efetivamente ao carregamento. Para o caso unidimensional, sendo d F' a forca aplicada na se¢fo de area
S do EVR, a tensdo nominal o é dada pela Eq. (2)a. Na presenca de dano isotrépico, de medida escalar
D, considerando a drea da secdo resistente 55 (Eq. b), a tensdo efetiva o € definida pela Eq. :

oF ~
g = g, 05 =08 — 551[)7 (2a,b)
. OF o

Com a tensao efetiva assumindo valores entre o, para material integro, e oo, para material totalmente
danificado.
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Quanto a deformac@o, é necessario escrevé-la como fung¢@o do dano e = ¢(D). Segundo Lemaitre e
Chaboche [13]], o estado de deformacgéo do material com dano pode ser obtido pela lei do comportamento
do material integro (Eq. @)a), substituindo a tensdo nominal pela tensdo efetiva, como indica a equagéo

Eq. @)b:

-7 (4a,b)

__7
E  E(1-D)

Comparando as relagdes Eq. @)a e Eq. b, ¢ possivel definir o médulo de elasticidade E, equiva-
lente ao meio deteriorado, em fun¢do do médulo de elasticidade £ do material integro:

E=(1-D)E. 5)

A equacgio Eq. (B) pode ser reescrita de forma que a varidvel de dano seja determinada a partir dos
valores dos médulos de elasticidade, implicando em uma aplicacdo da abordagem fenomenolédgica do
dano e obtendo:

E

Pelas facilidades de representacdo do processo de dano fenomenolégico, diversos modelos foram
propostos baseando-se na degradacdo do médulo elédstico. Podem ser citados os modelos de dano de
Mazars e Pijaudier-Cabot [12], Lemaitre e Chaboche [13] e de Vree et al. [[14]. Modelos tradicionais
para descrever o processo de fissuracdo, como o modelo classico de Rots [[15]], sdo fundamentados nos
mesmos principios do dano fenomenolégico, ainda que ndo considerem explicitamente a degradacdo
eldstica em termos de varidveis de dano.

O desenvolvimento matemdtico apresentado anteriormente refere-se ao caso unidimensional de
dano isotrépico. Contudo, o operador de dano, em sua generalizacdo, pode assumir a forma de um
tensor de quarta ordem, sendo capaz de representar o processo de danificacdo de materiais anisotrépicos.
Tais representacdes sdo tratadas a partir dos tensores de efeito de dano.

2.2 Formulacio geral para modelos de degradacio elastica

Estabelecer uma base comum para os modelos de degradacdo eldstica conduz a uma maior genera-
lizagdo na forma de representar o comportamento do meio material. Para alcancar esse objetivo, muitos
autores basearam-se nos principios da termodindmica e em seus processos energéticos. Apesar de geral,
a termodindmica apresenta pouca praticidade para a implementacdo computacional e hd dificuldade em
associar as varidveis da formulacido com propriedades fisicas do processo de degradacao.

A fim de contornar essa dificuldade, Carol et al. [S]] propdem uma unificagdo teérica para modelos
de degradacio eldstica baseados em uma tnica superficie de carregamento, fazendo uma analogia entre
os modelos de dano e a teoria da plasticidade cldssica. Essa proposta, inicialmente restrita a modelos de
dano escalar, foi expandida para modelos tensoriais em trabalhos como o apresentado por Carol et al.
[6]. Esse trabalho, entretanto, continuou limitado a uma unica superficie de carregamento, motivando
Penna [[10] a propor uma expansdo da unificacio tedrica para modelos baseados em multiplas fungdes de
carregamento. Com base nesses estudos, foi elaborada a formulacio geral para modelos de degradacdo
eléstica, cujo desenvolvimento matematico é apresentado a seguir.

De acordo com as Eq. (7)a e Eq. (7)b, a principal caracteristica de modelos baseados em degradagio
elastica € a existéncia de uma relacdo total entre as tensodes e as deformacoes:
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oij = Eijricn, gij = CijklOki, (7Ta,b)

em que o;; sdo as componentes do tensor de tensdo, €;; sdo as componentes do tensor de deformagéo,
FEj1;1 sdo as componentes do tensor de rigidez secante e Cj;y; sdo as componentes do tensor de flexibili-
dade secante.

Em processos de carregamento, pode-se, portanto, observar a evolugao das tensdes e deformacgdes
nos pontos materiais a partir de fun¢des de carregamento, que agrupam o critério de resisténcia e as
variaveis histéricas do modelo material. A partir de uma formulacio baseada em tensdo e utilizando a
relagio total expressa pela Eq. (7)), tem-se as varia¢des da tensdo e da deformagédo dadas por:

0ij = Eijrign + Eijricn, €ij = Cijrion + Cijrioki, (8a,b)

ou, pela decomposic¢ao aditiva:

. . .d . .d . - .d . . d
015 = 037 — 03 = Eijra(Er — €5)s gij = €15 — €5 = Cijra(or1 — o7y), (9a,b)
sendo:
.d : .d [
€%l = AmMimkls Oj1 = Akl (10a,b)

em que égl e c'r;fl referem-se, respectivamente, a variacdo da deformacdo de degradacdo e a variacdo da
tensdo de degradacdo. As componentes do vetor de multiplicadores ineldsticos sdo expressar por Ao
que representa a magnitude da degradacdo, e m,,x; € M.,k sS40 as componentes do tensor das diregdes
de degradagdo. As varidveis representadas com um ponto (.) superior, como ¢;;, referem-se a taxa de
variagdo da respectiva grandeza no pseudo-tempo.

A Fig. 2] ilustra, para o caso unidimensional, a variacdo das grandezas associadas ao processo de
degradacdo eldsticas, relativo a um incremento de tensao:

o E’ ‘ E, E.,
3 4oL Eag' 2
! m
| gl
O-i+1 ,,,,,,,,, [~ ],3‘ ,,,,,,,, '“%
} do= Ed€’
gl AY N R B
4 gt
Co4E
> | 3
0 &, &

Figura 2. Incremento de tensdo associado as deformacdes de degradacao eléstica (Penna [10]).
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com as varidveis apresentadas na Fig. 2] dadas por:

de € o incremento de deformacao;

de® € a parcela do incremento de deformagdo associada a rigidez secante corrente;

de? é a parcela do incremento de deformacio associada a degradacdo da rigidez;

do"™¢ € o incremento de tensdo associado ao incremento de deformacio de;

do® é o incremento de tensio associado ao incremento de deformagio devido 4 degradacdo de?;
do € o incremento de tensdo resultante.

O processo de carregamento é acompanhado pela equagéo:

Fu(o,p) = f(o) — f(p) (1)

em que p sdo varidveis internas que controlam o processo de degradacdo, sendo, a funcdo f(p) a re-
presentacdo do histérico de carregamento no material. Essas varidveis podem ser escritas em termos
de quaisquer grandezas, como por exemplo, as deformagdes de degradacio 5%1. Tem-se entdo a forma
linearizada da condicao de consisténcia para multiplas func¢des de carregamento, dada por:

: OF, oF,
o IS ) IS 12
n 801’]‘ Oij 8pq DPq ) (12)
P g
com
. 3]9 .d OF,
Pg = @‘Jlekl, i = g (13a,b)
P
e
oF, oF,| Op
Hyp = — =— L M- (14)
nm a)\m i 8pq agckll m
Pode-se, entdo, reescrever a Eq. (I2) na forma:

Os tensores m, n ¢ H indicam, respectivamente, as dire¢des da propagacdo das deformacdes de
degradacao, as direcdes das funcdes de carregamento e os médulos pds-critico do material.
Combinando a Eq. (I0)a com a Eq. (9)a, tem-se:

Gij = Eijri (€ — AnMmia)- (16)

Substituindo a Eq. (I6) na Eq. (I3):

Tt Bijrt (Ext — MnMimit) — HumAm = 0. (17)

Desenvolvendo a Eq. obtém-se o multiplicador inel4stico:
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Nned Ecdki€rl
)
Hyp + Nnpq qursmmrs

Am = (18)

e, ao substituir a Eq. (18)) na Eq. (10), encontra-se:

.d Nned Ecdki€rl
€l = Mmkl - (19)
Hyp, + nnpquqrsmmrs

Retornando o resultado obtido na Eq. (9), tem-se:

1,

6ij = Eljaéns (20)

¢ : o .
sendo F; ik O operador tangente, dado em termos de rigidez, expresso por:

Eijabmmabnncd Ecar
Hym + Nnpq qurs Mmrs

t _
Eiji = Eijr —

ey

De forma semelhante, desenvolve-se a formulagdo baseada em deformacgdo. As formulagdes ba-
seadas em tensdo e deformacdo sdo chamadas duais, uma vez que expressdes matemadticas andlogas
conduzem ao mesmo resultado para um mesmo estado de tensdo ou deformacdo. As relacdes entre as
grandezas das formula¢des baseadas em tensdo e em deformacio podem ser expressas por:

Mmi] = —EijpiMmki, Mnij = Eijrinnk, Hym = Hpm + i Bk, (22a,b,0)

sendo as grandezas com a barra sobrepostas referentes a formulacao desenvolvida no dominio das defor-
magdes e as demais referentes a formulagdo desenvolvida no dominio das tensdes.

Resta estabelecer as variacdes das tensdes e deformacdes de degradagdo (dgl e égl) em funcdo da
variacdo darigidez ou da flexibilidade, o que pode ser feito por meio da regra da degradagao generalizada,
ja que nem sempre se tem uma forma explicita para determinar dgl e é%l. Nesses casos, a forma de
degradacdo do tensor de rigidez ou flexibilidade é uma hipétese do modelo.

Assim, comparando a Eq. (8) com a Eq. (9), obtém-se:

.d - . d -
Eijrigy = —Eijricn, Cijkior = —Cijkioni- (23a,b)

Sabe-se que E : C = 14, assim, pela diferencia¢do desta equagdo, tem-se:

Ciququk’l + Ciququkl =0. (24)

Isolando E e C, encontra-se:
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Ez‘jkl = 7Eiqu0pq7”8E7‘Skl7 Cijkl = *CiquE‘pqrsCrslcl- (25a,b)
Substituindo a Eq. (25)b na Eq. (23)b, tem-se:

dgl = 'pqrsgkl- (26)

Define-se ainda a variagc@o do tensor de rigidez como

Eiju = A M ks (27)

em que )\m ¢ a magnitude e Mmijkl ¢ a direcdo da variacdo da rigidez. A Eq. estabelece a taxa
de degradacdo do tensor constitutivo em fun¢do de uma magnitude do processo de degradacdo e de uma
direcdo. Tal relacdo € conhecida como Regra da Degradacdo Generalizada.Substituindo a Eq. na
Eq. (26), encontra-se

og éij = A M i ki€ (28)

Comparando a Eq. com a Eq. (10), tem-se

Mimij = Mmijki€i- (29)

Por fim, a Eq. pode ser reescrita como:

1 — _
Ef = Eiju + = MomijpapaTinta- (30)

nm

Ressalta-se que modelos que preconizam a degradacio do tensor de rigidez consideram todos os pa-
rametros do material como varidveis que evoluem durante o processo de deterioracdo. Essa caracteristica
limita esses modelos, devido a dificuldade de estabelecer leis de evolugdo para todos esses pardmetros.
Um modelo ortotrépico, por exemplo, demanda leis de evolucdo para 21 pardmetros independentes.

Para contornar tais dificuldades sdo utilizadas grandezas que medem o quado degradado estd o tensor
de rigidez do material. Essas grandezas sdo as varidveis de dano, denotadas por Z,. O simbolo “ * ”
representa a natureza escalar, vetorial ou tensorial que as varidveis podem assumir.

Nos modelos baseados em deformaciao, a rigidez passa a ser escrita como funcdo das varidveis de
dano e das constantes eldsticas, na forma apresentada como:

ED = Eijri(Epgrs, D). 31

) pqrss

Que pode ser diferenciada, resultando em
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. OED, -
Eij = —=— 7 (32)

com a regra de fluxo para dano escrita como
D= Son Mo, (33)

em que \,, é o multiplicador ineldstico, ou multiplicador de dano, e .#,,, define a direciio da taxa de
mudanga das varidveis de dano.

Substituindo a Eq. (27) e a Eq. (33)) na Eq. (32)), obtém-se a variacdo do tensor de rigidez em termos
de varidvel de dano, conforme a Eq. (34).

OEL
LI (34)
a.@*

ikl =

O mesmo pode ser feito em relacdo a variacao da flexibilidade dos modelos com formulagdo baseada
em tensao.

A estrutura tedrica unificada desenvolvida a partir dessa formulagio permite a representacio de dife-
rentes modelos, como modelos baseados em tensdo, modelos de plasticidade cldssica, modelos baseados
em deformacao, modelos de fissuragdo distribuida e modelos de dano.

2.3 Tensores de efeito de dano

De acordo com Penna [10], em modelos de dano definem-se as varidveis de dano e sua dependéncia
com os tensores de rigidez e flexibilidade. Modelos isotrépicos, por exemplo, apresentam uma relagdo
trivial dada pela Eq. (35), em que D ¢ a variavel de dano.

EDy = (11— D)E},. (35)

Modelos com degradacdo anisotrépica demandam relagdes mais complexas, que sdo definidas a
partir dos conceitos da mecanica do dano continuo. Nesses casos, torna-se necessario o uso da notagio
tensorial para apresentar os chamados tensores de efeito de dano.

Diferentes autores apresentaram propostas de tensores de efeito de dano capazes de relacionar os
tensores de rigidez e flexibilidade do material integro com seu respectivo tensor secante, que representa
a hipétese de degradacdo do material. Esse estudo foi desenvolvido a partir dos modelos propostos por
Carol et al. [6] e [L6], Pitangueira [9] e Darwin e Pecknold [8].

Tensor de efeito de dano no sistema principal. Os trabalhos de Carol et al. [[6] e [16] partem do principio

de que as variaveis de dano relacionam grandezas efetivas com suas respectivas parcelas nominais por
meio de um tensor de quarta ordem, o tensor de efeito de dano, representado por @;;x;. Assim, escreve-se:

— ef ef _
Oij = QjklOp €ij = QU ki€kl- (36a,b)

Ou, na forma inversa, utilizando o tensor de efeito de dano dual a;:
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ef ef
0, = QijklOkl, Eij = QUjkIEL] (37a,b)

Essas equagdes podem ser combinadas com as relacdes totais para tensdo e deformagdo efetivas
(Eq. (38)a e Eq. (38)b), conduzindo as relacdes expressas nas Eq. (39)a e Eq. (39)b, que permitem a
obtencdo dos tensores de rigidez e flexibilidade secantes.

o = Elperl, il = Chuodl, (38a,b)

s — 0 — s 0
Eijkl = aiquqursak‘l’l”sv C’L]kl = apqijcpqrsarskl' (39a,b)

Devido a natureza simétrica dos tensores de rigidez e flexibilidade do material integro e do tensor de
efeito de dano, as relagdes obtidas para a rigidez e a flexibilidade secante também fornecem resultados
simétricos.

Considerando o dano isotrépico , o tensor de efeito de dano pode ser escrito como:

ijr = L0 (40)
com ¢, associado a integridade do material, dado por:

1_

°=5

1-D. (41)

Ja para modelos de dano ortotrépico ou anistrépico, as varidveis de dano sdo representadas por um
tensor de segunda ordem, cujas componentes sdo dadas por D;;, que varia de zero a d;;.

Sdo introduzidas ainda as grandezas w;; € w;;, que sdo, respectivamente, a raiz quadrada do tensor
integridade ¢ e da sua forma inversa ¢:

bij = WirWij, Pij = WikWk;- (42a,b)

Para a formulacdo anisotrdpica, entretanto, ndo hé garantia de simetria dos tensores efetivos e, por
isso, pode-se adotar um método de simetrizagdo dos tensores, como o proposto por Cordebois e Sidoroff
[17] apud Carol et al. [16]:

Oij = @ikUZ{@lj- 43)

Tal forma permite rescrever os termos do tensor do efeito de dano, como:

1
Qjjkl = i(wik@jl + Wy W) (44)

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019



L. R. S. Pereira, S. S. Penna

Feitas tais consideracdes, o tensor de efeito de dano, no sistema principal de dano, pode ser escrito,
para o caso plano, como:

o
o
o

o

NG

o
®
o
o
o
o
o

o
RN
C
Y
c
]
o
o
o
o
o
@)

aijlcl = \/$(1)$(2) . (45)

5 0 0 0 day 0 0 00
0 o 0 0 0 0000
0 0o 0 0 0 0000
0 o 0 0 0 0000
0 o 0 0 0 0000

Conhecido esse formato, foi feita sua implementagdo no software INSANE. Adotou-se ainda um
formato matemadtico alternativo, a fim de reduzir a demanda por operagdes tensoriais. Esse novo formato
parte da Eq. , sendo o tensor de efeito de dano alternativo @ estabelecido conforme a Eq. li

Sk = Wijpg Bpghts (46)
(A4, 0 0 0 Ci 00 0 0
0O B, 0Ci 0 0000
0 0 0 0 0 0000
0 C, 0B, 0 0000
G =|Ci 0 0 0 A, 0 0 0 0, 7)
0 0 0 0 0 0000
0O 0 0 0 0 0000
0O 0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0 0000

com v representando o coeficiente de Poisson do material e as varidveis definidas como:

—2 - = —2 - = - = —2 - = —2 - =
¢1*V2¢1¢2 ¢2*V2¢1¢2 vo1yP(2)— V(1 Vo1 P(2)—VP(2 P1yP(2
A1: ()1—y(2)()’A2: ()1_,/(2)()’31: ()1(_3/2 (),BQZ ()1(_)V2 ()601: ()2()‘

Tensor de efeito de dano conforme Darwin e Pecknold [8]. O modelo proposto por esses autores busca
representar o comportamento do concreto, considerando a ndo linearidade e a ortotropia do material em
andlises de estado plano de tensdes, por meio do tensor secante local:
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E° = 72 V1E2 E2 0 ) (48)
0 0 (1-wnw)G

em que F; é o médulo de elasticidade secante na diregdo i e v; refere-se ao coeficiente de Poisson, na
direcdo i, com ¢ = 1,2. 0 médulo de elasticidade transversal no plano 1-2 é representado por G e dado
pela equagdo:

_ E1E2 — 21/U1U2\/E1E2

G 4(1 — 1/11/2)

(49)

Considerando simetria da matriz constitutiva (11 Fy = 12 FE1) e um coeficiente de Poisson equiva-
lente dado por v = /119, foi desenvolvido o tensor de efeito de dano para essa formulacao, seguindo o
formato alternativo proposto na equagio Eq. (46) e a notacdo tensorial apresentada em Eq. (7).

b1)—v*/¢(1)P(2) Ay — b2~/ P1)b(2)

Nesse caso as varidveis assumem novos valores: A; = e = o ,

B V(\/$(1)$(2)—$(1>) B V(\/$(1>$(2)—$(2)) e C 5(1)4'@(2)—21’\/5(1)5(2)
1= — 9,2  »Db2= 1= .

1—12 ’ - 1—12 4

Nesse modelo, a varidvel relativa a integridade, dada por ¢;, é dada por (1 — D;).

Tensor de efeito de dano conforme Pitangueira [9]. Nesse modelo, tem-se como premissa que o mate-
rial torna-se ortotrépico na regido danificada e seu desenvolvimento matemaético adota estado plano de
tensdes e ortotropia nas direcdes principais. Essas consideragdes conduzem ao mesmo tensor secante
local apresentado na Eq. (48), contudo, o que diferencia a formulagdo de Pitangueira [9] da proposta de
Darwin e Pecknold [8]] € a hipotése de simetria da matriz de flexibilidade, aqui dada por:

141 120 14
—_-— === —. (50)
Ei  Ey Ep

Novamente, utilizando do formato alternativo do tensor de efeito de dano, é possivel representd-lo

pela Eq. (7).
Para tanto, as varidveis assumem os valores: A; =

u%)@@fl) _ Va(i)@g)*l) e O — (1) P(2) (1+V)

= » By 1= s—= —.
1=6(1)¢(2)? 1=6(1)¢(2)? D) FP(2)+2vd(1) b(2)

5(1)£1—Z2$(2)) _ 5(2)9—325(1))

1=b0yo@r? > 2 1=6a)p@yv? °

A varidvel relativa a integridade, cuja representagio é ¢,, é obtida por (1 — D;).

Ressalta-se que a formulacdo de Pitangueira [9]] foi previamente implementada no software IN-
SANE no trabalho de Penna [[10], contudo tal implementag¢do nio utiliza da generaliza¢do propiciada
pelos tensores de efeito de dano, uma vez que faz a implementacao direta do tensor secante. Essa formu-
lagdo, j4 bem estabelecida, foi utilizada como referéncia nas simula¢des numéricas apresetadas a seguir,
a fim de validar as implementacdes baseadas em tensores de efeito de dano.

3 Simula¢6es numéricas

Feito o desenvolvimento matematico dos tensores de efeito de dano, foi possivel implementar es-
ses recursos no software INSANE. As andlises ndo lineares utilizaram o processo incremental-iterativo
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Newton Raphson Padrdo e equilibrio tangente. As simulagdes incluiram modelos de tracdo pura (a),
compressao pura (b), flexdo em trés pontos (c) e compressdo diametral (d), conforme representado na
Fig.[3] Os nés e as direcdes de controle dos deslocamentos sdo destacados pelas setas em verde (para
deslocamento vertical) e azul (para deslocamento horizontal).

(a) (b) (c) j i (d)
:.E; :.i ot h

Figura 3. Simulacdes numéricas.

3.1 Tracao

O primeiro modelo analisado foi uma chapa em estado plano de tensdes, modelada com um tnico
elemento finito do tipo Q4, com dimensdes unitarias, submetida a um carregamento de tragdo pura tam-
bém unitdrio aplicado em sua face direita. As restricdes nodais foram aplicadas na face esquerda do
elemento, permitindo a ocorréncia do efeito de Poisson. A solucdo ndo linear contou com um limite de
passos igual a 200 e um nimero maximo de iteracdes por passo limitado a 100, com tolerancia para con-
vergéncia de 0.0001. O incremento do fator de carga foi definido como 0.000005 e o método de controle
utilizado foi o controle de deslocamentos. O modelo constitutivo adotado foi modelo de fissura¢ao distri-
buida com dire¢do fixa de propaga¢do. O material segue a lei de Carreira e Chu [18]] para compressio e
de Boone et al. [19]] para tragdo, com resisténcia do concreto a compressio de fc = 20 MPa e a tragéo de
ft =2 MPa. A deformacéo limite do regime elastico para compressdo foi imposta como &, = 0.0002,
o médulo de elasticidade eldstico foi considerado como E = 20000 MPa e o coeficiente de Poisson dado
como v = 0.2. A energia de fratura adotada foi de G f = 0.00002 MN/m, o comprimento caracteristico
foi h = 0,05 m e o fator de retenc¢@o ao cisalhamento foi de 3, = 0.05. Os tensores de efeito de dano
foram diferentes para cada simulagéo e os resultados sdo apresentados no grafico da Fig. [}

2 ——
—e— Referéncia

L8 f ——Pitangueira (1998)
16
Darwin e Pecknold (1977)
14
----- Carol et al. (2001)

S 12
=t f — —Carol et al. (2001) adaptado
o 1
(5}
8
o
kS
LL

o o
> o

4

i

0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003 0,00035 0,0004 0,00045 0,0005
Deslocamento horizontal - dX (uc)

o
N

Figura 4. Trejetéria de equilibrio - tragao.

Discretizacdo da malha. Com o objetivo de avaliar a estabilidade numérica dos modelos baseados em
tensores de efeito de dano diante do refinamento da malha, o exemplo anterior foi simulado com malhas
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de 4, 16 e 64 elementos, sendo que a malha mais refinada sempre esta contida na malha menos refinada,
(conforme indicado na Fig.[5a). Os tensores de efeito de dano no sistema principal, no formato conven-
cional e alternativo, e o tensor de efeito de dano proposto por Pitangueira [9] apresentaram resultados
idénticos aos obtidos com a malha de um sé elemento. Contudo, a hipdtese de tensor de efeito de dano de
Darwin e Pecknold [8] apresentou comportamento instdvel da trajetéria de equilibrio com o refinamento
da malha, ilustrado na Fig. [5b] o que indica que esse modelo apresenta dependéncia da discretizagdo

adotada.
2 ~ 1=
f\'. —e— Referéncia
oo 1 elemento

—— 4 elementos

.
o~

Ly
[}
e,

14
oy 16 elementos
12
°© b — —64 elementos
3 1
S
% 08 f
LL

o
=3

o
~

Darwin e Pecknold

j -

o
)

M1 - 1 elemento
M2 — 4 elementos

o

_ 16 elementos 0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003 0,00035 0,0004 0,00045 0,0005
M4 — 64 elementos Deslocamento horizontal - dX (uc)
(a) Refinamento da malha. (b) Trejetérias de equilibrio.

Figura 5. Discretizagdo da malha e fendmeno de localizagdo de deformagdes

A partir desses resultados, constata-se que as simulagcdes numéricas realizadas a partir dos tensores
de efeito de dano apresentaram resultados 6timos para a tragdo pura, com exce¢do do modelo proposto
por Darwin e Pecknold [8], que apresentou comportamento irregular da trajetéria de equilibrio com a
discretizacdo da malha. Supde-se que esse modelo € mais sensivel a variagdes na discretizacdo, pois,
sua hipdtese de simetrizacdo do tensor secante local inclui raizes nesse operador, o que pode conduzir a
instabilidades numéricas.

3.2 Compressao

Para a compressdo foi realizado procedimento andlogo ao descrito para a tracdo. Os pardmetros de
entrada do modelo foram os mesmos aplicados a tracdo, feita a ressalva que o carregamento, que agora
representa uma compressao pura, teve seu sentido de aplicagdo invertido. Os resultados dessa simulacio
sdo apresentados na Fig. [6]

Percebe-se, portanto, que apenas a proposta de tensor de efeito de dano formulada a partir de Pi-
tangueira [9] foi capaz de representar adequadamente a trajetéria de equilibrio, em concordancia com a
referéncia. Os demais modelos divergiram no passo 12, em que ha acentua¢io do comportamento néo li-
near do material. Mais estudos s@o necessdrios para compreender as limitagdes das respectivas propostas
de tensores de dano e porque elas ndo apresentaram resultados satisfatérios para a compressao pura.

3.3 Flexao

A simulac¢do do exemplo de flexdo em trés pontos partiu da andlise de uma viga com 2,50 m de
comprimento, 1,00 m de altura e espessura unitdria. A modelagem considerou a simetria do modelo em
relagdo ao eixo y, simulando apenas metade da geometria. A malha utilizada foi de 5 x 5 elementos do
tipo quadrilaterais de 4 nés. A fim de simular os efeitos de uma fissura inicial, foi retirado o apoio hori-
zontal no né inferior na face direita da viga, como apresentado na Fig. 3. As propriedades do material
foram as mesmas utilizadas nos exemplos de tracdo e compressdo, assim como o modelo constitutivo
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20
18
16
14
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10
o— Referéncia

—— Pitangueira (1998)

Darwin e Pecknold (1977)
----- Carol et al. (2001)
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o

Figura 6. Trejetdria de equilibrio - compressao.

de fissuragdo distribuida com direcdo de propagacdo fixa. O carregamento é composto por uma carga
incremental de médulo unitario, no sentido negativo do eixo y (foi aplicada uma carga de —0.05M N
devido a simetria do modelo). A solu¢do nao linear foi limitada em 500 passos e em 200 iteragdes por
passo, com tolerancia para convergéncia de 0.0001. O incremento do fator de carga foi definido como
0.01 e o método de controle adotado foi o controle de deslocamentos generalizado, conforme apresen-
tado por Fuina [20]]. Os resultados obtidos para as diferentes formulagdes de tensores de efeito de dano
sdo apresentados na Fig. [}

—— 07
o— Referéncia

——Pitangueira (1998)

Darwin e Pecknold (1977)
----- Carol et al. (2001)
— —Carol et al. (2001) adaptado /

0,6

0,5

0,4

Fator de carga

0,0012 -0,00105 -0,0009 -0,00075 -0,0006 -0,00045 -0,0003 -0,00015 0
Deslocamento horizontal - dX (uc)

Figura 7. Trejetéria de equilibrio - flexao.

Observa-se que nas andlises para flexdo, os modelos se mostraram estdveis. Ressalta-se que o mo-
delo de Darwin e Pecknold [8]] apresentou um enrijecimento observado no ramo pds-pico, o que pode
estar relacionado a forma particular proposta pelos autores para o cdlculo do médulo de elasticidade
transversal do material, sob o qual atua o fator de retencdo ao cisalhamento e tende a induzir um trava-
mento artificial de tensoes.

3.4 Compressao diametral

O ensaio de compressdo diametral busca obter de forma indireta a resisténcia a tracdo do material,
utilizando um corpo de prova cilindrico. A geometria do corpo ensaiado permite que a simulagdo numé-
rica se beneficie da simetria do modelo. Feitas essas consideracdes, foi realizada a andlise de um quarto
do corpo de prova, com 40 mm de raio, adaptando as restricdes nodais de forma adequada. Foi adotada
uma malha de 130 elementos do tipo triangulares de trés nés. Os dois nds inferiores da face esquerda
do modelo (como apresentado na Fig. [3d) foram liberados a fim de representar os efeitos de uma trinca
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inicial. Cada uma das cargas aplicadas tem valor de —0.25/V, sendo aplicadas em um bloco rigido.

Novamente foi utilizado o modelo de fissuragdo distribuida e as leis de compressao de Carreira e
Chu [[18]] e de tracdo de Boone et al. [19] para o concreto. Os parametros de entrada desse material
foram a resisténcia do concreto 2 compressio de fc = 25 N/mm? e a tracdo de ft = 2.5 N/mm?.
A deformacio limite do regime eldstico para compressdo foi imposta como &, = 0.01, o médulo de
elasticidade eldstico foi considerado como E = 20000 N/mm? e o coeficiente de Poisson dado como
v = 0.2. A energia de fratura adotada foi de G f = 0.1 N/mm, o comprimento caracteristico foi h = 50.0
mm e o fator de retencdo ao cisalhamento foi de 5, = 0.05. O bloco rigido foi considerado linear eléstico,
com E = 2000000000 N/mm? e v = 0.1. A andlise ndo linear foi restrita a 1000 passos com até 200
iteragdes por passo e tolerancia para convergéncia de 0.001. O incremento do fator de carga foi definido
como 0.0001334 e o método de controle adotado foi o controle de deslocamentos. Os resultados obtidos
para os tensores de efeito de dano implementados podem ser observados nas Fig. [§]e Fig. [0}
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8000
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Darwin e Pecknold (1977)
= Carol et al. (2001)
. — - -Carol et al. (2001) adaptado

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 003 0,035
Deslocamento horizontal - dX (uc)
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4000
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Figura 8. Trejetdéria de equilibrio - compressdo diametral (dX).
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-0,035 -0,03 -0,025 -0,02 -0,015 -0,01 -0,005 0
Deslocamento vertical - dY (uc)

Figura 9. Trejetéria de equilibrio - compressdo diametral (dY).

Tendo em vista as trajetérias de equilibrio apresentadas, os resultados foram considerados bastante
satisfatorios. A trajetéria que representa ao modelo de Pitangueira [9] foi a que mais se aproximou da
referéncia, o que € explicado pelo fato de ambas partirem do mesmo principio tedrico, apresentando
diferencas apenas quanto ao seu desenvolvimento matematico. J4 as propostas de tensor de efeito de
dano no sistema principal e por Darwin e Pecknold [8] resultaram em trajetérias muito similares, ainda
que apresentem um pico levemente inferior ao da referéncia. Ressalta-se que modelos distintos, em geral,
podem representar esse tipo de disparidade, devido as suas hipdteses iniciais.
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4 Consideracoes finais

As simulacdes numéricas realizadas a partir dos tensores de efeito de dano apresentaram resultados
6timos para a tragdo pura, entretanto, o modelo de Darwin e Pecknold [8]] mostrou-se instavel diante
do refinamento da malha, o que pode estar relacionado com sua formulacdo matemaética e a hipdtese de
simetrizacdo do tensor de rigidez secante local.

Para a compressao, o tnico modelo capaz de representar trajetéria de equilibrio foi o desenvolvido
por Pitangueira [9]. A compressdo pura pode ser uma solicitacdo de dificil modelagem considerando
modelos de fissuracdo distribuida, ja que a dire¢do de aplicag@o da carga é perpendicular a direcdo de
ruptura da estrutura. Mais estudos serdo realizados a fim de compreender as limitagdes dos modelos
baseados em tensores de efeito de dano associados a compressdo, avaliando também as respostas dessas
hipdteses para carregamentos combinados.

Em relacdo a flexdo, os modelos apresentaram trajetdrias de equilibrio bem comportadas, ressal-
tando o efeito de enrijecimento para a andlise utilizando o tensor de efeito de dano de Darwin e Pecknold
[8], que foi atribuido ao calculo do médulo de elasticidade transversal do material.

Por fim, no exemplo referente a compressdo diametral, os resultados apresentaram concordancia
com a referéncia, ainda que em alguns modelos o pico da trajetéria de equilibrio tenha sido inferior ao
da referéncia. Acredita-se que essa diferenca tenha como origem as hip6teses iniciais dos modelos de
degradacdo, que apresentam particularidades entre si.

Sugere-se que essa pesquisa tenha continuidade com um maior aprofundamento das andlises para
carregamento de compressao pura e andlise da estabilidade numérica dos modelos desenvolvidos. Deve
ser evidenciado que o método de implementacgdo utilizado favorece a generalizagdo e, portanto, o soft-
ware estd preparado para receber novas formulacdes de tensores de efeito de dano.
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