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Resumo. Neste trabalho, um modelo numérico para analise de vigas de concreto armado estaticamente
determinadas ¢ desenvolvido com base na abordagem momento-rotagdo para avaliar a rigidez ¢ a
flexibilidade do elemento pods fissuracdo. Essa abordagem é baseada no deslocamento de corpo rigido
de um comprimento de prisma entre fissuras e nos mecanismos de interacdo parcial. Esses
mecanismos retratam efeitos importantes que tem como base a fissuragdo do concreto e o
deslizamento entre interfaces, sendo fundamentados em expressdes que utilizam propriedades
adicionais dos materiais. A propriedade bond-slip da interface ¢ base para o mecanismo de
enrijecimento a tragdo, enquanto que o mecanismo de amolecimento do concreto € tratado por meio de
expressdes embasadas na teoria do atrito-cisalhamento. O modelo numérico apresentado permite obter
a capacidade resistente da secdo critica do elemento considerando os efeitos supracitados, além de
apresentar uma resposta carga-deslocamento para vigas. Por fim, os resultados numéricos séo
comparados com resultados de ensaios experimentais disponiveis na literatura, além de serem
confrontados com resultados oriundos de uma analise baseada na premissa de interagdo completa entre
materiais.
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Analysis of Reinforced Concrete Beams based on a Moment-Rotation Approach

1 Introducao

A analise de estruturas de concreto armado por meio de modelos mecanicos tem sido objeto de
estudo a partir de diversas abordagens. Para isso, tal andlise vem sendo aprimorada cada vez mais para
considerar fendmenos importantes que ocorem no concreto. Além disso, com o surgimento de novos
produtos, como o concreto com armaduras ou refor¢cos ndo metalicos, a criagdo ou atualizacdo de
c6digos normativos ¢ imprescindivel. A fim de proporcionar rapidez, economia e seguranca no
desenvolvimento dessas normas, estudar modelos mecanicos faz-se necessario para o desenvolvimento
de modelos numéricos ou analiticos, pois resulta na diminuicdo de modelos empiricos ou semi-
empiricos dependentes de condi¢des de contorno especificas de ensaios.

Com o intuito de abranger pontos importantes, conforme citados acima, apresenta-se nesse
trabalho uma abordagem baseada em deslocamentos de corpo rigido, nomeada momento-rotagdo (M —
6). A mesma incorpora dois fendmenos de interagdo parcial que impactam significativamente no
comportamento a flexdo de elementos de concreto armado. Os fendmenos inseridos por meio da
abordagem sao: a formagdo e crescimento de fissuras no concreto, levando a contribui¢do do concreto
entre fissuras, e a formagdo de cunhas de concreto, que leva a deformagdes residuais de compressao.
Sendo assim, a abordagem momento-rotagdo € a base principal para o modelo numérico implementado
para analise de vigas de concreto armado, que utiliza ainda principios da analogia da viga conjugada.

2 Conceitos Basicos e Fundamentag¢io da Abordagem

O modelo numérico apresentado permite avaliar o acréscimo de rigidez e de ductilidade conferido
a um elemento de concreto armado ao se considerar, por meio da abordagem momento-rotagdo, o
comportamento pds-pico do concreto a tragdo e a compressdo na analise de vigas.

Para isso, relagdes contitutivas pré-pico também devem ser especificadas e estas sdo obedecidas
até que o concreto atinja as resisténcias de pico a tragdo, formando a primeira fissura, e & compressao,
que forma cunhas de concreto. As relagdes utilizadas na implementagdo sdo as sugeridas pela norma
brasileira, NBR 6118 [1].

No entanto, com a abertura da fissura e com a formagao da cunha de concreto, ou seja, quando o
concreto atinge sua tensdo de pico de tragdo e de compressdo, tem-se que as relagdes constitutivas de
amolecimento passam a ser validas. Inserir tais relagdes no modelo, levando em conta os
deslizamentos que ocorrem nas interfaces dos materiais, ¢ que produzem a reducdo de tensdo com o
aumento da deformagdo, significa considerar em sua formulacdo mecanismos de interagdo parcial.
Sendo, portanto, os fendomenos de interacdo parcial aqueles que envolvem deslizamentos entre
interfaces, seja uma interface concreto-concreto ou uma interface armadura-concreto, o que
contrapdem a uma analise de aderéncia perfeita, chamada de interagdo completa.

Os efeitos dos fendmenos de interagdo parcial como a contribuigdo a tragdo do concreto entre
fissuras e o acréscimo de deformagdes residuais a compressdo sdo inseridos matematicamente no
modelo a partir dos mecanismos de interacdo parcial de enrijecimento a tracdo (do inglés Tension
Stiffening) e de amolecimento do concreto (do inglés Concrete Sofitening), respectivamente. O
entendimento desses mecanismos ¢ fundamental para compreensdo da abordagem momento-rotagao.

2.1 Mecanismo de Enrijecimento a Tracao

O mecanismo de enrijecimento a tragdo avalia de forma quantitativa a contribui¢do do concreto
entre fissuras e, consequentemente, possibilita determinar o acréscimo de rigidez conferido a um
elemento de concreto. Além disso, 0 mecanismo permite obter a abertura e espacamento entre fissuras,
e a identificar o estagio de formacdo e estabilizacdo das mesmas. Esse mecanismo esta diretamente
associado ao deslizamento concreto-armadura e a consequente abertura de fissuras.

Essa contribui¢do do concreto ¢ obtida a partir da transferéncia de tensdo do concreto entre faces
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fissuradas por meio da barra que constitue a armadura. Essa transferéncia, em suma, depende do
diametro da barra do concreto circundante e da qualidade da aderéncia entre o concreto € o material
que constitui a barra.

Os deslizamentos sdo convertidos em tensdo por meio das relagdes bond-slip, que ¢ uma
propriedade constitutiva da interface e que representa a capacidade de ligacdo entre dois materiais. As
relagdes bond-slip sdo inseridas matematicamente no mecanismo de enrijecimento a tracdo, que ¢
desenvolvido a partir da simulacio de um ensaio de arrancamento de barra em um prisma, como ¢
encontrado nos estudos de Gupta e Maestrini [2] ¢ Muhamad et al. [3].

A relagdo bond-slip é dependente de inimeros fatores, como o tratamento superficial, diametro e
modulo de elasticidade da barra, além da resisténcia do concreto. Sendo assim, a relagdo pode assumir
diversos formatos que podem ser matematimaticamente idealizados a partir de modelos linear
ascendente ou descendente, bilinear ou ndo linear. Seguindo as sugestdes dos trabalhos de Muhamad
et al. [3], Taheri e Barros [4] e Ohelers et al. 5], € utilizado nesse estudo um modelo idealizado linear
ascendente, como mostra a Figura 1, cujo resultados sdo bastante confiaveis para situagdes em servigo.
Tal modelo ¢ definido conforme a expressdo a seguir, em que k, € o principal pardmetro.

T=k,s (1)
T(MPa)
T ' ~—Curva nio linear

. ‘r._ji ) s

Modelo linear : 3

E ascendente .
| .K-c : B 3 .
r 51 S = 8 (mm)

Figura 1. Modelo bond-slip linear ascendente idealizado (Adaptado — Taheri e Barros [4])

O mecanismo ¢ idealizado a partir da simulag@o de um ensaio de tragdo em prisma, como mostra
a Figura 2. A figura ainda apresenta as considera¢des feitas na formulacdo do mecanismo, como
equilibrio de forgas normais na segdo transversal e de forgas cisalhantes no comprimento dx (7L, /A;)
na interface entre materiais.

Em sintese, o mecanismo resulta em uma for¢a de contribuicdo do concreto que depende do
deslizamento sofrido na face fissurada. Tal deslizamento estd relacionado a abertura de fissuras e as
propriedades da barra e concreto, como mostra a equacdo (11). A obtencdo dessa equacdo se da pela
solugdo da equagdo diferencial que descreve o deslizamento que ocorre na face fissurada.

Esse deslizamento ¢ de suma importancia para o completo entendimento do mecanismo, pois
refere-se ao deslocamento relativo entre concreto e barra. Ndo sendo importante, portanto, quanto
barra e concreto deslocam individualmente, mas sim o deslizamento na face fissurada, que se
configura como a metade da abertura da fissura.
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Figura 2. a) Prisma infinitamente longo; b) Secdo transversal do prisma; ¢) Equilibrio na
interface do concreto; d) Equilibrio na interface da barra (Adaptada — Muhamad et al. [3])

A Figura 2.a) apresenta um prisma de concreto armado carregado axialmente sob tragdo
uniforme; a Figura 2.b) mostra a secdo transversal do prisma evidenciando a area de concreto
circundante, A.. A barra esta sujeita a uma for¢a de arrancamento P, que induzira um deslizamento
regido pela lei bond-slip caracteristica da interface concreto-barra. Esse deslizamento ¢ obtido pelo
deslocamento relativo entre concreto e barra (Equacdo (2) e a deformagéo ¢é a primeira derivada do
deslocamento (Equacéo (3):

A, =6=u,+ u, 2)
@ _ dur n duc (3)
dx dx dx

Diferenciando a expressdo que rege os deslocamentos (3), deve-se resolver a Equagdo Diferencial
Ordinaria (EDO) a seguir, sendo A, a area da secdo transversal da barra; L, o perimetro da barra e, E,
e E. os modulos de elasticidade do material da barra e do concreto, respectivamente.

2
a7 _ i(ﬁ) 4 i(%) €)
dx? E.\A, E.\ A,

Sendo beta (B) expresso em (5), € possivel obter a expressao (6) para inserir uma relagdo bond-
slip qualquer.

g = L_P(l L A ) )
A \E, E A,
d?s
W - Bk, 6 =0 (6)

A solucdo da EDO é dada pela Equagdo (7. Nesta, A e B sdo constantes de integracdo e 4 um
pardmetro dependente das propriedades dos materiais e do formato da lei bond-slip.

5(x) = Acosh(Ax) + B sinh(1x) (7)
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A2 = Bk, (3)
Substituindo a expressao (7) na expressao linear da relagdo bond-slip, tem-se:
t(x) = k,[A cosh(ix) + B sinh(Ax)] )

Soluciona-se a EDO para as condi¢des de contorno enunciadas a seguir € como mostra a Figura 3.

- Deformagdes no concreto sdo tdo pequenas a ponto de serem negligenciadas junto a face
fissurada (x = 0);

- O deslizamento e a diferenga entre deformagéo nulos no centro do prisma (x = Sp).

Ss |

— :\Interapﬁo completa

=
= 4 . | A

Face fissurada ~ 0 B K -‘ ; P/2 .qﬂ
Pr - BARRA /?/r}/%/

W g ' ; 4-_—. f’ ’ _4.
Ar g B '. APC CONCRETO

4w |

Figura 3. Condi¢des de contorno (Adaptada — Muhamad et al. [3])

Em um prisma continuamente carregado, as fissuras continuam a surgir (estagio de formacdo de
fissuras) até o momento em que ndo aparecem fissuras novas e as existentes se estabilizam (estagio de
estabilizacdo de fissuras) e passam apenas a apresentar aumento de sua abertura (w). Portanto,
considerando o prisma de tamanho S, (delimitagdo pelas fissuras primarias), submetido a um
carregamento ainda no estagio de formagdo de fissuras, surgird entdo a formacdo de uma fissura
secundaria (S;) localizada em Sy = S, /2. Estendendo a mesma ideia para a formagdo de uma fissura
terciaria localizada no ponto intermediario do comprimento de prisma S, tem-se entdo um novo
prisma de tamanho S; = S;/2.

Portanto, a solugdo da EDO pode ser direcionada para a consideracdo de um prisma com
surgimento de fissuras primarias, secundarias ou terciarias. Conforme afirma Haskett et. al [6], a
considerag@o de uma fissura primaria leva a resultados similares aos obtidos considerando multiplas
fissuras. Sendo assim, nesse artigo, a implementagdo ¢ desenvolvida considerando o surgimento de
fissuras primarias, sendo a solu¢do da EDO conduzida nesse sentido.

Dessa forma, a partir dos equilibrios impostos na se¢do e interface (Figura 2), da solugdo da EDO
e encontrando as constantes de integracdo, chega-se a forca de contribui¢do do concreto entre fissuras
(P.ont) (Equagdo (11). A Equagao (11 é dependente do deslizamento na face fissurada na posi¢do da
barra (A;); da relagdo tensdo-abertura de fissuras (o.(w)); dos modulos de elasticidades dos
materiais (E; e E,); da area da se¢do da barra (4,) e do parametros A, expresso em (8). Além
disso, ela ¢ oriunda da expressdo (10), sendo P. ¢ a parcela de contribui¢do do concreto; B a forga
de tragdo que atua na barra na face fissurada e P,; a parcela resistida pela barra na regido de
interacdo completa. Maiores detalhes a respeito da solugdo podem ser encontradas em Costa [7].

P. = P — Py (10)
p _ (ATAEC + 0!960-Ct(w))ATET (1 l)
cont 0,96EC
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2.2 Mecanismo de Amolecimento do Concreto

A relagdo constitutiva do concreto a compreessao ¢é essencial para qualquer modelagem estrutural.
As propriedades do trecho ascendente sdo bem definidas na literatura, sendo portanto, as propriedades
do trecho de amolecimento do concreto o foco principal de diversas pesquisas recentes. De acorodo
com Visintin [8], as propriedades do amolecimento do concreto podem ser obtidas com base na teoria
atrito-cisalhamento, em que se considera a formagdo de cunhas de concreto delimitadas pela formagao
e alargamento de uma fissura localizada a uma inclina¢do de dngulo ¢ formado com a vertical (Figura
4). Tal angulo, conforme Haskett et al. [9], varia entre 26° e 38°, sendo adotado nesse trabalho o valor
de 37°, conforme ¢ sugerido no estudo de Taheri e Barros [4].

o
O ax

_—

7 — \\ E Fei
Oci :: R Zé:,,\ 1: Oci t \\\&
—+] ()‘3\ ; %/ .
o AN ;
oy

Plano de Deslizamento
Figura 4. Elemento de concreto sob compresséo e as forgas atuantes no plano deslizante

Com a formagdo das cunhas de concreto, as propriedades do trecho de amolecimento podem ser
definidas conforme ¢é apresentado na Figura 4. Sdo elas: deslocamento relativo tangencial (H) no plano
da cunha; abertura da fissura delimitante da cunha (H.,.); tensdo cisalhante (t,,,) € normal (o)
atuantes no plano de deslizamento.

Visintin [8] afirma que o deslizamento atuante no plano de formagao da cunha ¢é responsavel pela
diminui¢do da tensdo axial no trecho de amolecimento. Devido ao deslizamento, ha também o
aumento da contragdo axial (6,4, ), que por sua vez, ¢ responsavel pelo aumento da deformagdo axial
no trecho de amolecimento do concreto.

A determinagdo do deslocamento relativo tangencial, H, pode ser feita conforme procedimento
descrito por Taheri e Barros [4]. Esta depende da contragdo axial §,,, do angulo ¢ e da abertura H,..
Porém, devido ao insignificante valor de H,,., este é desconsiderado, resultando em (12):

y= o (12)

cos ¢

Ja para determinar a tensdo cisalhante atuante no plano de deslizamento, adota-se a expressdo
matematica desenvolvidas por Visintin [8], que dependem da tensdo de pico da relagdo o X & do
concreto & compressao:

| Onw Occp\ 0,91 (13)
Ty = [( 30,142 + 51,623 GCC,p) H] (Sa7) °% + 0497 o

Com a expressdo para tensdo cisalhante, a tensdo normal é facilmente obtida geometricamente:
Opw = Tnw tan @ (14)

Consequentemente, também € possivel obter as componentes (forca normal - N e forga cisalhante
- T) de forcas internas atuantes na cunha, como mostra a Figura 4. Com as componentes de forgas
internas € possivel obter a forca resultante (F,;) e sua correspondente tensdo compressiva (o,;) que
atua na cunha e que corresponde ao trecho de amolecimento da relagdo constitutiva.
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2.3 Fundamentacio da Abordagem Momento-Rotacio

A abordagem momento-rotagdo corresponde a um modelo mecanico em que ¢é possivel inserir
mecanismos fundamentais para a avaliacdo da rigidez de elementos fletidos apds a abertura de
fissuras, permitindo uma analise mais completa de elementos de concreto.

A abordagem momento-rotacdo trata-se de um modelo mecéanico baseado em deslocamentos
discretos (rotagdes) que ocorrem na secdo transversal (face) fissurada. O modelo avalia a rigidez de
elementos fletidos apds a abertura de fissuras a partir da consideragdo dos mecanismos de interagdo
parcial. As rotagdes incrementadas sdo responsaveis pelos deslocamentos de corpo rigido que o prisma
idealizado (Figura 5) esta sujeito.

\
% Cunha de concreto

o SN |
"l:/ : T 3 | - T
v

&l '

S o 5 G, ¥
/ s ¥ ~Rotagdo de «
/. 7 % B corpo rigido . !
] AR\ N v el

< ; v

N =
v

Refor¢o Ar “Face fissurada
S

Figura 5. Mecanismo idealizado da rotagdo de corpo rigido do prisma de concreto

A principal diferenga entre a abordagem momento rotagdo e momento-curvatura, € que a tltima ¢é
baseada na hipotese da perfeita aderéncia entre materiais, o que configura em uma analise de interagdo
completa. Além disso, por conta da perfeita aderéncia, os deslocamentos sdo continuos, o que leva a
diversos autores como Visintin et al.[10], Haskett et al. [6], Oehlers et al. [5], classifica-la como uma
abordagem bidimensional, enquanto que a abordagem momento-rotagdo ¢ nomeada como sendo
tridimensional.

O prisma idealizado, cujo comprimento S equivale ao espagamento entre fissuras, ¢ formado a
partir do surgimento da fissura principal. Na face dessa fissura principal as rotagdes do modelo sio
incrementadas.

Segundo Ochlers et al. [11], antes de iniciar os mecanismos de interagdo parcial, a abordagem
momento-rota¢do fornece exatamente os mesmos resultados de uma analise momento-curvatura. Uma
vez determinado o diagrama momento-rotagdo, a obtengdo do diagrama momento-curvatura
equivalente é facilmente realizada. Sendo assim, para fins de comparagdo e validacdo, sdo também
apresentados resultados de uma implementacdo numérica do modelo de andlise de vigas baseado em
interagdo completa, ou seja, utilizando os diagramas momento-curvatura. Detalhes sobre a
implementacdo do diagrama momento-curvatura sio apresentados por Costa [7].

A fundamentagdo do modelo mecanico de momento-rotagdo ¢ idealizada na Figura 6 e ¢ discutida
por Haskett et al. [6]; Ali et al. [12]; Haskett et al. [13]; Muhamad et al. [14]; Taheri e Barros [4];
Visintin et al. [10]; Haskett et al. [15]. Ela é baseada em trés principios fundamentais: no
deslocamento de corpo rigido da cunha em relagdo ao prisma de concreto e da face fissurada, e nos
dois mecanismos de interag@o parcial: enrijecimento a tragdo e amolecimento do concreto (OEHLERS
etal.[11]).
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3 Implementacio Numérica

Nessa se¢do sdo apresentados os algoritmos utilizados na implementag¢@o do modelo numérico de
analise de vigas de concreto armado baseado na abordagem momento-rotag@o. A priori, apresenta-se o
algoritmo utilizado para obtencdo da relagdo momento-rotacdo, onde a partir das rotagdes
incrementadas, momentos resistentes correspondentes sdo calculados, além de ser realizada a
transformac@o das rotagdes em curvaturas. Posteriormente, apresenta-se o algoritmo utilizado para a
implementacdo da analise de vigas por meio da analogia da viga conjugada, que utiliza as curvaturas
obtidas da primeira implementagdo, ¢ tem como objetivo o calculo dos deslocamentos nos pontos de
discretizagdo da viga.

As implementagdes foram desenvolvidas na plataforma MATLAB R2018b [16]. Os algoritmos
foram desenvolvidos para sec¢des retangulares, para flexdo composta normal e tendo como convengao
de sinais para as tensdes de tracdo e compressdo, negativo e positivo, respectivamente. O modelo de
momento-rotagdo permite a avaliacdo da rigidez e da capacidade resistente seccional, além do
comportamento em termos de abertura de fissuras, por meio dos resultados de momento-normal-
curvatura. Apesar da implementacdo ser valida para casos de flexdo composta normal, destaca-se que
as aplicagdes nesse trabalho foram realizadas para flexdo simples.

3.1 Diagrama Momento-Rotacio (M — 0)

Para a determinagdo do diagrama momento-rotacdo, assim como acontece para o diagrama
momento-curvatura, € necessario realizar o calculo das parcelas de forgas resistente da segdo
tranversal, considerando os mecanismos de interacdo parcial. Para isso, a metodologia seguida nesse
trabalho consiste em discretizar a se¢do de concreto em faixas e calcular a deformacdo em cada uma
dessas faixas (&.;). Sendo calculadas também, as deformagdes para cada camada de armadura (&;).

A medida que a rotagdo 6 é incrementada, avaliam-se as deformagdes por meio de expressdes de
deformacdes baseadas nessas rotagdes e no tamanho do prisma S, seguindo com dois tipos de
tratamento: deformacgdes &; > €., ou & < &, inserindo assim, 0s mecanismos de interagdo parcial para
a primeira hipdtese.

O procedimento é melhor retratado a seguir, apresentando o algoritmo implementado e as
consideragdes adotadas, nas quais teve-se como base os trabalhos de Barros, Taheri e Salehian [17],
Taheri e Barros [4], Ali et al. [12] e Haskett et al. [6].

e Descricio do algoritmo:

Similar a abordagem momento-curvatura, ¢ necessario conhecer dois parametros para tragar um
perfil de deformagdes. Neste caso, os pardmetros conhecidos sdo a rotagdo 6 que ¢é fixada e a
profundidade da linha neutra d; y cuja origem localiza-se no topo da seg@o. Portanto:

1. Fixar uma rotacdo 8 e um acréscimo de rotagdo A6 que sera dado, considerando que a cada
nova iteracdo, 6 ¢ atualizado.

0=0 (15)
6=06+A0 (16)

2. Assumir um valor inicial para a profundidade da linha neutra d;y e proceder com sucessivas
tentativas até que haja o equilibrio da se¢@o. Para isso, utilizou-se o0 método de Newton-Raphson para
a solugdo da equacdo de equilibrio ndo linear. A formula de recorréncia do método é:

{din} < {div} + RTHF(d))} (17)
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fres =f(dy) =N—=Np=0 (18)
sendo que R~! ¢ calculada por intermédio de uma derivada numérica:
Rl o1 (19)
94,y ()
fldy +x) — f(dyy — x) (20)
04,,(f) = o

em que x ¢ o valor do passo dado para obter os pontos vizinhos ao ponto que se deseja obter a

derivada numérica.

3. Calculo do esforco normal resistente da segdo: Parcela referente ao concreto.

3.1. Dividir a se¢do de concreto de altura h em uma quantidade q de faixas de espessura t. A
parcela de esforco normal referente a cada uma dessas faixas de discretizagdo (F;) atua no Centro
Geométrico (CG) de cada faixa, como mostra a Figura 6.

- Q1)
q

e v \7 N 1 t h
; P 4

A |hhe ds ¥ ! SRR e AN oo

/ 7 Linha neutra X; \ ?%W%

M( I/y h L Rid ek k7] ds M i faixas < L h
: . . )
{ hcr” 2 4 9 l—Bﬂﬂ'.‘: 1 v \
Ar >
/ S .

Figura 6. Secdo transversal e longitudinal de concreto

3.2. Calcular a deformac@o em cada faixa discretizada por meio da expressdo (22) que permite
obté-la com base na rotagao sofrida:

_ 26(dy — di) (22)

Eci S

p

em que S, € o espagamento entre fissuras e o fator 2 referente as duas metades do tamanho do prisma.

3.3. Calcular a deformagdo de fissuragdo (&) para identificar quais faixas de concreto estdo
sujeitas a uma tragdo inferior (g.; < &) ou superior (&, > &) aresisténcia do concreto a tragao.

e =la (23)
E.

3.3.1. Se ¢, < &, tem-se o concreto dentro de uma regido de fissura.

Para isso, calcula-se a abertura de fissura (w,) nesse nivel, por meio do deslizamento (A.) na face
fissurada para esta faixa calculado geometricamente. E necessario saber a que profundidade do topo da
CILAMCE 2019
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secdo abrird uma fissura (d., ). E isso ¢ feito por meio da expressdo (24), rearranjada de (22).

.S
d. =dy— 2P (24)
cr LN 20
A, = 6(d; — dey) (25)
w, = 24, (26)

Com w, definido, é possivel obter a tensdo atuante no concreto ao utilizar uma lei tensdo de
tracdo-abertura de fissura (o, — w), que é a relagdo constitutiva para o trecho de amolecimento do
concreto a tragdo. A lei g, — w utilizada nesse artigo ¢ a dada pelo FIB Bulletin 42 [18], dada pelas
expresoes a seguir e como mostra a Figura 7.

( w
| fct (1—0,8—), sew < w,
w3

6. =0, = w (27)
ci ct fct (0,25 — 0,05 W_Z) , Sewy; < W < Wiy
0, sew = Wmax
Oct
f‘ct
\
\
\\
\\
\\
\
0,2fe -
: ot =
Wy = Gfl’fct Wy = SGf/fct

Figura 7. Tensdo de tragdo X abertura de fissuras no concreto (Adaptado — FIB Bulletin 42 [18])

3.3.2. Se 0> ¢, > &, tem-se 0 concreto sob tragdo, porém com tensdes limitadas & sua
resisténcia a tragao:

(28)

O = £ciEc

3.3.3. Se g, = €.; > 0, tem-se o concreto sob compressdo, com deformagdes ainda no trecho
ascendente da curva o X &, ou seja, com deformacgdes inferiores a deformacgdo correspondente a
tensdo de pico (0, p). Sendo assim, utiliza-se a lei constitutiva sugerida na NBR 6118 [1].

3.3.4. Se g, > &, tem-se o concreto com deformagdes de compressdo pertencente a regido de
amolecimento do concreto, ou seja, para estas faixas de concreto deve-se incluir as propriedades
definidas em 2.2.

Para encontrar a tensdo atuante no concreto nesse trecho de cunha, € necessario um procedimento
iterativo, no qual é assumido um valor de deformacdo ficticia, tal que equilibre as forgas internas
atuantes na cunha. Foi utilizado nesse processo o método da bissecg@o, sendo que os limites sdo as
deformagdes na qual deve estar a deformacgdo atuante na cunha (0 < & < &)

Os limites definidos pelo método da bissecc¢do sdo:

A= giging =0 (29)
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B = Eficsup = €cu (30)

3.3.4.1. Assumir um valor para a deformagdo no concreto para esta faixa analisada pertencente a
cunha e calcular a contragdo axial (gy):

Sfic =0 (31)

N
Sax = Di = &ic—; (32)
D; = 6(dyy — d;) (33)

em que D; € o deslocamento da faixa analisada devido a rotagdo dada.

3.3.4.2. De posse de &, calcula-se o deslocamento tangencial (H) por meio da expressdo (12).

3.3.4.3. Com H definido, chega-se a um sistema dependente das tensdes a,,, € T,y, dadas por
(13) e (14), respectivamente.

3.3.4.4. Calcular, por geometria, as componentes de forcas internas N e T (normal e tangencial)
que agem no plano de deslizamento de cunha.

3.3.4.5. Deposse de N e T, calcular a for¢ca compressiva (F,;), o0 que permite o calculo de o;:

F.;=Tcosg + Nsin¢ (34)
F.

oy = (33)
bt

3.3.4.7. Para avaliar a fungdo para o limite estipulado A, deve-se calcular a tensdo no concreto
para a deformagdo ficticia &7, = A:

oric(Eric) = f, (1 - (1 - Z;C)n) (36)
f(A) = o¢ — o5ic(&ic) (37)

3.3.4.8. Repetir o procedimento de 3.3.4.1 a 3.3.4.7 para &;; = B e encontrar f(B) e entdo obter
o ponto médio C:

f(B) = o — 07 (&fic) (38)
C= A -; B (39)

3.3.4.9. Repetir o procedimento de 3.3.4.1 a 3.3.4.7 para &;; = C e encontrar f(C), e entdo,
avaliar as fungoes f(A) e f(C), verificando em qual intervalo se encontra a resposta procurada:

f=6eﬂm=fw)wﬂMﬂ®<o (40)
4= Cef(4) = f(C),se FL(C) >0

3.3.4.10. Repetir o processo até que haja convergéncia, ou seja, até que as respostas de A ¢ B
fiquem bem proximas, sendo o modulo da diferenga entre elas menor que uma tolerancia especificada.

dif = |A — B| < tolerancia (41)
3.3.4.11. Encontrando a deformag@o atuante na cunha:

A+B (42)

i = sfic = 2
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3.3.4.12. Repete-se o processo de 3.3.4.1 a 3.3.4.6, chegando ao valor real de o;.
3.4. Calculo da parcela do esfor¢o normal resistente para cada faixa de concreto:

FCi = O-Cibt (43)

4. Calculo do esfor¢co normal resistente da se¢do: Parcela referente a armadura.
4.1. Calcular a deformagdo em cada camada de armadura por meio da expressio (44) que permite
obter a deformac@o baseada na rotagao sofrida:

2(0(dyy — dry)
£y = e~ Cr) (44)
Sp
em que d,; é a posi¢do de cada camada de armadura.
4.1.1. Se & = —¢&,,, tem-se a armadura tracionada fora de uma regifo de fissura, ou seja, em
uma regido de interacdo completa.

S‘I"iET" Se & < Ey (45)
O-r'i - O-Si - gn.fy’ se gn. 2 gy

4.1.2. Se &; < —¢&,, tem-se a armadura tracionada dentro de uma regido de fissura, ou seja, em
uma regido de interacdo parcial e entdo, calcula-se o deslizamento 4,. pela expressao a seguir:

Ar = g(dri - dcr) (46)

E necessario que o 4, seja limitado ao deslizamento maximo permitido pela lei bond-slip. E
assim, com 4, obtido, é possivel calcular a abertura de fissura na posi¢do da camada de armadura
analisada (w,.):

w, = 24, (47)

De posse do deslizamento (A,) e da abertura de fissuras (w,.), ambos na posi¢do da camada de
armadura e do parametro A (expressao (8)), é possivel calcular a forga de tragdo que leva em conta a
contribui¢do do concreto a tragdo entre fissuras (P.,,) transferida para o agco por meio da interface.
Com P,,,,;, calcula-se a tensdo atuante na armadura (o,;):

0, = Pcont (48)
A

r

4.2. Célculo da parcela do esfor¢co normal resistente para cada camada de armadura:

oA (49)

ri — Yritlr

F

5. Célculo da parcela total de esfor¢co normal resistente referente ao concreto e a armadura:

Ne= ) o (50)
M=) (51

6. Equilibrio dos esfor¢os normais atuantes na se¢ao:
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Np= N (52)

Nz = N.+ N, (33)
7. Equilibrio dos momentos fletores atuantes na se¢do:
Mp= M (54)

7.1. Calculo do brago de alavanca para o esforco normal referente ao concreto (z.) e referente a
armadura (z,.):

0, seN. =0

={YF,d, (55)
Ze LFad; seN.#0
c
0, seN, =0
z, ={% 1*;\7- dri, seN, %0 (56)

r

7.2. Célculo do momento fletor resistente na seg¢do (My):

Mg = N, (g —~ zc) + N, (g —~ zr> (57)

8. Caso o equilibrio em (52) e (54) seja atendido, verifica-se os ELU de deformagdo de cada
material e finaliza-se o processo. Caso contrario, repetir o procedimento do item 2 ao 7 até que haja
convergéncia.

Obtido o diagrama momento-rotagdo, transforma-lo em diagrama momento-curvatura € uma
tarefa simples, utilizando as expressdes a seguir:

20(dy — 0
oy = 26(dy — 0) (58)
Sp
20(d;y —h
ey = 2L =R (59)
Sp
k= |£sup| + |€inf| (60)
h
em que &gy, € a deformagdo no topo e €;,¢ € a deformacdo na base da se¢do de concreto.
O fluxograma a seguir apresenta de forma simplificada o processo acima:
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Figura 8. Fluxograma - momento-rota¢do

3.2 Analise de Vigas de Concreto por meio da Analogia de Mohr

Uma dos principais quesitos a serem determinados em uma andlise estrutural de viga de concreto,
principalmente em situacdes de servico, sdo os deslocamentos ao longo do seu comprimento, e
consequentemente, a configuragio deformada das mesmas. E importante que essa analise consiga
tratar questdes importantes, como a ndo linearidade fisica do material e fendmenos como a formagao
de fissuras e de cunhas de concreto. A metodologia utilizada nesse trabalho para considerar tais
questdes na andlise utiliza como base a analogia de Mohr.

A analogia de Mohr é um método iterativo baseado, assim como o Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV), na ideia de carga ficticia equivalente. A analogia, resumidamente, pode ser
determinada com base no observado a seguir:

e Analogia 1: observando as expressdes a seguir, em que a equacdo da linha elastica, que
relaciona deslocamento e curvatura, ¢ a equagdo diferencial da estatica, que mostra a relagdo entre
momento e carregamento atuante no elemento, é permitido obter por analogia que a curvatura em um
sistema real pode ser dada como o carregamento atuante em um elemento ficticio.

d’y M(x) (61)
ay? " TE

d“M

gl ©2

e Analogia 2: observando as expressdes a seguir, em que a primeira, também oriunda do estudo
de deflexdes, que relaciona momento e esfor¢o cortante, e a segunda, que relaciona deslocamento e
rotacdo, € permitido obter por analogia que os deslocamentos atuantes em um sistema real podem ser
obtidos por meio dos momentos calculados em um sistema ficticio.
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o (63)
dx
dy _ b (%) (64)
dx

A partir do entendimento da analogia de Mohr, € possivel considerar que o carregamento aplicado
na viga em um sistema ficticio é equivalente a curvatura obtida das relagdes momento-curvatura em
um sistema real, permitindo inserir desta forma, a ndo linearidade fisica do material. Com este
carregamento ficticio, obtém-se os momentos fletores realizando uma analise estatica usual, que
correspondera aos deslocamentos no sistema real. Além disso, ¢ importante frisar que as condigdes de
contorno devem ser ajustadas no sistema equivalente.

Com base no exposto, a seguir apresenta-se o algoritmo utilizado na implementacao:

1. O processo inicia-se com a discretizagdo da viga de comprimento L na quantidade (n) de
trechos desejada, sendo que o comprimento do trecho é Ax:

Ax=L (65)
n

2. Calcular o momento fletor para cada ponto de discretizagdo.

3. De posse do momento fletor que solicita a se¢do discretizada, obtém-se a curvatura oriunda da
abordagem momento-rotagao.

4. Aplicacdo da Analogia de Mohr:

De posse da curvatura, obtém-se o carregamento ficticio, formando assim um sistema equivalente
a um sistema real. Dependendo do diagrama de momento fletor, esse carregamento ficticio pode
assumir uma distribui¢o linear constante ou uma variagdo parabolica. Esse carregamento pode entdo
ser substituido por cargas pontuais equivalentes que atuam nos nos de discretizagdo, chamadas de
pesos elasticos. Esses pesos elasticos sdo dados em fungdo da curvatura e, segundo Santos [19], podem
ser expressos pelas equagdes a seguir:

Ax 1 1 1
wg =—(3,5—+3—— 0,5—) (66)
12 To 1 T
Ax /1 1 1
wo= (= 10-+—) (67)
A 12 7‘1i 1 17‘1' Tit+1 L
X
w, = —(3,5— +3 —-0,5 ) (68)
12 Tn Tn—1 Tn—2

5. Com o carregamento ficticio definido em 4, calcular o momento fletor em cada ponto de
discretizag@o no sistema equivalente. Esse momento fletor, por analogia de Mohr, correspondera aos
deslocamentos no sistema real. Com o deslocamento em cada ponto, € possivel tracar a deformada real
da viga.

4 Validacao e Resultados

A validagdo do modelo mecanico apresentado nesse artigo € possivel a partir da comparagéo dos
resultados obtidos com os oriundos de ensaios experimentais realizados em vigas de concreto armado.
Os resultados consistem em diagramas momento-curvatura resultantes de analises de interagdo
completa e parcial para avaliagdo da rigidez nos dois casos; em curvas de carga x deslocamento que
sdo tragadas para analisar a flexibilidade das vigas, e além disso, sdo expostos graficos que mostram a
relagdo momento-abertura de fissuras.

4.1 Especificacdes das Vigas Ensaiadas

Os resultados dos ensaios experimentais foram obtidos por S& [20] e consistem em ensaios de
quatro pontos em vigas de concreto armado com barras de ago. Em sua pesquisa foram realizados
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ensaios de caracterizagdo para o concreto, o aco e para as interfaces. Isso foi possivel por meio de
ensaios de compressao e tragdo uniforme nos materiais constituintes e de ensaios de arrancamento das
barras embebidas na matriz de concreto.

As vigas ensaiadas possuem as propriedades geométricas e as obtidas dos ensaios sdo
apresentadas na figura e tabela a seguir.

800mm

- 400mm
|‘\

i . I 4 B E - i) - P 7 & 7 z 5
ETTR : it . K P !
L [ B Lo e TR ) - . 5 £ e 4. ioE o a
00 i M - = . - N .. K e 7 ~ 4 % 2 a
= | 7 N . . e B TGS Al B ” . = A . =3 i A
- + o 8 K a4 = - v a a by 3 L .'.
. e

CRCNP - O .
! 150mm

150mm

Figura 9. Viga de concreto ensaiada (Adaptada — Sa [20])

Tabela 1. Propriedades dos materiais

Propriedades dos Materiais
Concreto Aco A traci
Compressio Tracio §0 2 tragao
f (MPa) 53,80 4,6 495,00
E (MPa) 36700 36700 198000
Emax (Y0) 0,25 0,007 2,50
fy (MPa) - - 480,00

Das vigas ensaiadas por Sa [20], comparou-se com os resultados numéricos as seguintes
amostras: viga armada com 3 barras de aco de 12,5mm (VA-12) e viga com 4 barras de Smm (VA-5).

Em que f € a resisténcia, E 0 modulo de elasticidade, f,, a tensdo de escoamento do ago € €3, as
deformacdes maximas dos materiais. Além das propriedades basicas apresentadas na tabela, o autor
realizou ainda a caracterizagdo da interface entre os materiais, por meio do ensaio de arrancamento.

Como comentado, utiliza-se uma formulacdo baseada no modelo bond-slip linear ascendente, que
¢ idealizado a partir das curvas nao lineares de aderéncia como sugere Taheri e Barros [4]. Com isso, €
possivel obter os dois pardmetros referentes a lei de aderéncia: k, € Sy, A seguir apresenta-se a lei
bond-slip idealizada para a interface concreto-ago ajustada a partir das amostras ensaiadas.

25

N
o

-
w

[
o

—(P1
CP2
—(P3
e |inear Ascendente

Tensdo de Aderéncia (MPa)

(O]

ke = 32,40 MPa/mm
0

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90
Deslizamento (mm)

Figura 8. Curva bond-slip idealizada — concreto-aco
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4.2 Avaliacio dos Resultados

Com as curvas carga-deslocamento ¢ momento-curvatura obtidas a partir dos ensaios de Sa [20]
foi possivel realizar uma comparagdo com os resultados numéricos obtidos das implementagdes. Os
deslocamentos foram medidos no ponto central da viga por meio de transdutores (LVDTs) e por
Correlagdo de Imagem Digital (CID), que além dos deslocamentos, permitiu a obtengdo de dados a
respeito da fissuragdo, como a abertura e espacamento de fissuras. Sendo assim, por fim, apresenta-se
uma comparacao, da relagio momento-abertura de fissuras, entre os resultados.

Dentre as curvas apresentadas a seguir, ¢ possivel observar os resultados experimentais e
numéricos considerando uma analise de vigas baseada na abordagem momento-rotagdo (interagdo
parcial) e resultados de uma analise baseada em momento-curvatura (interagdo completa).

120

-———Na~

Carga (kN)

= = = Experimental

Interagdo Completa

Interagdo Parcial

15.00 20.00 25.00 30.00
Deslocamento (mm)

Figura 9. Carga-deslocamento — viga VA—-12

Carga (kN)

= = = Experimental

Interagdo Completa

Interacdo Parcial

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00
Deslizamento (mm)

Figura 10. Carga-deslocamento — Viga VA-5

E possivel observar na curva carga—deslocamento da Viga VA-12, que para baixos niveis de
carregamento a rigidez secante da curva numérica de interacdo parcial apresenta valor préoximo ao
experimental. E possivel observar ainda que o modelo numérico de interagdo parcial permite observar
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o surgimento das primeiras fissuras, perceptivel por meio dos pontos angulosos presentes ao ampliar a
regido. Essas fissuras sdo indicadas nas figuras ampliadas nos graficos, como 1* e 2* fissura.

E possivel observar ainda, que os resultados de carga ultima apresentam certa concordancia com
os resultados experimentais, todavia o mesmo ndo ocorreu com deslocamentos. Isso pode ser
explicado, devido ao fato do ensaio experimental conter um pequeno vao de cisalhamento, o que leva

a uma importante influéncia dos esforcos cisalhantes.

Além dos resultados de carga—deslocamento apresentados, € possivel avaliar ainda a rigidez
seccional por meio dos diagramas momento—curvatura oriundos das implementacdes de interagdo
completa e parcial, confrontando-os com os obtidos experimentalmente.

Momento (kN.m)

0.06

P —— Ml

= = = Experimental

Interagdo Completa

Interagdo Parcial

0.08 0.10 0.12

Curvatura (1/m)

Figura 11. Diagrama momento — curvatura — Viga VA — 12

Momento (kN.m)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Curvatura (1/m)

= = = Experimental

Interagdo Completa

Interagdo Parcial - C1

0.05 0.06 0.07 0.08

Figura 12. Diagrama momento — curvatura — Viga VA — 5

e Na VA-12, no estadio I, ou seja, antes da fissuracdo do concreto, a curva de interagdo parcial
apresenta um acréscimo no momento de 17% e uma redugéo na curvatura de 18%. Ja para o estadio II,
houve um aumento de 1% no momento e a curvatura reduziu 28% em relagéio ao experimental.

e A VA-5 apresentou no estadio I um aumento de 11% no momento e aumento na curvatura de
22%. Enquanto que, no estadio II, tanto momento quanto curvatura sofreram redugdes de 12% e 9%,

respectivamente, em relagdo aos resultados experimentais.
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Os modelos de interagdo completa e parcial apesar de manterem a mesma capacidade resistente
da secdo, pois se trata de uma viga isostatica, possuem, conforme esperado, curvas com significativa
diferenca de rigidez. E importante frisar que nio foi implementado, no modelo de interagdo completa,
nenhuma contribui¢do do concreto a tracdo, tal decisdo foi tomada a fim comparar uma situagio
hipotética comum considerada em projeto com um comportamento real no qual uma estrutura esta
submetida.

Além dos resultados apresentados, o modelo ¢é capaz de fornecer também resultados em termos da
abertura de fissura, como o grafico momento—abertura de fissura mostrado a seguir:

20

Momento (kN.m)
5

6 = = = Viga VA-12 - Experimental

_gwr—— Viga VA-12 - Interagdo Parcial

l/{/_r—':‘—v“/ = = = Viga VA-5 - Experimental

Viga VA-S - Interagdo Parcial

0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500

Aberturade Fissuras (mm)
Figura 13. Momento - abertura de fissuras
5 Considerac¢oes Finais

Nesse artigo apresentou-se um modelo numérico baseado na abordagem momento-rotacdo, que
possui como principios basicos dois mecanismos de interacdo parcial: amolecimento do concreto e
enrijecimento a tragdo. Para valida¢ao desse modelo foram necessarias, além de sua implementacao, a
de mais dois algoritmos: uma de momento-curvatura baseada em interacdo completa e um algoritmo
para analise de vigas, baseada na analogia de Mohr.

Com os modelos implementados, os diagramas momento-curvatura foram tragados, sendo
possivel avaliar a degradacdo da rigidez seccional das vigas estudadas a medida que havia curvaturas
ou rotagdes incrementadas. Além disso, com as curvas carga-deslocamento, foi possivel avaliar e
comparar a flexibilidade das vigas a medida que carregamentos eram incrementados.

A partir das curvas de carga-deslocamento plotadas observa-se que ha um comportamento mais
flexivel para as vigas ensaiadas quando comparadas aos resultados numéricos. Tal comportamento
pode ser explicado pelo fato das vigas possuirem um vao pequeno de cisalhamento, podendo estar
submetidas a esforgos cisalhantes consideraveis, o que pode ter acarretado no acréscimo dessa
flexibilidade. Observa-se ainda que, para uma analise de interacdo completa as curvas apresentadas
sdo mais flexiveis que as curvas de interag@o parcial, o que representa um comportamento coerente
com o que era esperado. E importante notar ainda, que a viga VA-12 apresentou um comportamento
bastante similar ao experimental no trecho linear.

A partir dos diagramas momento-curvatura ¢ possivel concluir que para o estadio I os diagramas
apresentaram boa concordancia com 0s ensaios experimentais, porém a partir de entdo as curvas
apresentaram um comportamento um pouco divergente.

E apresentado ainda uma boa concorddncia para o resultado de momento-abertura de fissuras
quando comparado ao experimental, mostrando a relevincia do uso do modelo apresentado para
analises cujo o comportamento em termos de abertura de fissuras seja uma questdo importante.
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