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Resumo. As estruturas de concreto protendido com cabos ndo-aderentes, especialmente vigas e lajes,
tem sido amplamente difundidas e utilizadas em construgdes pelo mundo. A solu¢do numérica destes
elementos pelo método dos elementos finitos estabelece alguns problemas desafiadores devido a
auséncia de compatibilidade de deformacédo e deslocamento entre o cabo e o concreto envolto. Este
trabalho apresenta a aplicacdo de uma formulacdo de MEF para uma andlise numérica ndo linear de
viga de concreto pos-tracionada com cabos ndo aderentes, focada na fase de aplicacdo da protensao.
Foram empregados elementos ndo-lineares unidimensionais de pérticos planos baseados na teoria de
vigas de Euler-Bernoulli para a se¢do de concreto armado e um elemento de trelica para a simulacéo
dos cabos. A simulacdo da protensdo é realizada através de analogia com as vigas pré-tracionadas,
onde uma posicdo de equilibrio é alcancada sem aplicacdo de carregamento externo. Neste estudo, a
formulacéo é extendida para avaliacdo sequencial de diversos cabos. Assim, analisou-se trés modelos
de diferentes vigas protendidas de diferentes trajetérias de cabos ndo aderentes, baseados em modelos
reconhecidos na literatura. Os resultados demonstraram a influéncia da protensdo sequencial e 0s
efeitos nos cabos pos-tracionados anteriormente estirados, principalmente para vigas com valores
elevados de forcas de protenséo.

Keywords: Cabos ndo aderentes, Protensdo sequencial, Elementos finitos.

CILAMCE 2019
Proceedings of the XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019.



Modeling of prestressing step for unbonded post-tensioned concrete beams

1 Introducgéo

As estruturas de concreto protendido com cabos ndo-aderentes, especialmente vigas e lajes, tem
sido amplamente difundidas e utilizadas em construcdes pelo mundo. Esse sistema estrutural apresenta
as mesmas vantagens dos demais sistemas de protensdo, como reducgdo das deformac6es, controle das
fissuracdes e aumento dos vaos, porém dispensa o uso de bainha metalica e injecdo de nata de cimento
nas cordoalhas. Devido a sua versatilidade, tornou-se bastante popular em constru¢bes de médio e alto
padréo no Brasil , destacando-se como uma excelente alternativa construtiva.

A protensdo conduz ao surgimento de um forga inicial na peca, que relaciona-se diretamente ao
alongamento ocorrido na armadura ativa. O acionamento dos macacos hidraulicos, a liberacdo dos
cabos e a transferéncia da forca de protensao, entre outros fatores, desencadeiam efeitos que geram a
diminuicdo da forca de protensdo, caracterizando as perdas imediatas de protensdo (Verissimo &
Cézar Junior, 1998 [1]).

Para vigas com multiplos cabos ndo-aderentes, destaca-se a perda por encurtamento elastico do
concreto, que verifica-se apds o estiramento sequencial dos cabos, influenciando nas perdas de
protensao nos cabos que ja foram devidamente protendidos e ancorados.

A simulacdo numérica destes elementos pelo método dos elementos finitos-FEM apresenta
alguns problemas desafiadores devido principalmente a auséncia de compatibilidade de deformagdes
entre o cabo e o concreto envolto, existindo somente a compatibilidade de deslocamentos nos pontos
de ancoragem da viga. Assim a deformacéo e a tensdo do cabo deve ser realizada por meio da analise
de todo o0 elemento estrutural (Moreira et al, 2018 [2]; Naaman & Alhkairi, 1991 [3]).

Modelos foram propostos na simulag¢&o dos elementos de concreto com protenséo ndo-aderente.

Wu et al. (2003) [4] propds um modelo de elementos finitos para analise ndo-linear de cabos para
estruturas de concreto protendido, que considera tanto a transferéncia de protensdo para multiplos
cabos ndo aderentes, quanto para cabos aderentes.

Lou et al. (2006) [5] manifesta um modelo de elementos finitos com ndo-linearidade material e
geométrica de vigas de concreto protendido com protensdo externa, em que os efeitos do cabo de
protensdo sdo expressos como forga nodal equivalente externa.

Zona et al. (2008) [6] apresenta uma formulacdo de anélise ndo-linear material e geométrica de
vigas com cabos de protensdo externa com comportamento similar aos cabos com protensdo interna
sem aderéncia. Na formulagdo, o elemento de cabo contribui como um elemento resistente na
estrutura.

Este trabalho tem como objetivo a formulacdo de um modelo de elementos finitos para uma
analise numérica ndo-linear de vigas de concreto protendido com cabos ndo-aderentes, focado na etapa
de aplicagdo da protensdo. Para a formulacdo do MEF foram empregados elementos ndo-lineares
unidimensionais de porticos planos baseados na teoria de vigas de Euler-Bernoulli para a secdo de
concreto armado e um macroelemento de trelica para a simulacéo dos cabos protendidos.

2  Elemento finito de portico plano

A formulagdo do elemento finito de portico plano propfe-se a simular as vigas de concreto
armado com base na teoria cléssica de Euler-Bernoulli, considerando uma descricdo Lagrangiana
Total. A teoria cléssica de vigas estabelece a formulag&o considerando as hipéteses simplificadoras
(Oliveira, 2017 [7]):

a) Pequenos deslocamentos em relagdo a secdo transversal;

b) As se¢des transversais permanecem planas e normais ao eixo da viga ap6s a deformagéo;

c) A deformacéo causada por cisalhamento é desprezada.
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Assim, baseado nestas hipoteses, 0 campo de deslocamento pode ser descrito como:

wX,Y) =u (X)-Yau, (X). 1)
u(X,Y) = v,(X). )

onde u e v sdo deslocamentos axiais e transversais simultaneamente, e o subscrito O € referente aos
deslocamentos no eixo centrdide da secdo transversal da viga. O elemento de portico e o Sistema de
coordenadas sdo apresentados na Figura 1. Considerando a formulacdo Langrangiana Total, utiliza-se
a deformacdo de Green-Lagrange, logo a deformacéo longitudinal do elemento ex é expressa como:

X 0

e = uo' + %UOIQ—Y.v " 3

e, =¢,~Yk. (4)

X

! 1 ' 7 ~ no,
onde,e, = u, + 3 Y ? ¢ adeformacdo de membranae k = v, € a curvatura.

Y Y
A
94 L)
A A

Figura 1. Elemento de pdrtico plano em Sistema de coordenadas

A deformacdo de membrana e a curvatura podem ser interpretados como componentes do vetor
conhecido, como deformacdes generalizadas &:

o €
e=1 T (5)

Na analise dos esforgcos internos em porticos planos, determina-se o esforco normal (N) e o
momento fletor (M) a partir da integragdo de tensdes na se¢do transversal:

N = f odA. (6)
A

M=-— f YodA. ©)
A

A forca normal (N) e o momento fletor (M) caracterizam o vetor de tensdes generalizadas (o):

_N
=1l (8)
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Modeling of prestressing step for unbonded post-tensioned concrete beams

Para o desenvolvimento do modelo de elementos finitos, considerando analise ndo —linear fisica e
geométrica, utiliza-se o Principio dos Trabalhos Virtuais. De acordo com o P.T.V , o equilibrio ocorre
quando para qualquer deslocamento virtual arbitrério, o trabalho virtual interno (6U) é igual ao
trabalho virtual externo (W).

O trabalho virtual interno para um corpo qualquer é dado pela expressao:

§U = [ se,0,aV. 9)
v

Através da Equacdo (4), obtém-se a deformacao virtual de,:
be, = b, — Yok. (10)

Reescrevendo a Equacdo (10) em termos da deformacdo virtual e decompondo a integral de
volume (V) em termos de area (A) e comprimento (x), obtém-se:

6U = [, [0,d4dx + [ k" [ Yo dAdX. (11)
L A L A

Considerando as Equacdes (7) e (8), substitui-se os termos da integral na area pelos esforgos
internos (M e N).

SU = f s TNAX + f SkTMdX. (12)
L L

A equacdo do trabalho virtual interno pode ser representada sob forma matricial compacta:

SU = f 62,7 6kT | ldX. (13)
L

N
M

Adotando os vetores de tensdes generalizadas (o) e deformacBes generalizadas (g), tém-se o
trabalho virtual interno (6U) simplificado:

§U = f s’ dX. (14)
L

Em relacdo ao trabalho virtual externo (6W), é determinado pela soma dos trabalhos realizados
pelas forgas de campo (b), forgas de superficie (q) e pelas forgas aplicadas nos nds (P). Podendo ser
expresso por:

oW = [(su"b)aV + [(6u"q)dS + su,"P. (15)
v S

onde u representa o vetor deslocamento no interior do elemento e ue representa o vetor deslocamentos

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019




L.N. Cunha, J.B.M. Sousa Junior

nodais.

Na formulagdo de elementos finitos deve-se considerar o uso de funces polinomiais de
interpolagdo para os deslocamentos no interior do elemento finito. Graus de continuidade sdo
necessarios para garantir a convergéncia dos resultados pelo FEM. Assim, para o elemento de pdrtico
plano, considera-se 0 uso de funcBes de interpolacdo para os deslocamentos axiais uo(X), a qual
apresentam continuidade C° e para os deslocamentos transversais vo(X) que apresentam continuidade
C! (Cook et al, 2002 [8]).

As fungdes polinomais de continuidade C° referentes aos deslocamentos axiais, Uo(X), sdo
caracterizadas por polinémios lineares de Lagrange, com apenas dois graus de Liberdade para compor
0 polinbmio, sendo expresso por:

u,(X) = Lyuy + Lyu,. (16)

onde L e L, sdo polindmios lineares, variando de 0 a L, e u; e uz sdo deslocamentos nodais axiais.

Para garantir a convergéncia do tipo C! utiliza-se funcdes de interpolacdo polinomiais chamados
de Polindbmios de Hermite. Desta forma, os deslocamentos transversais no interior do elemento podem
ser defiinidos como:

v, (X) = Hw, + H,0, + Hyv, + H,0,. (17)

onde H; ,Hz Hs e Hjs sdo polindbmios Hermitianos, variando de 0 a L, e vi, , V2, 6; € 8, sdo
deslocamentos transversais nodais e rotagfes nodais respectivamente.

Os deslocamentos u(X) e v(X) no interior do elemento finito podem ser representados sob forma
matricial, em fungdo das fungdes de forma e dos deslocamentos nodais do elemento.

= Nu_. (18)

onde u é o vetor de deslocamentos no interior do elemento, N é a matriz das funcdes de forma do
elemento de pértico e u. € o vetor dos deslocamentos nodais.

A insercdo das fungdes de forma permite representar o vetor de deformacGes generalizadas (&) em
funcg&o do vetor dos deslocamentos nodais (Ue).

1
e=¢;, +en,= Bru, + §BNLue. (19)

L 0 0 L 0 0
B, = 1,X 2, X ‘ (20)
0 Hl,XX HQ,XX 0 H3,XX H4,XX

onde By é a matriz de deformacao-deslocamento linear.
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U

U

| 0
v, =|0 Hyx Hyy 0 Hyy H x| '|=Gu,. (21)

2

R

0,
’U0'2 = UOVT’UO' = ueTGTGue. (22)

1|luG"G 1

EnL T 5[ 0 ]ue = §BNLue' (23)

e Bno € a matriz de deformagao-deslocamento ndo-linear.
Através da Equacdo (26), obtém-se o incremento de deformacéo (deformacao virtual) de:

be = (B, + By, )ou, = BT&IE. (24)

onde B é o vetor de deformagcéo-deslocamento virtual do elemento
Substituindo esta expressdo pela Equacdo (15), e adotando o Principio dos Trabalhos Virtuais
tém-se:

6U, = [6e70dX = 6u"g,. (25)
6u,” [ BTadX = 5u'g,. (26)
Desta forma, o vetor de forca interna do elemento (ge) é caracterizado como:

g, = f BT 5dX. 27)

A matriz de rigidez tangente do elemento (K¢) para a analise ndo-linear é concebida através do
incremento do vetor de forca interna do elemento em relagdo aos deslocamentos nodais do mesmo
elemento.

Og,
K, = 28 28
Te alle ( )
nT
K, f BT 97 ix + f 9B Lix - K, + K, (29)

é‘

onde Kee € a matriz de rigidez elastica do elemento e Kg. € a matriz de rigidez geométrica do
elemento.
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Ky = [B7 2% ax = [B7 9222 4x — [BTc,B7ax. (30)
du e Ou
L e L L
BT oB,T 0B,T |N
K, = f 9B Lix = (= + )| dX = f N AdX. (31)
Ju Jdu Jdu M
L e L e e L
onde C; é a matriz constitutiva tangente
ON ON
oN  IN [Baa  —[YEda
_da _|0g, Ok | _| Y g 32
C =0 " lom 8M_—fYEdA fWEd,A' %2
- t t
Ode, Ok A A
e E: € o modulo de elasticidade tangente
oo
E =—. 33
C= s (33)

Determinado os vetores de forga interna e a matriz de rigidez tangente de cada elemento finito da
viga, realiza-se a montagem (Assembly) dos vetores globais da viga (g e Kt).

A avaliacdo das integracdes ao longo do eixo longitudinal é realizado numericamente pela
Quadratura Gaussiana. Ja as integracdes nas se¢des transversais (Matriz consitutiva C;) sao feitas pelo
método das fatias

3 Contribuicéo da armadura passiva

Assim, como Moreira (2016) [9], a armadura passiva é considerada como um ponto discreto com
todas as suas caracteristicas (area e coordenadas) e tensdo no centro geométrico da armadura. Logo a
sua contribuicdo pode ser obtida por meio das expressoes:

N,
Ns = ZAskas(gk(ysk)) : (34)
k=1
N,
M, = Z_ysk‘AskUs(gk(ysk)) . (39)
k=1

onde Ny € 0 nimero de barras da segdo transversal, Ay € a &rea de cada barra e ys« é a ordenada de cada
barra em relacdo ao sistema de eixos global, e os € a tensdo na armadura passiva.

Para evitar considerar uma nova contribuicdo do concreto nos esforgos internos e na matriz
constitutiva C;, subtrai-se a contribuicdo da area de concreto equivalente a area ocupada pela barra de
aco passive. A matriz constitutiva tangente e o vetor de tensbes generalizadas total da secéo
transversal é dado por:
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o=o,*+o,. (36)

c, =Cc_+C,. 37)

onde os e o s80 0s vetores de tensdo generalizada do ago e do concreto respectivamente, e, Cic € Cis
s80 as matrizes constitutivas tangentes do concreto e do aco respectivamente.

4 Elemento finito de cabo de protensao

Conforme Moreira et al. (2018) [2], vigas protendidas com cabos ndo-aderentes ndo apresentam
compatibilidade de deformacdes entre o cabo de protensdo e o concreto que envolve a bainha do cabo.
Logo, hé apenas compatibilidade nas extremidades da viga ou em pontos de ancoragem, portanto a
avaliacdo dos deslocamentos do cabo e do concreto s6 ocorre considerando a deformagéo da estrutura
inteira.

O modelo proposto neste trabalho considera, assim como Lou et al (2013) [10], o cabo como
elemento finito discretizado em trechos retos que contribui no vetor de forgas internas e na matriz de
rigidez tangente da estrutura, similarmente a Moreira (2016) [9].

Nas estruturas de concreto com protensdo ndo-aderente devido a falta de aderéncia (atrito) entre a
bainha pléstica e 0 ago de protenséo, considera-se que a tensdo e a deformagdo no cabo de protenséo é
constante ao longo do comprimento do cabo.

As coordenadas finais de cada segmento de cabo de protensdo ndo correspondem ao mesmo
ponto material, a qual desliza em relacdo a secdo da viga de concreto, mas referem-se as coordenadas
da bainha plastica, a qual apresentam aderéncia com o concreto envolto e podem ser utilizadas para a
avaliacdo do comprimento total do cabo, e desta forma determinar a deformagéo do ago de protensao,
Figura 2, que € considerado constante (Oliveira, 2017 [7]).

Consequentemente a obtencdo da deformagdo do aco de protensdo, determina-se o trabalho
virtual interno, a matriz de rigidez tangente e o vetor de forcas internas do cabo, como mostrado a
seguir.

AYY)
Elemento de cabo 2 (X,Y,) 2 XY
(xn1'Yp1)1 ()%1':"}:1) 1
-~ 1 2 (x2y2)
B .Y
0GY) 1@ Elemento de viga o7 (X
Configuraco Indeformada Configuracdo deformada
P Xx)

Figura 2. Associacdo de coordenadas de elemento de Viga e de elemento de cabo.

Os deslocamentos do segmento de cabo reto sdo obtidos do deslocamento do elemento de portico
envolto substituindo nas coordenadas nodais da Equacédo (1), pelo mérito da Teoria classica de vigas-
TCV.
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u (X0, Y,0) = uy (X)) =Y .0 (X)) = (X;) = Y.6,(X,). (38)
U (X, V) = o (X)) - (39)
Uy (X0, Y 0) = Uy (X)) =Y 0, (X)) = uy(X,) — YV.0,(X,). (40)
V2 (X5, Y5) = 0y (X)) - (41)

onde Up: € Up2 SA0 deslocamentos axiais e Vo1 € Vp2 S80 deslocamentos verticais dos nos do segmento
reto
Sob forma matricial, os deslocamentos nodais do elemento de cabo sdo:

Uy
uy,] 10 -y, 00 0 |y
oy 001 0 0 0 |6
uPe = = = Teue' (42)
us| 1000 0 10 —Y,|u
vl (00 0 01 0 |u
92

onde upe é 0 vetor de deslocamentos nodais do elemento de cabo, u. é o vetor de deslocamentos nodais
do elemento de portico envolto ao cabo e Te € a matriz de transformagao.

O vetor dos deslocamentos nodais do elemento de pértico (ue) pode ser relacionado ao vetor de
deslocamentos nodais global (u), através da matriz de incidéncia cinematica (Booleana) L.. Assim 0s
vetores Ue e Upe podem ser descritos:

u, = Lu. (43)
u, = T.L.u. (44)

Através da Equacdo (10), e considerando a tensdo e a deformacdo constantes ao longo do cabo,
obtém-se o trabalho virtual interno do cabo.

§U = f&JW’ff&omw—&FL (45)
Lp Ap

onde Fp = Ap.0p € a forca no cabo e L, € o comprimento do cabo inicial.

A deformacdo no cabo é dada pela soma da deformacdo inicial tedrica (ep,), referente a
deformacgdo que teoricamente é encontrada na fase de aplicagdo da protensdo e que para casos de
protensdo “poOs-tragdo” serve como artificio para determinar o valor de referéncia ap6s as perdas de
protensdo imediatas (Lou et al ,2006 [5]), e da deformacdo do cabo incremental (Aep).

g, =¢,, +4¢c,.. (46)

A medida de engenharia utilizada para Ae, por simplificidade é a deformacéo de engenharia, logo
tém-se:
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np

l — L Z (lpe - Lpe)
€, =€, + 7 7 L=¢, +5—— — . (47)
p L
pe
e=1

onde L € lpe S80 05 comprimentos de segmentos inicial e deformado, vide Figura 2, e ny € 0 nimero
de segmentos de cabos.

A variacdo da deformacdo (é¢,) e a variacdo do comprimento do segmento (6l,.) podem ser
descritas como:

(5lp
68]7 = L_ (48)

»

(T — ) (Y2 — Y1)
B, = P (8, = 81,) + 5y, — 0. (49)
pe pe

ou

6l,, = cos B(bu,y — bu,) + senB(6v,, — 6v,,). - (50)

onde B € o angulo formado entre o eixo horizontal e o segmento de cabo na configuracdo deformada.
A Equacéo (50) pode ser representada sob forma matricial:

6up1
ov,, T
6lp€ = [—cosﬂ —senf3 cos(B sen( Pli=rT6u_. (51)
. ‘5%2 e pe
(5vp2

onde dup. € 0 vetor de deslocamentos virtual do segmento de cabo. Assim, obtém-se a variacdo do
comprimento final do cabo, considerando a soma da contribui¢do de todos os segmentos de cabo da
estrutura e substituindo dup. pela variagdo da Equacéo (44)

np np np

8, = ;&pe: ;rET&J e = 24}7; Su,. (52)

Assim, através das Equacdes (45), (48) e (52), encontra-se o trabalho virtual interno do cabo
protendido em funcdo de Jue.

8l w
— I _ T
6U = be,F)L, = = FL, = zlre T,6u,F,. (53)
P e=
G T T
oU = ;gpe ou, = 8pe = Lpe Lt (54)

onde gpe € 0 vetor de forgas internas do elemento de cabo, podendo ser também ser expresso por:
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1 0 0 0 —cos 3
0 1 0 Of|—cosp —senf3
-Y. 0 0 0| —senl cos 3.Y
— pl F e ])1 F —= F . 55
& pe 0 0 1 Of| cosB | P cos 3 p = Wely (55)
0 0 0 1|| senf sen3
0 0 —Yp2 0 —Cos ﬁ.YpQ

onde We = Tpe're.
Considerando a variacdo da Equacéo (43), du.=L. du, e substituindo na Equacéo (54), tém-se:

np np
oU = Z gpeTLe(511 :(Z LeTgpe )T ou= ng(Sll. (56)
e=1 e=1

np
onde gp=) L."g,. , sendo gp o vetor de forcas internas global.
e=1
Para a determinagdo da matriz de rigidez global (Krp), faz-se a diferenciagdo do vetor de forgas
internas global (gp) em relagéo ao vetor de deslocamentos nodais global (u).

98, K 98

¢ Ou ®7)

e=1

Desenvolvendo a diferenciacdo do vetor de forgas internas do segmento de cabo (gpe) em relacdo
ao vetor u, com base na Equacao (57), obtém-se:

Og Or OF
pe __ TT e R 4 TT P . 58
Ou ¢ ou ? e Te ou 8)
e logo, Kr, designa-se como:
"0 or oF
K. = I'Tr —ep + U1y —2). 59
Tp ;( e e ou » e’e e ou ) ( )

O primeiro termo da matriz Ky, corresponde a matriz de rigidez geométrica ou das tensdes
iniciais. Ja o segundo termo é referente a matriz de rigidez elastica ou do material (De Borst et al,
2012 [11]). Assim desenvolvendo o primeiro termo, obtém-se a derivada do vetor re em relagdo ao
vetor u:

0 or. 0 0
o, _or, 0u, _0r, )
du Ou, du Ou, °

onde a derivada de r. em relagdo ao vetor ue é dado por:

0 0 Ou
o _ 9% 90 e _, 98 p (61)
ou ap 8upe Ou, ou

e
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onde
send
— COS
z, = 5 . (62)
—sen(3
cos (3
e
T
95 _ % (63)
aupe lpe
Assim, a matriz de rigidez geométrica (Kgp) do cabo é expressa por:
np
KGp = Z(L’EKGpeLe)' (64)
e=1
onde Kgpe € a matriz de rigidez geométrica do cabo
F
Gpe = l—p Tz 2'T,. (65)
pe

Considerando o segundo termo da matriz Krp, desenvolve-se a derivada da forca F, em relacéo ao
vetor u, utilizando as Equaces (48) e (52) :

OF oo e, A E
o ooz, 2t e (69)
P

D e=1

Desta forma, considerando o vetor w, da Equacdo (55), obtém-se a matriz de rigidez material do
cabo de protensdo ndo-aderente.

— Z (Lr‘gweweTLe). (67)

Destaca-se, que a matriz Kgp, € simétrica, porém € acoplada, ja que conecta os graus de liberdade
dos nos de todos os elementos.

A matriz de rigidez tangente do cabo de protensdo ndo-aderente fica caracterizado pela soma das
matrizes de rigidez material e geométrica (De Borst et al, 2012 [11]), logo:

K., =Ky, +Kg,. (68)
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5 Mudltiplos cabos de protensdo ndo-aderente

Vigas protendidas sdo suscetiveis a perda de protensdo por encurtamento eléstico do concreto, a
qual o cabo ao sofrer o encurtamento pela deformacédo imediata da peca de concreto, durante a fase de
protensao, promove um alivio de tensdo no cabo (Verissimo & Cézar Junior, 1998 [1]).

Quando se tem multiplos cabos em casos de pos-tracdo sem aderéncia, 0s estiramentos séo feitos
cabo por cabo, logo a aplicacéo da forga de protensdo por meio de um dos cabos provoca deformagdes
no concreto que modificam as tensbes e as forcas de protensdo dos cabos anteriores. Assim,
considerando uma viga com “k” cabos concentrados em uma determinada seg&o transversal e os cabos
ndo-aderentes sendo protendidos sucessivamente, Figura 3, ocorrera para o primeiro cabo a perda de
protensdo decorrente da protensdo dos (k-1) cabos restantes, e sucessivamente até que o Ultimo cabo
tenha perda de protensdo nula, ou seja, sem influéncia de estiramento de outros cabos (HANAI, 2005

[13]).

Figura 3. Viga protendida com multiplos cabos ndo-aderentes

6 Analise ndo-linear

A andlise ndo linear das vigas com protensdo ndo-aderente para a fase de aplicacdo da protenséo é
realizada através da avaliagdo do campo de deslocamentos que resultam na forca do cabo (Fp) igual a
forca de protenséo equivalente (Fpe) dada.

Para a simulacéo da operacéo de protensédo e a obtencdo do estado de equilibrio final é necessario
a consideracdo de uma deformac&o inicial “tedrica” (epo) referente a uma tensdo inicial na protenséo
(00) para as analises incrementais subsequentes na fase de aplicacdo de carregamento externo na viga,
a qual inicialmente é desconhecida.

A deformacao inicial téorica (gp0) € a deformacédo que seria teoricamente encontrada no cabo apds
a aplicacdo da protensdo, antes da transmissdo da protensdo para as vigas, em caso de verificagdes de
protensdo pre-tracdo. Esse modelo, conforme Lou et al (2006) [5], pode ser proposto para aplicagdo da
protensdo no caso de verificagbes pds-tracdo. Assim, a avaliacdo da etapa de protensdo consiste em
determinar a deformacéo e, igualando a correspondente deformacéo efetiva (gpe), obtida no problema,
em um processo interativo de controle de carga (Moreira (2016) [9]).

Assim, para cada estiramento de cabo de protensao, ha a solu¢do por meio do equilibrio da viga ,
Equacdo (69), (71) e (73), até a forca F, resultar na forca efetiva Fy , Equacdo (70), (72) e (74),
respeitando a tolerancia exigida no problema.

Logo para obtengdo da deformagdo ep, para o primeiro cabo estirado (aplicagdo de protenséo),
tém-se :

gg)(&‘g()),ul) +g,(w,) = 0. (69)

F V(e u) —FY =0, (70)

p po’

onde g,” é o vetor de forcas internas do cabo 1 e g, é o vetor de forgas internas na viga ap0s a
aplicacéo da primeira protenséo.
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Para a obtencdo da deformacao inicial tedrica para a o segundo cabo estirado:

gV () uy,) + 8P (R, u, —u)) + g, (u,) = 0. (71)
Fp(2> (s;%),uz) - F]§§> = 0. (72)

onde g,® é o vetor de forgas internas do cabo 2, F,’¢ a forca de protensdo no cabo 2 , Fp® ¢ a forca
de protensdo efetiva no mesmo cabo (2) e u, € vetor dos graus de liberdade da estrutura apds a
aplicacéo da protensédo do segundo cabo.

Generalizando a analise para “k” cabos de protensdo ndo-aderente, tém-se:

k
g=g, +y 8 —u e )=0 (73)

=1

E¥ —Fl —o. (74)

onde g é o vetor de forgas internas total.
Logo o residuo (r) da analise ndo-linear pode ser descrito, como:

0
ol

g

(k) _ (k)
FP Fpe

(75)

r =

Esse Sistema ndo linear com n+1 equagles e n+1 varidveis pode ser resolvido usando o Método
Newton-Raphson para cada estiramento de cabo “k”. Desta forma, a lineariza¢éo do sistema resulta :

og g k) _
g+ Téuk + Y] st = 0. (76)
k €po
OF® oF®)
FR _pk) L P sy 4 2 5B — . (77)
N
onde:
(k) (k)
38i> _ zgfm _ ‘ZF&) w, = AE w,_. (78)
(3 e e
po po po
e
(k) (k) 9e(k)
OF . 9ol el _ AE, Wl (79)
ou, " 0ell) Ouy L, g

Substituindo as Equacdes (78) e (79) nas Equacdes (76) e (77), obtém-se o sistema:

,(k')A, E w=—-g

po " ppt

Kp6u,k + 6¢
(80)

0

AFE
ppt T k) _ k) _ k)
—L wou + ApEptésp = Fpe Fp
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Com a resolugdo do sistema ndo linear, obtém-se os deslocamentos incrementais (6u) e a
deformagdo incremental (6ep0™) e consequentemente os deslocamentos e a deformagcdo inicial
atualizada em cada interacdo (i).

W = Wy T buy. (81)
k _ (& k
6;0{i+1 - spo,i + 581510)' (82)

A procedimento interativo em cada etapa de protensdo é finalizado, quando se alcanca a
tolerancia (TOL) admitida no problema.

pe

7 Resultados

Nessa secdo serdo analisados trés modelos de vigas de concreto com protensdo ndo aderente,
baseados em ensaios experimentais conhecidos da literatura, as quais sdo: Modelo de Tao e Du (1985)
[13], Modelo de Hussein et al (2012) [14] e Modelo de Lou et al (2013) [10]. A implementagdo da
formulacéo de elementos finitos apresentado neste trabalho foi realizada no software MATLAB.

A andlise dos modelos consistiu na obtencdo da deformacdo inicial tedrica (ep) do cabo
protendido, a cada fase de estiramento (protensdo) de um novo cabo, considerando procedimento
interativo para o alcance da convergéncia da aplicacdo de protensdo e consequentemente da obtengéo
das forgas de protensdo de cada cabo ndo aderente apds cada aplicagdo de protensdo pos-tracao,
levando em questéo as perdas de protensdo devido a influéncia das protensdes sequenciais.

7.1 Viga Biapoiada com cabos de protenséo retos

A implementacdo do modelo de viga biapoiada com cabos ndo aderentes retos, baseada no
modelo de Tao e Du (1985) [13], foi realizada para a discretizacdo de malha com 12 elementos finitos,
considerando a integracdo da secdo transversal em 50 fatias e a integragéo longitudinal em 3 pontos de
Gauss. Para o parametro da convergéncia, considerou-se uma tolerancia de 10°.

A andlise da viga biapoiada foi realizada considerando trés cabos de protensdo ndo aderentes
estirados sequencialmente cabo ap6s cabo. A viga apresenta secdo retangular de 16 x 28 cm com
armadura passiva positiva de &rea de 1,57 cm?, afastada 22 cm do topo da viga, e armaduras ativa de
area de 0,588 cm? cada, afastadas 25 cm do mesmo topo da viga. Os cabos protendidos apresentam
configuragdo geométrica reta ao longo dos 440 cm de véo da viga, com tensdo de escoamento de 1465
Mpa, tensdo ltima de 1790 Mpa, modulo de elasticidade longitudinal de 205 Gpa, deformacéo ultima
de protensdo de 6% e a tensdo de protensdo efetiva (ope) igual a 960 Mpa.

Os valores dos parametros do concreto obtidos para esse modelo, Eurocode 2 (2004) [15], foram:
fc = 30,6 Mpa, Ec= 30,77 Gpa e & = 2,021% (deformag&o de pico do concreto). Ja para a armadura
passiva foi considerado tensdo de escoamento (fy) de 430 Mpa, modulo de elasticidade longitudinal de
210 Gpa, e modulo de elasticidade de endurecimento (Ess) de 1,0 Gpa (modelo elastoplastico perfeito
com endurecimento linear). Nas tabelas 1 e 2, mostram-se os resultados do procedimento interativo
para a convergéncia da aplicacdo de protensdo e das forgcas de protensdo apds os estiramentos
sequenciais de cada cabo.
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Tabela 1. Convergéncia de aplicacdo de protensdo para 3 cabos ndo aderentes

Estiramento do cabo 1

r
Iter gé? oy I Fp(;)
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 4.760796 x 10 9.373700 x 108 5.906603 x 102
3 4.888266 x 1073 9.598192 x 108 4.234408 x 10
4 4.889380 x 107 9.600000 x 108 4.349292 x 10
5 4.889385 x 10 9.600000 x 108 3.157046 x 10
Estiramento do cabo 2
r
w . o
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 5.520816 x 10°® 1.053481 x 10° 1.796276 x 10t
3 4997821 x 10 9.648990 x 108 8.317352 x 10’3
4 4.970357 x 10 9.600608 x 108 1.098905 x 10+
5 4.970016 x 10°® 9.600006 x 108 1.158455 x 106
6 4970013 x 10 9.600000 x 108 1.218952 x 108
Estiramento do cabo 3
r
w @ . i
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10*
2 5.464266 x 10°® 1.030930x 10° 1.597618 x 10
3 5.072011 x 10°® 9.636114 x 108 6.531648 x 10’3
4 5.051963 x 10°® 9.600791 x 108 1.429417 x 10*
5 5.051524 x 10°® 9.600016 x 108 2.935794 x 10°®
6 5.051515 x 10’3 9.600000 x 108 6.020676 x 108

Tabela 2. Forcas de protensdo nos cabos nao aderentes ap6s 0s estiramentos

Cabo Forcas de protensdo (N) apds estiramentos dos cabos Ifertda d~e
) rotenséo
(i) Estiramento cabo 1 Estiramento cabo 2 Estiramento cabo 3 (%)
Cabo 1 56,448.00 55,607.09 54,748.21 3.01
Cabo 2 0 56,448.00 55,597.92 151
Cabo 3 0 0 56,448.00 0

Analisando os resultados do modelo de vigas com cabos retos, percebe-se que a cada estiramento
de cabo ha uma reducdo da forca de protensdo dos cabos anteriores, totalizando para o cabo 1 uma
perda de forca de protensdo acumulada de 3,01% e de 1,51% para o cabo 2 ao final da fase de
aplicagdo da protenséo.

Considerando a perda protensdo média para os cabos por estiramento, verifica-se uma variacao da
de 1,50% da forga de protenséo, considerando os cabos 1 e 2. Observa-se também que a convergéncia
do procedimento interativo ocorreu em poucas interacbes, em torno de 5 e 6 interacOes,
caracterizando uma convergéncia rapida para a analise nao-linear do modelo estudado apresentando
uma variacao percentual media da deformacao inicial teérica por cada estiramento de 1,64%.
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7.2 Viga Biapoiada com cabos de protensdo poligonais

O Segundo modelo implementado foi de uma viga biapoiada com cabos ndo aderentes poligonais,
fletida em quatro pontos e com comprimento de 440 cm, baseada no modelo de Hussein et al (2012)
[14]. A malha foi discretizada em 6 elementos finitos, considerando a integracdo da secdo transversal
em 50 fatias e a integracdo longitudinal em 2 pontos de integracdo de Gauss. Para o parametro da
convergéncia, também considerou-se uma tolerancia de 10°®.

A andlise da viga biapoiada foi realizada considerando trés cabos de protensdo ndo aderentes
estirados sequencialmente cabo ap6s cabo. A viga apresenta secdo retangular de 16 x 34 cm com
armadura passiva negativa e positiva de area de 1,57 cm?, afastadas 4 cm do topo e da base da viga
respectivamente. Ja as armaduras ativas apresentam area de 0,99 cm? cada, ancoradas no centroide da
secao nas extremidades do véao da viga, com os segmentos poligonais do cabo seguindo a trajetéria do
diagrama de momentos fletores devido ao carregamento externo, em que 0s segmentos dos cabos no
meio do vao estdo localizados a 4,3 cm da face inferior da viga.

Os cabos protendidos apresentam tensdo de escoamento de 1674 Mpa, tensdo ultima de 1860
Mpa, médulo de elasticidade longitudinal de 190 Gpa, deformacdo Ultima de protensdo de 6% e a
tensdo de protensdo efetiva (ope) igual a 1000 Mpa.

Os valores dos pardmetros do concreto obtidos para esse modelo, segundo Eurocode 2(2004)
[15], foram: fc = 43 Mpa, Ec.= 34 Gpa e & = 2,246% (deformacdo de pico do concreto). J& para a
armadura passiva foi considerado tensdo de escoamento (fy) de 470 Mpa, modulo de elasticidade
longitudinal de 210 Gpa, e modulo de elasticidade de endurecimento (Es,) de 1,2 Gpa (modelo
elastoplastico perfeito). Nas tabelas 3 e 4, mostram-se os resultados do procedimento interativo para a
convergéncia da aplicacdo de protenséo e das forcas de protensdo ap6s 0s estiramentos sequenciais de
cada cabo.

Tabela 3. Convergéncia de aplicagdo de protensdo para 3 cabos ndo aderentes

Estiramento do cabo 1

Il

Iter Ezglo) Up Fp(;)
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 5.219815 x 107 0.987040 x 108 1.359546 x 10t
3 5.232208 x 107 1.000003 x 10° 5.890497 x 107
4 5.233708 x 10 1.000001 x 10° 8.402262 x 107
5 5.233857 x 10 1.000000 x 10° 2.720335 x 10
6 5.233857 x 107 1.000000 x 10° 7.293501 x 1010
Estiramento do cabo 2
[l

Iter S;z()? Op / Fp(j)

1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 5.293722 x 107 9.920034 x 108 5.777117 x 1072
3 5.337944 x 107 0.999893 x 108 6.080187 x 103
4 5.338080 x 10 1.000000 x 10° 1.913550 x 10°®
5 5.338080 x 10 1.000000 x 10° 6.813079 x 1010

Estiramento do cabo 3
(7]l

Iter g;“:’)) Oy /Fp(e3)

1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10!
2 5.286133 x 107 9.700400 x 108 3.048480 x 1072
3 5.443763 x 107 0.999375 x 108 1.842691 x 10*
4 5.444090 x 107 0.999998 x 108 3.848143 x 107
5 5.444091 x 107 1.000000 x 10° 1.357966 x 10°°
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Tabela 4. Forcas de protensdo nos cabos nao aderentes apos 0s estiramentos

Cabo Forcas de protenséo (N) ap6s estiramentos dos cabos ;ertda de
: rotensdo
(i) Estiramento cabo 1 Estiramento cabo 2 Estiramento cabo 3 (%)
Cabo 1 98,999.99 97,010.69 94,983.68 4.06
Cabo 2 0 98,999.99 96,976.53 2.04
Cabo 3 0 0 98,999.99 0

Observa-se que para 0 modelo de vigas com cabos poligonais, a redugédo da forca de protenséo
total para o cabo 1 ocorre em torno de 4,06% e para o cabo 2 ocorre em 2,04% ao final da fase de
aplicacdo da protensao.

Considerando o equilibrio para o estiramento individual e sequencial de cada cabo, a perda de
protensdo média para os cabos por estiramento apresentam-se em aproximadamente 2,00% da forca de
protensdo. Analisando o prodecimento interativo para a convergéncia do sistema, percebe-se que 0s
valores da deformacdo inicial tedrica apresentaram uma variacdo percentual media por cada
estiramento de 1,99%.

7.3 Viga Continua com cabos de protenséo curvos

O caso de viga continua apoiada em trés apoios com cabos de protensdo curvos foram
implementados, baseado no modelo de Lou et al (2013) [10], considerando uma malha com 25
elementos finitos, integracdo da secéo transversal em 50 fatias e a integracdo longitudinal em 3 pontos
Gaussianos. Para o critério de convergéncia, adotou-se uma tolerancia de 10,

A viga foi realizada considerando trés cabos de protensdo ndo aderentes estirados
sequencialmente. A viga apresenta secdo retangular de 15 x 30 cm com armaduras passivas de areas:
Ai = 4524 cm? e A; = As = Ay = 2,262 cm?, Vide Figura 4. As armaduras passivas negativas e
positivas encontram-se afastadas 3,5 cm do topo e da base da viga respectivamente. Ja as armaduras
ativas tem area de 1,4 cm2 cada, seguindo a trajetoria curva, conforme Figura 4. Os cabos protendidos
apresentam tensdo de escoamento de 1680 Mpa, tensdo Gltima de 1961 Mpa, modulo de elasticidade
longitudinal de 197 Gpa, deformacédo Gltima de protenséo de 6% e a tensdo de protensdo efetiva (ope)
igual a 1083 Mpa.

Os valores dos parametros do concreto obtidos para esse modelo, foram: fc = 34,9 Mpa e ¢ =
2,106% (deformacdo de pico do concreto), Eurocode 2(2004) [15]. J& para a armadura passiva foi
considerado tensdo de escoamento (fy) de 362 Mpa e modulo de elasticidade longitudinal de 205 Gpa.
Nas tabelas 5 e 6, mostram-se 0s resultados do procedimento interativo para a convergéncia da
aplicagdo de protenséo e das forgas de protenséo apos 0s estiramentos sequenciais de cada cabo.

A A A
[ /_\I\S4 i
| |

As, = As, —
. 95¢cm | 95 cm . :
320 cm ‘ 160 cm ‘ 160 cm ‘ 320 cm

Figura 4. Viga continua com cabos de protensdo curvos
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Tabela 5. Convergéncia de aplicacdo de protensdo para 3 cabos ndo aderentes

Estiramento do cabo 1

r
Iter gé? Ty Il Fp(;)
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 5.647352 x 10’3 1.079751 x 10° 1.194711 x 10
3 5.662135 x 10°® 1.082999 x 10° 1.400486 x 1072
4 5.662219 x 10°® 1.083000 x 10° 1.823296 x 10
5 5.662222 x 10’3 1.083000 x 10° 1.974522 x 10°°
6 5.662222 x 10’3 1.083000 x 10° 2.297691 x 107
Estiramento do cabo 2
r
o« @ ’ i
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10°
2 5.800963 x 103 1.080943 x 10° 1.241954 x 10!
3 5.819315 x 10°® 1.082991 x 10° 1.569217 x 1072
4 5.819476 x 10°® 1.083000 x 10° 1.902410 x 10*
5 5.819479 x 10’3 1.083000 x 10° 2.111606 x 10®
6 5.819479 x 10’3 1.083000 x 10° 2.349905 x 108
Estiramento do cabo 3
r
w g . i
1 0.000000 x 10° 0.000000 x 10° 1.000000 x 10*
2 5.779218 x 10’3 1.044796 x 10° 9.435536 x 102
3 5.985354 x 10°® 1.082754 x 10° 3.725194 x 10
4 5.986716 x 10°® 1.082998 x 10° 5.608567 x 10°
5 5.986730 x 10°® 1.083000 x 10° 4.469166 x 1077

Tabela 6. Forcas de protensdo nos cabos nao aderentes ap6s 0s estiramentos

Cabo Forcas de protensdo (N) apds estiramentos dos cabos Ifr%rtoelﬁ sdéeo
(i) Estiramento cabo 1 Estiramento cabo 2 Estiramento cabo 3 (%)
Cabo 1 151,619.99 147,388.76 142,865.50 5.77
Cabo 2 0 151,619.99 147,119.07 2.97
Cabo 3 0 0 151,619.99 0

Avaliando o modelo de viga continua com cabos curvos, identifica-se uma reducgdo da forga
de protenséo total para o cabo 1 de 5,77% e para o0 cabo 2 de 2,97% ao final da fase de aplicagdo da
protensdo. Ja& a perda protensdo média para os cabos por estiramento varia percentualmente em torno
de 2,9%, enquanto a deformag&o inicial tedrica apresenta uma variacdo percentual media por cada
estiramento de 2,79%.

8 Conclusédo

Os resultados mostraram que para os trés modelos analisados houveram perdas da forca de
protensdo aos cabos anteriormente protendidos, que variaram entre 3,01% e 5,77% para o cabo 1 e de
1,51% até 2,97% para o cabo 2. Considerando a perda de protensdo média por cada aplicacdo de
protensdo, observa-se que os resultados variaram em media de 1,5% a 2,9% para os modelos
estudados. Com relacdo a deformacdo inicial tedrica, constata-se que ocorreram também mudancas
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percentuais a cada novo estado de equilibrio pelo estiramento sequencial dos cabos ndo aderentes, com
valores de 1,64% a 2,79%. Toda a andlise de convergéncia do sistema ocorreu em poucas etapas de
interacdo, entre 5 e 6 interacdes, confirmando uma rapida analise ndo-linear.

Assim, verifica-se que os modelos que apresentaram 0s maiores valores de forcas de protensdo
também apresentaram as maiores perdas de protensdo, conforme os resultados mostrados. Esse fato
pode indicar uma influéncia das perdas de protensdo por estiramento sequencial dos cabos, que nédo
podem ser desprezado em projetos estruturais, principalmente se as estruturas projetadas de pos-tragdo
requererem forcas de protenséo elevados.
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