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Abstract. Este trabalho apresenta a implementação de uma rotina computacional que realiza análises
não lineares de vigas de concreto armado por meio do Método dos Elementos Finitos 1d (MEF 1d),
onde o concreto e o aço são discretizados pelo Método das Camadas. Este, consiste em discretizar a
seção transversal em n camadas, que por sua vez, considera as não linearidades fı́sicas dos materiais
em cada uma, sendo ele, aplicado nos pontos de integração dos elementos finitos. Os fenômenos como
fissuração e seus efeitos de redistribuição de tensões ao longo da seção transversal do elemento são inse-
ridos implicitamente por meio das relações constitutivas dos materiais. A formulação do elemento adota
a hipótese da viga de Euler-Bernoulli, assim como, aderência perfeita entre o aço e o concreto. Para
resolução do problema não-linear utiliza-se o Método da Rigidez Secante. Deste modo, para validação
da implementação proposta, os resultados obtidos são comparados com resultados experimentais propos-
tos por Bresler e Scordelis. Além disso, são avaliadas a influência dos modelos constitutivos adotados e
da malha de elementos finitos. Por fim, são observados excelentes resultados numéricos quando compa-
rados com os dados experimentais, apesar de se empregar uma formulação elementar e de baixo custo
computacional em relação ao MEF 2d e 3d.
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1 Introdução

O concreto armado (CA), devido a sua heterogeneidade e efeitos provenientes dos carregamentos
submetidos, apresenta um comportamento de difı́cil obtenção. Este, quando analisado em função de sua
tensão e deformação, apresenta uma curva não linear expressa por meio das suas relações constitutivas. A
análise do comportamento de elementos estruturais de concreto armado é objeto de inúmeros estudos ao
rendor do mundo, bem como as formulações e procedimentos matemáticos para a obtenção do mesmo.

Diferentes são os efeitos que influenciam o comportamento de elementos de CA. Entre eles, a baixa
resistência a tração do concreto quando comparado a compressão, possui grande destaque, tal carac-
terı́stica contribui para formação de fissuras mesmo quando submetido a baixos carregamentos. Levando
a degradação da estrutura e, consequentemente, perda da rigidez, na qual compromete o desempenho do
elemento estrutural.

Dessa forma, o estudo da fissuração é fundamental para a compreensão e implementação de mode-
los aplicados a análise de elementos de CA. Nesse sentido, D’Avila [1] compara diferentes modelos de
fissuração: o modelo com as fissuras incorporadas, proposto por Dvorkin [2], e o modelo de fissuras dis-
tribuı́das, apresentado pelo CEB [3]. Destaca-se a simplicidade e o menor custo do modelo incorporado,
pois são usadas as mesmas equações constitutivas, tanto para a zona fissurada quanto para a zona não
fissurada. Já o modelo distribuı́do, precisa ser ajustado para cada uma das situações, ou seja, este só é
utilizado nos elementos finitos que estão compreendidos na região fissurada.

Outro parâmetro importante na análise do comportamento de elementos de CA é a aderência entre
os materiais, pois esta possibilita a transferência de tensões entre eles, fato este que proporciona que
ambos suportem as solicitações e, consequentemente, seja obtido um comportamento estrutural mais
rı́gido. Assim, Neto [4] e Luke [5] estudaram modelos com variação da aderência (MAV) e com perfeita
aderência entre os materiais (MAP). O MAP é um caso a parte do MAV, pois a aderência parte da
perfeita interação entre os materiais e é degradada a medida que se aumentam as solicitações na peça.
Então, a partir dos estudos mencionados, concluiu-se que é possı́vel observar bons resultados com o
MAP. Todavia, para representar a perfeita realidade, é fundamental a utilização do MAV.

A transferência de esforços supracitada, proveniente da aderência entre os materiais, após iniciar a
abertura de fissuras, faz com que não só a armadura seja responsável por resistir aos esforços de tração,
mas também o concreto. Este efeito é conhecido como Tension Stiffening (TS), e, segundo Manfredi
e Pecce [6], é um dos principais efeitos em estruturas de CA, sendo imprescindı́vel a sua consideração
em análises não lineares. Cabe destacar que, modelos numéricos mais simplificados inserem tais efeitos
a partir das relações constitutivas do concreto tracionado, por meio da resistência pós deformação de
fissuração, onde essa decai a medida que o material vai se deformando em um processo de amolecimento.
Este efeito é conhecido como Tension Softening [7].

Na busca de modelos constitutivos que representam o TS diversos trabalhos foram desenvolvidos.
Entre eles destacam-se, o de Lin e Scordelis [8], que modificaram a equação constitutiva do concreto
após iniciar o processo de fissuração. Gilbert e Warner [9], propôs um modelo constitutivo que considera
três trechos lineares: primeiro trecho de ascensão antes da fissuração e, após a fissuração, dois trechos
de declı́nio até que o concreto não resista mais a tração. Okamoto e Maekawa [10] desenvolveram um
modelo com um ramo linear crescente até o inı́cio da fissuração e um ramo decrescente de grau C,
coeficiente relacionado a energia de fratura do material. Stramandinolli [11] em seu modelo considerou
três ramos: um ramo linear inicial, uma curva decrescente e um ramo linear decrescente final, obtendo
resultados muito satisfatórios.

Para a implementação das relações supracitadas na análise de vigas de CA o Método das Camadas
(MC) apresenta uma boa eficiência. Como apresentado nos trabalhos de Marı́ [12], Rasheed e Dinno
[13], Chimello [14], Stramandinoli [11], Oliveira [15]. Este consiste em discretizar a seção transversal
em camadas, encontrar a deformação no centroide de cada e em seguida obter a sua rigidez. Por fim,
obtém-se a rigidez total da seção transversal através da contribuição de cada camada.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um dos mais utilizados atualmente, tanto no meio
acadêmico, quanto no meio técnico e profissional. As abordagens mais utilizadas na análise do compor-
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tamento de vigas de CA são as que adotam elementos bidimensionais e tridimensionais. Tais abordagens
oferecem uma série de dificuldades como, problemas de malha e estabilidade numérica. Uma alternativa
com baixo custo computacional é a combinação do MC com MEF 1d, no entanto tal abordagem não é
difundida no meio técnico como relata Stramandinoli [16].

Assim, este trabalho apresenta a implementação de um programa computacional MEF 1d com MC
que analisa vigas de concreto armado. Este adota o elemento finito de viga elementar constituı́do por
quatro graus de liberdade (dois transversais e dois rotacionais). O processo de fissuração é implementado
por meio de uma equação constitutiva proposta por Okamoto e Meakawa [10] que representa a perda de
seção e, consequentemente, a redução da rigidez. Estes também propuseram as equações constitutivas
aqui adotadas para o concreto tracionado, sendo o Tension Stiffening e o Tension Softening também con-
siderados no programa desenvolvido. Para o concreto sob compressão, adotou-se o modelo constitutivo
proposto por Hognestad [17]. Este foi adotado por Stramandinoli [11] que obteve resultados satisfatórios.
Por fim, o modelo elastoplástico perfeito foi utilizado para a armadura.

A implementação computacional foi desenvolvida no ambiente do Matlab, na qual emprega-se a
formulação do MEF apresentada por Zienkiewicz [18] e Fish e Belytschko [19]. Empregou-se aderência
perfeita entre os materiais e a hipótese de Euler-Bernoulli para a seção transversal. As não linearidades
são empregadas nos dois pontos de integração dos elementos finitos e os valores obtidos são interpolados,
por meio de funções de forma, para que se obtenha o comportamento de todo o domı́nio do elemento
finito. Em relação à análise não-linear, adotou-se um esquema incremental-iterativo, com controle de
carga, no qual a matriz de rigidez secante é atualizada a cada iteração do processo. Logo, prevalesse uma
busca por simplificar a formulação empregada por meio de metodologias consistentes observadas na bi-
bliografia. Por fim, para validação do programa proposto, gerou-se curvas de carga versus deslocamento
que são comparadas com resultados experimentais obtidos por Bresler e Scordelis [20].

2 Método dos Elementos Finitos 1D

O programa computacional desenvolvido segue a formulação do MEF, considerando apenas uma
direção principal, eixo x, na discretização da estrutura em elementos finitos. Neste, adotou-se a divisão
do domı́nio da estrutura em elementos finitos de viga. As hipóteses de Euler-Bernoulli são consideradas
como base para obtenção das deformações na seção transversal e não são considerados os efeitos e
deformações provenientes dos esforços de cisalhamento. O elemento finito adotado possui dois nós com
quatro graus de liberdade, sendo dois transversais (vi) e dois rotacionais (θi), conforme a Fig. 1.

Figura 1. Elemento finito unidimensional adotado. Fonte: Jacob e Ted [19] adaptada
.

A formulação empregada parte da Eq. 1, que correlaciona os deslocamentos nodais (d) com as
forças nodais (F ) por meio da matriz de rigidez do elemento finito (K).

F = K · d (1)

Com d dado pela Eq. 2.
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d =



v1

θ1

v2

θ2


(2)

O vetor de forças é desenvolvido a partir da determinação do processo incremental de carga e a
matriz de rigidez é obtida a partir do Principio dos Trabalhos Virtuais.

K =

∫
Bt ·D(ε) ·B · dV (3)

Onde D(ε) é a matriz constitutiva do elemento construı́da a partir da rigidez obtida pelo MC a ser
apresentado na seção 3. E B é a matriz composta pelas derivadas das funções de forma Ni.

B =
d

ds
· 2

L
·
[
N1(s) N2(s) N3(s) N4(s)

]
(4)

As funções de forma aqui consideradas são apresentadas abaixo:

N1 =
1

4
· (1− s)2 · (2 + s) (5)

N2 =
L

8
· (1− s)2 · (1 + s) (6)

N3 =
1

4
· (1 + s)2 · (2− s) (7)

N4 =
L

8
· (1 + s)2 · (s− 1) (8)

O procedimento para obtenção das funções de forma acima pode ser melhor visto em Azevedo [21].
s é a coordenada natural, expressa pela equação 9.

s =
2x

L
− 1, −1 < s < 1 (9)

Assim, será possı́vel obter os deslocamentos nodais que serão interpolados também por meio das
funções de forma para obtenção do campo dos deslocamentos, apresentada pela Eq. 10, e, consequente-
mente, os deslocamentos em quaisquer ponto do domı́nio da estrutura.

u(x) = N1(x) · v1 +N2(x) · θ1 +N3(x) · v2 +N4(x) · θ2 (10)

O campo dos deslocamentos expresso em função da coordenada natural s é:

u(s) = N1(s) · v1 +N2(s) · θ1 +N3(s) · v2 +N4(s) · θ2 (11)

3 Método das Camadas

Para implantar as não linearidades dos materiais é utilizado o MC. Este consiste em dividir a seção
transversal em n camadas, conforme apresentado na figura 2, em seguida calcular a rigidez individual-
mente, sobrepondo-as de modo a obter a rigidez final da seção transversal. A hipótese de Euler-Bernoulli
é adotada, desta maneira considera-se que a seção transversal permanece plana e perpendicular a linha
neutra (LN), as deformações por cisalhamento são desconsideradas e as deformações são lineares ao
longo da seção transversal. Também é considerada aderência perfeita a entre os materiais, assim como a
ausência de grandes deslocamentos da estrutura.
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Figura 2. Discretização da seção transversal em camadas. Fonte: Própria

Assim a deformação de cada camada i, εi, é obtida por meio da Eq. 12 que correlaciona a posição
da camada em relação a LN (yi) e a curvatura (ϕ) da seção transversal.

εi(yi, ϕ) = −yi · ϕ (12)

ϕ = B · d (13)

Os esforços resistentes Mr e Nr são obtidos a partir do somatório da resistência das n camadas.
A partir de εi é possı́vel obter as tensões em cada camada de concreto (σc) e no aço (σs) por meio das
equações constitutivas apresentadas na seção 4.

Em seguida, conhecidas as tensões e deformações das camadas é calculada a rigidez pelo Método
Secante e, consequentemente, a matriz D(ε), conforme a Eq. 14.

D(εi) =
n∑

i=1

Ei · Ii (14)

Na qual Ei são os módulos secantes do concreto, para as diferentes solicitações, obtidos a partir das
Eq. 15 (compressão) e 16 (tração). E Ii são os momentos de inércia das camadas.

Ec =
σc
εc

(15)

Et =
σt
εt

(16)

4 Equações Constitutivas

Para a obtenção das propriedades fı́sicas da seção transversal, os materiais são modelados a partir
de diferentes relações constitutivas de acordo com a solicitação na qual o mesmo está submetido.

4.1 Concreto

Assim como Chimello [14], Stramandinoli [11] e Gelatti [22], que obteram resultados satisfatórios
em suas pesquisas, adota-se o modelo constitutivo proposto por Hognestad [17]. Este relaciona a tensão
e a deformação por meio da equação 17.

σc = fcm ·
[
2 ·
(
εc
ε0

)
−
(
εc
ε0

)2
]

(17)
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Em que σc é a tensão no concreto, fcm é a Resistência média à compressão do concreto, ε0 é a
deformação correspondente à tensão máxima (fcm), εc é a deformação no concreto, εu é a deformação
última no concreto correspondente a tensão: 0, 85 fcm;

O modelo pode ser observado na figura 3.

Figura 3. Modelo Constitutivo de Hognestad Modificado. [17]

O comportamento do concreto sob tração é modelado com dois trechos: antes de atingir a deformação
de fissuração (εcr) e após atingi-la. O modelo constitutivo proposto por Okamoto e Maekawa [10] é ado-
tado. Pois, de acordo com os estudos de Vieira [23] e Salem [24], resultados satisfatórios são obtidos a
partir do mesmo.

Te
ns
ão

Deformação

ft,cr

ecr

Figura 4. Modelo constitutivo para o concreto tracionado. Fonte: Okamoto e Maekawa [10].

Para o primeiro trecho, antes da fissuração, é considerado um modelo linear de ganho de resistência
a tração ft, conforme apresentado na Eq. 18.

ft = Eo · εt·, εt < εcr (18)

Para o segundo trecho é considerado o Tension Softening, sendo este modelado como uma curva
descendente conforme apresentado pela Eq. 19.

ft = ftp ·
(
εtp
εt

)C

; εt > εcr (19)

Segundo Vieira [23], esta abordagem foi empregada com êxito nos modelos propostos por Salem
[24] e também apresentou resultados satisfatórios em seu modelo ao aplicar na analise de vigas parede.
No entanto, o autor ressalta a dificuldade de se definir o expoente C presente na Eq. 19. No trabalho de
Maekawa, Pinamas e Okamura [7], é sugerido o valor de 0.2 para elementos armados com telas soldadas
e 0.4 para elementos armados com barras.
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4.2 Aço

A relação constitutiva adotada para o aço é o modelo elasto-plástico perfeito. Este considera um
comportamento linear até a tensão de escoamento (σy) e, em seguida, é apresentada uma variação cons-
tante até a ruptura.

Figura 5. Modelo elastoplástico perfeito para o aço. Fonte: Stramandinoli [11].

5 Programa Computacional

A Fig. 6 apresenta o fluxograma do programa computacional proposto que é constituı́do por 3 sub
rotinas. O Pré Processor, responsável pela leitura dos dados de entrada e organização cinemática. Pro-
cessor, responsável pela resolução do sistema incremental/iterativo, onde os incrementos são realizados
com a adição de parcelas de força (∆F ) definidos nos dados de entrada. As interações são executadas
até a convergência do modelo, obtida quando a tolerância (tol) for maior ou igual ao resı́duo (R). E Post
Processor, cuja objetivo é organizar e interpolar os resultados obtidos apresentando as configurações
indeformada e deformada. Assim como a malha de elementos finitos adotada.

Cabe destacar que na sub rotina Processor, a rigidez do elemento de viga é obtida através do uso
do Método das Camadas, onde a rotina calcula as deformações de cada camada através da Eq.12, diante
dessa e com uso das relações constitutivas abordadas na seção 4 são obtidas as tensões em cada camada.
Com o uso das Eqs. 15 e 16 são calculados os módulos secantes de cada camada. Por fim, a rigidez da
seção é gerada a partir da contribuição de cada camada conforme a Eq. 14.
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Ínicio

Sub-Rotina
Pre Processor

F, d

Sub-Rotina
Processor

Passo de carga inicial j = 0

d0 = 0 K(d0) F = ∆Fj

Fj = K(dj)dj

dj ϕj εj σj

D(dj) =
∑n

k=1Ek · Ik

Rigidez Secante
K(dj)

i = 0 di = dj K(di)

Fi = K(di)di

di ϕi εi σi

D(di) =
∑n

k=1Ek · Ik

||R|| =
√∑N

0=1(d(i−1)−di)
2∑N

0=1
(di)

2

||R|| ≤ tol

F = F + ∆Fj

Convergiu?

Sub-Rotina
Post Processor

não

sim j = j + 1

incremento
não

Figura 6. Fluxograma CABeam.
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6 Exemplos

Para avaliação da eficiência do programa computacional implementado serão analisados o coefici-
ente C empregado na relação constitutiva do concreto tracionado, a convergência de malha por meio da
identificação do melhor número de elementos finitos e a eficácia do programa quanto a obtenção da carga
última das vigas analisadas. Como referência experimental serão analisadas as vigas ensaiadas por Bres-
ler e Scordelis [25]. Tais resultados foram utilizados para verificação da eficácia de diversas pesquisas,
tais como as de Vecchio e Shim [26], Dabbagh e Foster [27] e Stramandinolli [11]. As propriedades
fı́sicas e geométricas das vigas são apresentadas na Fig. 7 e na Tabela 1.

Figura 7. Propriedades geométricas das vigas. Fonte: Dabbagh e Foster [27] Adaptada.

Neste trabalho, como a formulação empregada desconsidera os efeitos do cisalhamento, buscou-se
empregar vigas que o modo de ruptura seja por flexão e que se afaste de rupturas providas por outros
efeitos. Assim sendo, adotou-se vigas com baixas taxas de armadura e sem a presença de armaduras
transversais, para que dessa forma fosse possı́vel captar melhor a influência das não linearidades prove-
nientes do processo de fissuração ocasionado apenas pela tração uniaxial do concreto sob flexão simples.

Tabela 1. Propriedades fı́sicas das vigas

Vigas Ec (GPa) Es (GPa) Área de Aço (m2) fc (MPa) ft (MPa) fy (MPa) εcp (m)

OA1 20 206 0.00258 22.6 1.9 556 0.002

OA2 20 206 0.003225 23.7 2.0 556 0.002

OA3 32 206 0.00385 37.6 2.5 556 0.0025

Como já relatado por Vieira [23] não existe procedimento exato para a determinação do expoente C
da Eq. 19. Dessa forma, a análise das vigas supracitadas foram inseridas três valores de C, dispostos no
intervalo sugerido por Maekawa, Pinamas e Okamura [7]. Com isso pretende-se identificar a influência
desse parâmetro no modelo implementado.

Para a viga OA1, as curvas carga versus deslocamento são apresentadas na Fig. 8, sendo observados
resultados muito satisfatórios para todos os valores empregados. Porém, para C=0.3, têm-se as melhores
respostas.
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Figura 8. Carga versus deslocamento da viga OA1 com variação do C.

Assim como para a viga OA1, com C=0.3 obtém-se a melhor resposta da viga OA2, Fig. 9. Neste
momento é possı́vel observar como este parâmetro influencia na rigidez, pois quanto mais esbelta a viga,
este tende a ter o valor reduzido, comportamento observado em todas as análises.

Figura 9. Carga versus deslocamento da viga OA2 com variação do C.

Para a viga OA3, Fig. 10, é observado um comportamento mais peculiar, pois neste caso é possı́vel
observar boas correlações para C=0.3, quanto ao comportamento da peça, e, para C=0.2, uma resposta
excelente quanto a carga última.

Figura 10. Carga versus deslocamento da viga OA3 com variação do C.
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Assim sendo, após a representação do comportamento do elemento foi possı́vel observar resultados
excelentes para todos os valores de C empregados, comprovando assim a eficácia dos valores propostos
por Maekawa, Pinamas e Okamura [7]. Desta forma, por meio da análise das curvas, tem-se para a
relação constitutiva do concreto tracionado o C=0.3 como melhor parâmetro para a obtenção do compor-
tamento.

Quanto a análise da convergência de malha foram realizadas análises com 7, 15 e 25 elementos. Vale
ressaltar que, apesar do coeficiente C ser dependente da energia de fratura e comprimento do elemento,
como indicado por Maekawa, Pinamas e Okamura [7] não existe uma formulação clara para estabelecer
tal relação. Dessa forma procedimentos para sanar a dependência de malha não foram aplicados.

Sendo a redução do custo computacional um dos objetivos deste trabalho, malhas muito refinadas
fazem com que este custo seja elevado. Assim, identificar o melhor grau de refinamento que apresenta
bons resultados é essencial para atingir este objetivo.

Para a viga OA1 apresenta-se na Fig. 11 excelente concordância entre o resultado numérico e o
experimental. Portanto, entre 15 e 25 elementos finitos não são observadas diferenças entre os resultados
obtidos.

Figura 11. Gráfico de carga e deslocamento com variação da malha.

Para a viga OA2, Fig. 12, é encontrada uma pequena diferença entre a malha de 15 e 25 elementos
finito, fato este que não justifica um maior grau refinamento.

Figura 12. Gráfico de carga e deslocamento com variação da malha.

Para a viga OA3, Fig. 13, assim como na viga OA1, não são observados variações nos resultados
numéricos obtidos. Portanto, os melhores resultados são obtidos com o menor grau de discretização da
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estrutura, ou seja 7 elementos finitos, fato este explicado pela não identificação precisa do processo de
fissuração resultando em uma maior rigidez da peça e, consequentemente, uma maior carga última.

Figura 13. Gráfico de carga e deslocamento com variação da malha.

Finalmente, emprega-se um pequeno estudo quanto a carga última obtida para cada viga analisada.
Considera-se C=0.3 e 15 elementos finitos e os resultados obtidos são expressos na tabela 2. Os resulta-
dos numéricos obtidos são satisfatórios quando comparados aos experimentais.

Tabela 2. Estudo de carga última

Vigas Numérico (kN) Experimental (kN) Erro (%)

OA1 340 331.983 2.415

OA2 380 354.667 7.143

OA3 310 377.056 17.784

7 Conclusões

Este trabalho apresentou a implementação computacional do Método dos Elementos Finitos 1d
com uso do Método das Camadas. Foram verificados a influência do coeficiente C, responsável pelo
grau de contribuição do Tension Softening em vigas fissuradas, por meio da variação do seu valor nas
análises. Foram realizados testes quanto a convergência de malha para entender qual o melhor grau
de discretização da estrutura e, por fim, estudou-se o capacidade de se obter a carga última das peças.
Desta forma, a partir dos resultados obtidos, verificou-se que, apesar de tal abordagem ser bastante
simplificada quando comparada as implementações do MEF 2d e 3d, tal simplicidade não gerou prejuı́zos
significativos nos resultados, visto a eficiência dos mesmos em comparação com os experimentais.

Este modelo considera apenas os efeitos de flexão, já que a formulação do elemento utiliza a hipótese
de Euler-Bernoulli. Dessa forma, como já esperado o modelo aqui implementado obteve bons resultados
quando comparados com os experimentais. No entanto, deve ser avaliado a acurácia do modelo para
outras situações, como vigas contı́nuas e vigas com armadura transversal.

Assim, haja visto que esta implementação comporta-se bem para elementos com flexão predomi-
nante, o Tension Stiffening é um fator de direta influência nestes elementos. Logo, o expoente C e sua
influência deve ser melhor estudado, ressaltando a ausência de formulações exatas para a sua obtenção.
Pois, nos exemplos analisados, não houveram divergências significativas, porém a medida que o vão das
vigas aumentava as respostas numéricas apresentavam comportamentos menos rı́gidos.
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