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Abstract. Cylindrical shells have applications in several areas of engineering. The last decades have
seen the emergence of several new materials and production techniques to be used in these structural
elements. Functionally graded materials, metal foams and sandwich structures are part of this
development. The sandwich shells, with solid metal faces and metal foam core, are used to improve
structural performance in line with a reduction in weight. The objective of this work is to study the
natural frequencies and the critical loads of sandwich shells with a metal foam core (CSCN) and
compare the results with those of a homogeneous isotropic shell (CH) and with functionally graded
(CGF) shells. For this, the Donnell shell theory is used. First, the equations of motion are derived and
using the analytical solution for a simply supported shell, the mass, stiffness and geometric matrices
are obtained, allowing the calculation of natural frequencies and critical loads under axial compression
and lateral pressure. In order to evaluate the importance of the foam core, shells of the same mass and
shells with the same natural frequencies and critical loads are analyze.

Keywords: Sandwich cylindrical shells, Metallic foams, Functionally graded cylindrical shell, Natural
frequencies, Critical loads
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Vibragées e estabilidade de cascas cilindricas sanduiche

1 Introduction

Cascas t€m sido usadas desde a antiguidade em vdrios campos da engenharia e arquitetura,
incluindo reservatdrios de dgua e de graos (silos), ab6badas e coberturas de diversas edificacdes, vasos
de pressdes em instalacdes industriais e nucleares, torres de refrigeracdo, foguetes e tubulacdes, entre
outras estruturas. Cascas também sdo encontradas comumente na natureza, se constituindo em uma
forma 6tima para diversos tipos de carregamento. Recentemente, com o surgimento de varios
materiais reforcados por fibras, laminados e compdsitos, o dominio de aplicacdo e as faixas de
eficiéncia estrutural tém aumentando continuamente [1]. Hosseni-Hashemi et al. [2] destacam os
painéis compdsitos por apresentarem grande potencial de aplicacdes em diversas areas da engenharia
mecanica, aeroespacial, eletrdnica, naval, nuclear e civil.

Uma casca sanduiche consiste basicamente de duas faces de material mais rigido que sédo
separadas por um nticleo mais flexivel como ilustrado na Figura 1.a. As faces usualmente suportam as
cargas primdrias no plano (tragdo, compressdo e cisalhamento no plano), enquanto o nicleo é
responsdvel por resistir a cargas cisalhantes transversais [3]. As faces sdo, em geral, de um mesmo
material e o nicleo de um material leve que pode ser uma espuma ou um sé6lido, em forma de favo de
mel, em rede ou em trelica. Como alternativa recentemente tem sido proposto o uso dos chamados
materiais com gradacdo funcional onde as propriedades fisicas do material variam de forma suave ao
longo da espessura (Fig. 1.b), evitando descontinuidades.

Face Externa

Face Interna

-lle
-t\2-f,

Figura 1. (a) casca sanduiche; (b) casca com gradagdo de material constituinte ao longo da espessura.

Ashby et al. [4] caracterizam as espumas metalicas como uma nova classe de material de baixa
densidade e com inimeras particularidades no que se refere as propriedades fisicas, mecanicas,
térmicas, elétricas e actsticas. Elas substituem as espumas poliméricas em situagdes em que a
multifuncionalidade € requerida [5] e oferecem um grande potencial para estruturas que necessitam de
baixo peso e boa absor¢do de energia, além de poderem ser recicladas e ndo serem téxicas ou
inflamaveis como as espumas poliméricas. As técnicas para a produgdo deste material ainda estdo em
desenvolvimento, e, em face disso, tem-se uma grande variabilidade em suas propriedades.

Peters [6] define uma estrutura sanduiche como sendo a unido entre trés elementos: um par de
faces finas e rigidas e um nicleo de baixo peso que separa essas faces. Usando o mesmo raciocinio,
Shokrollahi et al. [7], definem que as estruturas sanduiche consistem de duas faces (uma
externa/superior e uma interna/inferior) conectadas entre si por um nucleo geralmente de material ou
estrutura leve. Este material pode ser madeira, espuma metdlica ou polimérica, chapas corrugadas,
borracha, entre outros. Ja as faces demandam um material de alta rigidez como o ago, ligas de
aluminio ou plasticos reforcados. Esses elementos sanduiche sdo muito eficientes no isolamento
térmico e acustico e reduzem a vibracdo de estruturas leves e flexiveis, onde o niicleo € fortemente
deformado no cisalhamento, devido as camadas rigidas confinantes [8].

Sofyiev [9] define materiais de gradagdo funcional como materiais multifuncionais em que a sua
composi¢do varia de acordo com a finalidade desejada para aplicagdo, seja para controle de variacdes
térmicas, propriedades estruturais ou funcionais. A gradacdo funcional permite que as tensdes ao
longo da espessura da casca se desenvolvam de forma suave, sem concentragdes ou descontinuidades.

Este trabalho tem como objetivo estudar as frequéncias naturais e as cargas criticas de cascas
sanduiche com graduagio funcional (CGF), comparando cascas com cisalhamento no nicleo (CSCN)
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e cascas de material homogéneo e isotrépico (CH). Usando a teoria linear de Donnell, derivam-se as
equacdes de equilibrio e movimento e obtém-se as matrizes de massa, rigidez e rigidez geométrica
para cascas simplesmente apoiadas, o que permite o calculo de frequéncias naturais e cargas criticas.
As influéncias das relacdes geométricas da casca e do fator de gradacdo do material sdo estudadas.
Também sdo analisadas cascas de mesma massa e cascas com as mesmas frequéncias naturais e cargas
criticas para averiguar a importancia da camada de espuma metdlica no comportamento estrutural.

2 Formulacio matematica

2.1 Hipéteses basicas

Considere uma casca cilindrica de raio médio R, comprimento L e espessura 4. como ilustra a
Figura 2.a, onde x, y = RO e z constitui o sistema de coordenadas, sendo U o deslocamento na diregéo
axial x, V, o deslocamento na direcdo circunferencial 8 e W, o deslocamento na direcdo radial z.

1
|
.
1

(a) (b)

Figura 2. (a) Sistema de coordenadas, propriedades geométricas e campo de deslocamentos; (b)
Esforcos internos na casca cilindrica.

2.2 Teoria de Donnell

A teoria classica de cascas esbeltas, com base na hip6tese das se¢des planas, assume que 0 campo
de deslocamentos é dado por [10]:

U(x,6,z,t)=u(x,0,t)+z- B.(x,6,1)
V(x,0,z,t) =v(x,0,t)+ z- By(x,0,1) (D)
W(x,0,z,t)= w(x,0,t),

onde u é o deslocamento axial, v é o deslocamento circunferencial € w é o deslocamento radial da
superficie média da casca e f, e fy s@o as rotacdes da sec@o transversal. Considerando que as sec¢des

normais da superficie média ndo deformada permanecem retas e normais a superficie média
deformada e que ndo sofrem deformacdo, tem-se que:

B.=-w,.; By=—wy/R. (2)

Neste caso, existem apenas trés incognitas, que sdo os deslocamentos da superficie média da
casca. Considerando que as se¢des normais da superficie média indeformada permanecem retas, mas
ndo normais a superficie média deformada, tem-se que as rotagdes S, e By sdo incognitas do problema,
tendo-se assim cinco incégnitas.

As relagdes ndo lineares deformagao-deslocamento propostas por Donnell para cascas abatidas
sdo dadas por [10]:
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Vibragées e estabilidade de cascas cilindricas sanduiche

e =U, +w>/2
£y =V, +W)/R+ w2 2R*
Vo =U’6/R+V’x TW, Wy /R (33)

Quando as rotacdes f, e fy sdo incognitas do problema, duas outras deformacdes sdo
consideradas,

yxz:ﬂx-‘rW’x; yﬁz:ﬂﬁ-‘rw’ﬁ/R (3.b)
Tanto o metal puro quanto a espuma metdlica sdo considerados materiais elésticos e lineares que
obedecem a Lei de Hooke, portanto tem-se que
E E E
ox =1z (e tveg); 0p =5 (0 tver),  Twe = oy Vxe )
E E
Tz = Vxz; Toz7="7—<
XZ 2(1 + V) yxz 0z 2(1 + V) y@z
onde E é o médulo de elasticidade ou de Young € v o coeficiente de Poisson. G = E/2(1+v) é o
moédulo de elasticidade transversal. Em um material com gradacdo funcional, tanto o médulo de

Young (E) quanto o coeficiente de Poisson (v) variam ao longo da espessura da casca. Assim, estes
dois parametros dependem da coordenada z da casca. As leis da variagdo aqui adotadas sio:

E=(E-E)V,+E,; v=W,—-Vv,)V,+V, (5)
onde o subscrito 1 se refere aos parametros relacionados a espuma metdlica na superficie neutra e o

subscrito 2 aos pardmetros do metal puro. O fator multiplicador Vb descreve a variagdo desses
materiais ao longo da espessura e aqui € dado pela expressao [11]:

v = (1_2)(“2}
h h 6)

onde S € um nimero real maior que zero. A Figura 3.a mostra a variacdo de V}, ao longo da espessura
para valores selecionados de S. Observa-se que a medida que S cresce, a espessura das camadas das
faces aumenta.
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Figura 3. (a) Variacdo dos parametros fisicos ao longo da espessura da casca com gradacdo funcional;
(b) variacdo dos pardmetros fisicos ao longo da espessura do nicleo da casca sanduiche comparados
com a gradacao funcional.

Tendo-se as relagcdes cinematicas e a lei constitutiva, podem-se encontrar os esfor¢os seccionais a
partir da integracdo das tensdes ao longo da espessura da casca. No caso da casca sanduiche, seguindo
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o trabalho de Magnucka-Blandzi [12], para as camadas das faces, o modulo de elasticidade (Ep) e o
coeficiente de Poisson (vy) sdo constantes e considera-se que o nicleo tenha uma variagdo semelhante
a do material com grada¢ao funcional, sendo a variagdo do médulo de elasticidade dada por:

E.=Ef [1 - ( - %’) cos (Z—:)] (7

A Figura 3.b mostra uma comparagdo entre a variagdo das propriedades da casca com gradagdo
funcional para S=1, Eq. 6, com a varia¢do das propriedades do nicleo da casca sanduiche, Eq. 7.

2.3 Parcelas de energia e equacoes de movimento

A energia interna de deformacao é dada por

Ud ZEJ‘J‘I (ax.gx-i-aﬁ.g€+Tx€.yx€+Tx”.yx”+Tﬁv.y&)dz dedx
2 " 4 4 % % (Sa)

Assim como E e v, a massa especifica do material (p) varia na direcao radial da casca, e segue a

mesma lei de variacio da Equacdo 5, ou seja, P=(pr=p2)Y, *P2. Usando o campo de
deslocamento da Eq. 1, a energia cinética da casca é dada por:

r=20[[ p-(0?+V* +W?) dz a6 dx

2 (8.b)

A energia potencial total é a soma da energia interna de deformacdo (Equacdo 7) com a o
potencial das cargas externas conservativas, V, ou seja, I1 = U; + V. O Lagrangiano é dado pela
diferenca entre a energia cinética e a energia potencial total, ou seja, L = T-I1. O Lagrangiano é&,
portanto, uma funcdo dos deslocamentos e suas derivadas com relagdo as coordenadas x e € e ao
tempo, f. Usando o Principio de Hamilton, obtém-se as equac¢des de movimento da casca.
Considerando a teoria cldssica, tem-se as equagdes de movimento que, em termos dos esforg¢os (ver
Fig. 1.b), sdo dadas por:

N, +NX9,9/R+1'4'-(J‘p dz) =0
N, +N9,9/R+\'i-(jp dz) =0
~Np/R+ (M, +2-M 4 o/R+Mg | R*)+(N,w, +2N oW, /R +Nyw,o/ R*)

+w-(jpdz)=0

e, considerando o efeito do cisalhamento, tem-se: v
N, +NyofRtii-([pdz) =0
N +Noo/R+V-([pdz)=0
—Ny/R+Q,,+Qyy/R+(Nw. +2N yw. o/ R+ Nyw.,[R*)+iv-([ p dz) =0
0 +M  +M o /R+ B ([ pdz)=0
~Qp+ My +Myy/R+B,-([pdz)=0 (10)

Os esforcos sdo obtidos a partir da integragdo das tensdes ao longo da espessura da casca, sendo
dados por:
Ny = [o,dz; Ny = [ogdz; Ny=[ogdz; My= [o,zdz (11)

Mg = fUHZdZF Myg = foHZdZF Qx = foz dz; Qg = f‘[@zdz
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Vibragées e estabilidade de cascas cilindricas sanduiche

onde N,, Ny e N,y sdo as intensidades das forcas normais e de cisalhamento no plano do elemento; M,,
My e M, sao os momentos fletores e torsor; e, Q, e Qp sdo as forcas cisalhantes transversais.

2.4 Solucao para uma casca simplesmente apoiada

Considerando a casca simplesmente apoiada em ambas as extremidades, a solucdo deve obedecer
as seguintes condi¢des de contorno em x =0 e x = L:

v=w=N_ =M _=0 (12)

A solugdo analitica para o campo de deslocamentos de uma casca cilindrica simplesmente
apoiada em ambas as extremidades que corresponde aos modos de vibragdo livre é dada por:

u(x,0,t)=u, -cos(mrx/L)-cos(nb)-exp™”
v(x,0,t) =v, -sin(mrx/L)-sin(nd) -exp'”
w(x,0,1) =u, -sin(mrx/L)-cos(nf)-exp™ (13)
B.(x,0,t)= 3, -cos(mmx/L)-cos(nf)-exp'”
B, (x,0,1) = B,, -sin(mrx/L)-sin(nb)-exp'”
onde m é o nimero de meia-ondas longitudinais, n € o nimero de ondas circunferenciais, @ a
frequéncia angular de vibracao e uy, va, Wa, S € Pea sd0 as amplitudes modais.

A matriz de rigidez geométrica € obtida através do critério de equilibrio adjacente que resulta nas
seguintes equacdes de equilibrio linearizadas [10]:

_Na/R+ (Mx,xx + 2'Mx9,x9/R+M9,99/R2)+ (NX()W’X+2NX9()W’X9/R+NG()W’G/RZ): 0
_Na/R+ o.,+ Qa,a/R"' (NX()W’X+2NX9()W’X9/R+NG()W’G/RZ): 0

(14)
onde Ny, N.gp€ N,g sao os esforcos de membrana relativos ao estado fundamental de equilibrio.
No caso da compressdo axial (P), tem-se:
NX():—P/Zﬂ'R (15.3)
e para a pressdo lateral (p) tem-se:
N, =—PR (15.b)

Substituindo a solugdo analitica nas equagdes de movimento obtém-se as matrizes de massa,
rigidez e rigidez geométrica que sdo mostradas em detalhe em Bezerra [13].

3 Propriedades dos materais

As propriedades fisicas do aluminio e da espuma de aluminio que sdo utilizadas neste e no
préximo capitulo sdo baseados na literatura disponivel. Hibbeler [14] adota para uma liga de aluminio
forjada 6061-T6 um mddulo de Young de 68,9 GPa, peso especifico de 2710 kg/m? e coeficiente de
Poisson de 0.35. Bart-Smith, Hutchinson e Evans [15] utilizam a mesma liga de aluminio forjada com
médulo de Young 69 GPa e para a espuma metilica (ALPORAS®) um médulo de Young de 0,23 GPa,
uma densidade relativa a liga de aluminio de 0.08 e coeficiente de Poisson de 0,3. Ramamurty e Paul
[16] realizaram testes em espécimes de espuma de aluminio ALPORAS® encontrando para o médulo
de elasticidade valores entre 0,124 e 0,547 GPa e peso especifico entre 226 e 303 kg/m3. Miyoshi et al.
[17] definem que a densidade da espuma de aluminio ALPORAS® varia entre 180 e 240 kg/m3 e
indicam que a densidade do aluminio sélido € cerca de 13 vezes maior que estes valores, ou seja, algo
entre 2340 e 3120 kg/m3®. Por fim, Ashby et al. [4] catalogou as principais espumas metdlicas
disponiveis no mercado e elencou suas propriedades fisicas. A Tabela 1 mostra os valores das
propriedades adotadas neste trabalho tanto para o aluminio quanto para a espuma metéalica de
aluminio.
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Tabela 1. Propriedades fisicas dos materiais

Aluminio E (GPa) v p (kg/m?)
Soélido 68.9 0.35 2710
Espuma na 1.0 0.32 250

superficie neutra

4 Frequéncias naturais

Esta se¢do traz um estudo das frequéncias naturais comparando as trés teorias de cascas
cilindricas (CH, CGF e CSCN), em fungdo das propriedades fisicas dos materiais e dos parametros
geométricos R/h e L/R. Com a finalidade de ilustrar a eficiéncia e aplicabilidade das cascas sanduiche
aqui estudadas, € feita uma analise das frequéncias para cascas com mesma massa e do peso das cascas
conservando a frequéncia constante, em funcdo das varia¢cdes do material ao longo da espessura.

4.1 Variacao da matriz de massa

No cdlculo da energia cinética (Eq. 8.b), tem-se na literatura trés tipos de abordagens.
Considerando o caso mais geral para o campo dos deslocamentos, tém-se cinco varidveis
independentes, os deslocamentos da superficie média, u, v e w, que correspondem aos termos de
inércia translacional, e as rotagdes f, € f, relativos a inércia da rotacdo. Uma primeira aproximagao
usual é considerar que os termos relativos a inércia a rotagcdo podem ser negligenciados em rela¢do aos
termos associados a inércia a translagdo. Uma segunda abordagem habitual € considerar apenas o
deslocamento radial (w) com base na hipétese de que em cascas esbeltas os deslocamentos no plano da
casca, u € v, sio muito menores que o deslocamento transversal, w. Assim, a seguinte notacdo &
adotada na andlise: a energia cinética assumindo apenas o deslocamento radial (Mw), considerando os
trés deslocamentos translacionais (Muvw) e, finalmente, considerando todos os deslocamentos
(MComp).

Tabela 2. Influéncia dos termos de inércia nas frequéncias naturais minimas (m=1).

Teoria Mw—Muvw Mw—MComp Muvw—MComp

CH 3var -1,3964% - -

CGF 3var -2,0118% - -

CH 5var -1,3964% -1,3970% -0,0006%

CGF 5var -2,0118% -2,0124% -0,0006%
CSCN -2,0124% -2,0130% -0,0006%

As cascas utilizadas para este estudo tém as seguintes propriedades geométricas: comprimento de
4 m, raio médio de 1 m e espessura de 2 mm. No caso da CSCN a espessuras das faces é de 0.1 mm e
do ntcleo de 1.8 mm. Os resultados obtidos s@o apresentados na Tabela 2 que mostra a reducdo nas
frequéncias minimas entre as teorias. Verifica-se que a influéncia da inércia a rotagdo é desprezivel
quando compara a inércia a translag@o (terceira coluna, variagdo de -0,0006%). J4 a consideracdo das
inércias a translagdo no plano da casca t€ém uma pequena influéncia nos resultados, principalmente nas
cascas com grada¢do funcional e sanduiche (em torno de -2%).

4.2 Influéncia das rela¢des geométricas

A Figura 4.a mostra a varia¢ao da frequéncia natural minima (frequéncia fundamental) da casca
sanduiche com a relagdo geométrica L/R para valores selecionados de R/h e S=1.0, bem como o
nimero de ondas circunferenciais associado a frequéncia minima. A Figura 4.b compara os resultados
para a casca homogénea, a casca com gradag@o funcional com S=1,0, ambos com considerando cinco
variaveis (5Var), e para a casca sanduiche. A matriz de massa, neste caso, levou em conta todos os
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termos (MComp). Nota-se que em todos os casos a frequéncia natural minima aumenta a medida que a
razdo R/h diminui (a casca se torna mais espessa) e decresce a medida que L/R aumenta, ou seja, a
medida que a casca se torna mais longa. Em todos os casos, a frequéncia natural minima ocorre para m
= 1, enquanto o nimero de ondas circunferenciais, n, diminui com a razao L/R e aumenta com a razao
R/h.

10 10*

Legenda
— TCPO
— CGF
=-==-=CSCN

—
o
w
il
—
o
w

Frequéncia Natural (Hz)
o

=
Frequéncia Natural (Hz)
o

3 Legenda 10' <
3 —— RMh=50 —— R/h=300 E
1 —— R/h=100 —— R/h=400 ]
. 1 R/h=200 —— R/h=500 e
10Old:lélélilélél;lélglldllo 100 ||||||||||||||||||||
LR 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L/R

(a) (b)

Figura 4. Influéncia dos parametros geométricos R/h e L/R na frequéncia natural minima obtida
pelas trés teorias de casca

4.3 Cascas cilindricas de mesma massa

A Tabela 3 mostra as espessuras das cascas com mesma massa, para cada teoria, levando em
considerag@o os distintos valores de S. Estes valores s@o obtidos pela igualdade entre as integrais da
massa especifica dos materiais ao longo da espessura da casca. Primeiramente € estabelecida uma
espessura para a casca homogénea. Em seguida se faz a equivaléncia para casca com gradagdo
funcional (Svar), em peso, para cada valor de S utilizado. Por fim, faz-se a equivaléncia entre a casca
com gradacgdo funcional e a casca sanduiche encontrando as espessuras do niicleo (¢, e, em seguida,
das faces (#;). Salienta-se que tanto a casca com gradagdo funcional quanto a casca sanduiche possuem
a mesma espessura total. As cascas analisadas nesta se¢do tém um comprimento de 4.0m e um raio
médio de 1.0 m, ou seja, L/R=4. Observa-se que, a medida que S diminui a espessura da casca
aumenta em consonancia com a Fig. 3.a.

Tabela 3. Espessura (em mm) de cascas com mesma massa

CH (Ref.) CGF CSCN
S=0.1 4.693 t.=4.659 t=0.017
S=0.2 4.414 t=4.176 t=0.119
2.000 S=1.0 3.419 t.=2.455 t=0.482
S=1.5 3.169 t=2.023 t=0.573
S=5.0 2.613 t.=1.061 t=0.776

A Tabela 4 mostra a frequéncias naturais minimas em Hz de cascas com mesma massa e S = S* =
1.0. Os resultados mostram um aumento de aproximadamente 42% na frequéncia natural minima para
a casca com gradagdo funcional e da casca sanduiche em relagdo a casca homogénea. Neste caso, a
espessura total das camadas é cerca de 70% maior que a da casca homogénea. No entanto esta
diferenca diminui a medida que S aumenta. Para S=S*= 1,5 a frequéncia minima € aproximadamente

34% maior que para a casca homogénea e para S=S*=5,0 cerca de 17% maior.
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Tabela 4. Frequéncia fundamental (Hz) de cascas com mesma massa (m=1).

CGF (3var) CGF (5var)  CSCN
CH (3Var) S=1.0 CH (Var) S=1.0 S*=1.0
22.2846 31.4559 22.2842 31.4541 31.6977

4.4 Influéncia do fator S nas frequéncias naturais

Para este estudo toma-se uma casca com gradag¢do funcional (Svar) com L=4.0m, R=1.0m e
h=2.0mm. Varia-se entéo o valor de S, que influéncia diretamente no médulo de Young, coeficiente de
Poisson e massa especifica, de 0.1 a 5.0. Nota-se, na Fig. 5, que existe um valor de S que resulta na

maior frequéncia fundamental.
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Figura 5. Estudo da influéncia de S na frequéncia natural minima (CGF).

4.5 Cascas cilindricas de mesma frequéncia

Para o estudo de cascas cilindricas de mesma frequéncia, tomam-se como referéncia as
frequéncias naturais da casca homogénea para determinadas relacdes geométricas L/R e R/h com
espessura de referéncia de 2.0 mm e encontram-se as espessuras das cascas com gradagdo funcional e

sanduiche que resultam nas mesmas frequéncias naturais.
A Tabela 5 apresenta as reducdes em peso para valores selecionados de S. A casca com gradag@o

funcional exibe reducdes de peso entre 31.0% a 63.3% e a casca sanduiche entre 30.4% a 45.9%. As
maiores reducdes ocorrem para pequenos valores de S.

Tabela 5. Redug¢des médias de peso (em %) de cascas com mesma frequéncia minima para a CGF
(5var) e CSCN em relacdo a espessura referéncia (2mm) da casca homogénea usando CH (Svar)

Teoria S=0.1 S5=0.2 S=1.0 S=1.5 S=5.0
CGF 63,3025 61,1858 49,8493 45,4313 31,0378
CSCN 44,0682 45,9356 45,5105 42,5782 30,4061

5 Cargas criticas

Esta secdo traz um estudo das cargas criticas da casca sob carga axial e pressdo lateral em funcio
das propriedades fisicas dos materiais e dos pardmetros geométricos R/h e L/R. Com a finalidade de
ilustrar a eficiéncia e aplicabilidade das cascas sanduiche aqui estudadas, é feita uma andlise das
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cargas criticas para cascas com mesma massa ¢ do peso das cascas conservando a carga critica
constante, em funcdo das variagdes do material ao longo da espessura.

5.1 Influéncia da geometria

A carga critica da casca sob compressdo axial é constante, independentemente dos valores de m e
n. A tensdo critica para a casca homogénea:

Eh
Opp = ————=
& Rf3(1-v2)

€ uma funcdo apenas das propriedades do material e da relacdo geométrica R/h, sendo inversamente
proporcional a essa relagdo. Deve-se notar que a expressdo acima € obtida por um processo de
minimizag¢do onde m e n sdo considerados varidveis continuas, enquanto na estrutura real os valores de
m e n sdo inteiros (valores discretos), o que leva a pequenas flutua¢des no valor da carga critica como
explicam Hunt et al. [18].

Em relac@o a pressdo lateral, a pressdo critica ocorre sempre para m = 1. A Figura 6.a mostra a
variacdo da pressdo lateral critica com L/R para valores selecionados de R/h para a casca sanduiche
mostrando a variagdo do nimero de ondas circunferenciais critico, enquanto a Figura 6.b compara os
resultados obtidos para os trés tipos de casca considerando S=S*=1 onde se verifica que, para cascas
com mesma geometria, a maior carga critica ocorre para a casca homogénea e a menor para a casca

sanduiche. O valor de n critico diminui com o aumento da relacdo L/R e com a diminui¢do da relacio
R/h.
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Figura 6. Influéncia relacdes geométricas na pressao lateral critica (S=S*=1 e m=1).

5.2 Cascas cilindricas de mesma massa

Usando as mesmas espessuras da Tabela 2, observa-se na Tabela 6 um aumento significativo da

carga critica axial das cascas sanduiche e com gradagdo funcional considerando cascas de mesma
massa.

Tabela 6. Aumento da carga axial critica em funcdo de S com relagc@o a casca de material

homogéneo
S=0.1 $=0.2 S=1.0 S=1.5 S=5.0 CH Teoria
CCA(N) 291-10° 2,75-10° 2,13-10° 1,9610°  1,5510° 1,11-10° CGE
% 161,21 146,99 91,14 75,71 39,06 -
CCA(N) 3,01-10° 2,77-10°  2,15-10° 1,97-10°  1,5510° 1,11-10° CSCN
% 170,38 148,46 93,28 77,40 39,41 -
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Para a pressdo lateral, o aumento da carga critica tanto da casca de gradacdo funcional como da
casca sanduiche em relacdo a casca homogénea ¢é significante, o que demonstra a importancia destas
estruturas em varias aplica¢des praticas. Em termos gerais, a capacidade de carga € ampliada em cerca
de 73% para S=5.0 até 373% para S=0.1, conforme mostrado na Tabela 7. Observa-se que o aumento
na capacidade de carga é bem superior a aquele observado para o caso da casca sob compressio axial.
Nas pressoes laterais criticas para cascas de mesma massa, a influéncia da teoria utilizada na analise é
minima.

Tabela 7. Aumento da pressdo lateral critica em funcdo de S com relagdo a casca de material

homogéneo
S=0.1 $=0.2 S=1.0 S=1.5 $=5.0 CH Teoria
PLC (N/m%  1,44-10*  1,30-10"  8,82:10°  7,90-10° 527-10° 3,0410° CGE
% 373,19 329,68 190,52 160,10 73,64 -
PLC (N/m%)  1,44-10° 1,32:10* 896:10° 799-10° 530-10° 3,04:10° CSCN
% 373,66 333,77 195,04 163,31 74,62 -

5.3 Cascas cilindricas com mesma carga critica

As cascas cilindricas com mesma carga critica foram obtidas da seguinte forma: (i) a carga critica
de referéncia é obtida em cada caso a partir da casca homogénea considerando o efeito do
cisalhamento (5Var) fixando uma espessura de 2.0 mm e utilizando relagdes geométricas para R/h
(100, 200, 300, 400 e 500) e L/R (4, 2 e 1) compativeis com as aplica¢des praticas; (ii) em seguida,
para a casca com gradagdo funcional de cinco varidveis, encontram-se as espessuras que levam a
mesma carga critica da casca homogénea. Essas espessuras sdo as mesmas adotadas para a casca
sanduiche. De posse dessas espessuras calcula-se a massa da casca com gradagdo funcional e da casca
sanduiche comparando-as com a massa da correspondente casca homogénea. Os resultados para as
cargas axiais criticas mostram que as relacdes geométricas utilizadas de L/R e R/h ndo tiveram
significativo impacto nas reducgdes de peso das cascas. A Tabela 8 apresenta essas redugdes médias em
peso mostrando que tanto a casca com gradacgdo funcional quanto para a casca sanduiche apresentam
redugdes de massa similares, entre 16% e 39%, dependendo do valor de S. Este resultado € importante
ja que a reducdo da massa (e, consequentemente, do peso) tem importancia fundamental da otimizagdo
de estruturas.

Tabela 8. Redugdes de peso (em %) de cascas de mesma carga axial critica na CGF Svar e CSCN

em relacdo a espessura de referéncia (2mm) de cascas homogéneas usando CH (5var)

Teoria S=0.1 S=0.2 S=1.0 S=1.5 S=5.0
CGF 5var 39,3950 37,6844 29,1657 26,1230 16,9623
CSCN 39,4203 37,9919 29,9207 26,7636 16,5672

Os resultados das redugdes médias em cascas com mesma pressao lateral critica estdo na Tabela 9
e sdo superiores as reducdes encontradas para as cargas axiais. As reducdes estdo entre 20% a 47%,
dependendo do valor de S.

Tabela 9. Redugdes médias no peso (em %) de cascas de mesma pressao lateral critica na CGF
Svar e CSCN em relagdo a espessura de referéncia (2mm) de cascas homogéneas usando CH (Svar)

Teoria S=0.1 S=0.2 S=1.0 S=1.5 S=5.0
CGF 5var 46,9600 44,9741 35,0385 31,4610 20,6004
CSCN 47,0006 45,4288 36,5360 32,9337 21,3050
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5.4 Cascas cilindricas sob carga axial e pressao lateral

A Figura 7 mostra o comportamento paramétrico de cascas de mesma massa, submetidas
simultaneamente a uma carga axial e pressdo lateral. Valores positivos indicam compressdo axial e
pressdo externa, enquanto valores negativos indicam tragio axial e pressdo interna. O comportamento
€ linear para as trés teorias. Observa-se que a casca com gradag¢do funcional e a casca sanduiche
apresentam resultados bem proximos, em virtude de uma distribuicdo semelhante de materiais ao
longo da espessura. Para quase todas as combinagdes de carregamento a casca com gradacdo funcional
e a casca sanduiche apresentam uma maior capacidade de carga que a casca homogénea de mesma
massa.

Legenda
CH

CGF
--=--CSCN

Pressao Lateral/pg,

14 83 -2 110 5
-2 Carga Axial/P,

-3 o ‘

-4 AN
-5 -

Figura 7. Carga critica para cascas sob carga axial e pressao lateral.

6 Conclusoes

Inicialmente, foi estudada a influéncia das inércias translacionais e rotacionais nas frequéncias
naturais de vibrag@o. Observa-se, em todos os casos, que as frequéncias decrescem a medida que o
nimero de termos ndo nulos na diagonal principal da matriz de massa cresce em fungdo do aumento
da flexibilidade do sistema. Em seguida, ao se variar os parAmetros geométricos R/h e L/R, constata-se
que, em todos os casos, as frequéncias naturais decrescem a medida que R/h e/ou L/R cresce. Observa-
se também que o nimero de ondas circunferenciais associado a frequéncia natural minima (frequéncia
fundamental) decresce com R/h e L/R. A frequéncia minima sempre ocorre para um modo com meia
onda longitudinal. Para se pesquisar a vantagem da casca com nicleo de espuma metalica, comparam-
se as frequéncias naturais de cascas de mesma massa. Observa-se que tanto cascas com gradacdo
funcional quanto cascas sanduiche apresentam frequéncias naturais superiores a cascas isotropicas e
homogéneas, gracas ao aumento da espessura. Verifica-se que, a medida que a espessura das faces
cresce, as frequéncias naturais decrescem se aproximando assintoticamente das frequéncias naturais da
casca de material homogéneo. Para cascas com mesma frequéncia fundamental, quanto maior a
espessura da camada de espuma metdlica, maior é a reducdo de peso. Nas cascas com gradagdo
funcional e sanduiche a redug@o de peso em relagdo a casca homogénea encontra-se entre 63% e 30%.

No que se refere as cargas criticas, estudou-se o comportamento das cascas sob carga axial e
pressdo lateral. Para a carga axial, observa-se, como no caso de cascas homogéneas, um patamar
relativo a carga minima, independendo das relagdes geométricas R/h e L/R, que pode assim ser
considerada constante para uma dada distribuicdo de espuma metélica. Para pressdes laterais o modo

critico estd associado com uma meia onda longitudinal. O nimero de ondas circunferenciais critico

CILAMCE 2019
Proceedings of the XLIbero-LatinAmerican Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC,
Natal/RN, Brazil, November 11-14, 2019




E. A. Bezerra, P. B. Gongalves

aumenta com a relacdo R/ e decresce com a relagdo L/R. Observa-se também que, quanto maior R/A
e/ou L/R menor € a pressdo lateral critica. Para cascas de mesma massa, as cascas sanduiche chegam a
apresentar cargas criticas axiais quase trés vezes superiores as da casca isotropica e homogénea, além
de ter um desempenho levemente superior as cascas com gradagio funcional. Para as pressdes laterais,
as cascas sanduiche chegam a apresentar pressoes laterais criticas cerca de cinco vezes superiores as
cascas isotrépicas e homogéneas, mesmo desempenho encontrado para as cascas com gradagdo
funcional. As cascas com mesma carga critica axial possuem, para um determinado tipo de
distribuicdo de espuma metalica, espessuras praticamente constantes e independentes das relagdes
geométricas R/h e L/R. Tanto a casca com gradacdo funcional quanto a casca sanduiche apresentam
redugdes de peso semelhantes para cada distribui¢do de espuma metdlica (valor de S ou S equivalente).
Quanto menor o valor de S maior € a reducio percentual (entre 39% e 16%). As cascas com gradagdo
funcional e sanduiche que exibem a mesma pressdo lateral critica da casca homogénea apresentam
redugdes de peso semelhantes para respectivos S variando entre 47% e 20% para as geometrias
analisadas. As espessuras se mantém constantes independentes das relacdes geométricas R/h e L/R de
acordo com o valor de S. Os resultados confirmam o melhor desempenho estrutural das cascas com
gradacgdo funcional e sanduiche em relacdo a casca de material homogéneo.
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