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Resumo. Este trabalho trata do desenvolvimento de uma formula¢do matematica para ligagdes
deslizantes aplicadas na analise dindmica ndo linear geométrica de estruturas e mecanismos
tridimensionais junto a sua implementacao computacional. Esse tipo de conex@o permite a modelagem
de diversas aplicagdes nas industrias civil, mecénica e aeroespacial como, por exemplo: antenas de
satélites, bragos roboticos e guindastes, estruturas aporticadas como as formadas por elementos pré-
moldados, o acoplamento entre veiculos e pontes, dentre outras. Emprega-se uma formulacdo
Lagrangeana total para descri¢do dos elementos finitos de portico espacial e casca utilizados. Nessa
abordagem sdo utilizadas posi¢des e vetores generalizados como pardmetros nodais, evitando o
emprego de formulas para o tratamento de giros finitos. A relagdo constitutiva de Saint-Venant-
Kirchhoff, que relaciona a deformacgdo de Green-Lagrange com a tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, ¢ adotada para descrever os materiais. As equagdes do movimento sdo obtidas pelo
Principio da Energia Total Estacionaria no qual sdo introduzidos multiplicadores de Lagrange para
impor as equagdes de restri¢do cinematica que descrevem as ligagOes deslizantes. Dada a presenga das
restri¢des, adota-se o método a-generalizado para desenvolver a marcha no tempo. O sistema ndo
linear resultante é resolvido pelo método de Newton-Raphson e se discute um exemplo de aplicagéo
da formulagdo desenvolvida.

Palavras-chave: LigacOes deslizantes, Dindmica ndo linear, Método dos Elementos Finitos
Posicional.
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1 Introducao

A literatura sobre analise dindmica de estruturas e mecanismos flexiveis através do Método
dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um vasto campo de estudo dentro da Mecéanica Computacional.
Motivada fortemente pela evolugdo que a tecnologia dos materiais trouxe ao permitir estruturas mais
esbeltas e flexiveis, diversas formula¢des que consideram deslocamentos ¢ giros finitos vem sendo
desenvolvidas. Em particular, a consideragao de partes moveis dentro dos corpos, na forma de ligagdes
deslizantes, permite a modelagem de diversas aplicagGes nas industrias civil, mecénica e aeroespacial
como, por exemplo: antenas de satélites, bragos roboticos e guindastes, estruturas aporticadas como as
formadas por elementos pré-moldados, o acoplamento entre veiculos e pontes, dentre outras.

Dessa forma, neste estudo apresenta-se o desenvolvimento matematico e os resultados da
implementagdo de uma formulagdo dindmica ndo linear geométrica aplicada para consideragdo de
ligagdes deslizantes em estruturas e mecanismos tridimensionais. Para tanto ¢ utilizada como base uma
descricdo Lagrangeana total do método dos elementos finitos em sua abordagem posicional
desenvolvida nos trabalhos de Coda ¢ Paccola [1] ¢ Coda, Paccola e Sampaio [2] para elementos de
poértico espacial e casca. Esta formulagdo emprega posigdes e vetores generalizados como parametros
nodais ao contrario de deslocamentos e rotacdes utilizados usualmente. Com essa escolha de graus de
liberdade evita-se o uso de formulagdes mais complexas para tratamento dos giros finitos,
simplificando os desenvolvimentos.

Diferentemente do que é proposto neste trabalho, as formulagdes mais disseminadas para
analise dindmica de ligagdes deslizantes pelo MEF s3o baseadas na abordagem Lagrangeana
atualizada, em particular formulagdes corrotacionais como nos trabalhos de Jelenic e Crisfield [3],
Ibrahimbegovic e Taylor [4] e Belytschko e Glaum [5]. Além disso, a consideragdo dos pares
cinematicos ¢ feita por formalismos da dindmica de multicorpos (Bauchau [6], Cardona, Géradin e
Doan [7] e Géradin e Cardona [8]), os quais se baseiam na mecanica dos corpos rigidos para estender
a teoria linear para referenciais intermediarios méveis. A consideragdo de pequenas deformacgdes
nesses referenciais leva a uma relagdo deslocamento-deformagao inexata acarretando acimulo de erros
em processos longos de atualizagdo numérica (Pai, Chapman e Feng [9] e Pai [10]). Além disso, como
o sistema de referéncia ndo é o material, a matriz de massa varia com a orientacdo do referencial
levando a necessidade de esquemas de integragdo temporal especialmente desenvolvidos para estas
abordagens como nos trabalhos de Mamouri, Hammadi e Ibrahimbegovi¢ [11], Simo, Tarnow ¢ Wong
[12] e Pimenta, Campello ¢ Wriggers [13].

Para descrigdo dos materiais emprega-se 0 modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff que
relaciona a medida de deformacgdo objetiva de Green-Lagrange com a tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie. A obtencdo das equagdes do movimento ¢é feita pelo Principio da Energia Total
Estacionaria no qual sdo introduzidos multiplicadores de Lagrange para impor as equagdes de restri¢do
cinematica que descrevem as ligacdes deslizantes. Estas equagdes relacionam os parametros nodais de
um elemento chamando deslizante com o elemento ativo da sua trajetoria.

Dada a presenca de restri¢des no sistema de equagdes, adota-se o0 método a-generalizado para
desenvolver a marcha no tempo. Este € capaz de dissipar numericamente de forma controlada as altas
frequéncias indesejaveis relacionadas as restricdes impostas, a0 mesmo tempo em que preserva as
baixas frequéncias importantes para a resposta mecanica. Por fim o sistema ndo linear resultante ¢
resolvido pelo método de Newton-Raphson e se discute um exemplo de aplicagdo da formulacdo
desenvolvida.

2 Equacées Nao Lineares Geométricas do Movimento com Restricoes

O procedimento geral para obtencdo das equagdes do movimento do sistema mecanico-
estrutural contendo restri¢cdes ¢ apresentado nesta secdo. Nas segOes subsequentes sdo apresentados os
detalhes das cinematicas dos elementos finitos empregados ¢ a equagdo de restrigdo cinematica para a
ligacdo deslizante desenvolvida. A abordagem variacional adotada para descrever o comportamento
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ndo linear geométrico dos s6lidos em um ambiente Lagrangeano total ¢ o Principio da Energia Total
Estacionaria conforme utilizado em Siqueira e Coda [14], por exemplo.

2.1 Equilibrio dinimico nao linear

A energia total do sistema compreende a energia de deformagdo e os potenciais dos
carregamentos externos além da energia cinética e uma possivel dissipacdo devido ao amortecimento e
¢ escrita como:

Y% ~ - - 1 R -
H:IVOu(E(Y))dVO_FY_.LOqde0+§J-V0p0yy dVO‘l‘Q(Y), (1)

nesta expressdo o vetor 1° retine todos os pardmetros nodais utilizados para descrever a cinematica
dos elementos finitos, # ¢ a energia de deformac@o especifica (por unidade de volume) escrita aqui

em fungdo do tensor de deformacdo de Green-Lagrange E, y e )7 sdo os vetores de posicdes e

velocidade dos pontos materiais e /' e ¢ representam as cargas externas conservativas concentradas e
distribuidas, respectivamente. Para o elemento finito de casca, s, representa a superficie média

enquanto no portico espacial ¢ a sua linha de referéncia. Devido ao aspecto Lagrangeano total da
formulagdo, s, se refere a configuragdo inicial do corpo do mesmo modo que a densidade de massa

P, ¢ o volume V. A parcela O indica a energia que ¢ dissipada pelo sistema devido ao

amortecimento viscoso externo, esta ndo pode ser escrita explicitamente, mas sua variagdo ¢ conhecida
conforme indicam Gurtin, Fried e Anand [15].

No equilibrio a energia total expressa pela Eq. (1) deve ser estacionaria para qualquer variagao
da posicdo atual do corpo. Assim, € necessario que:

oll =0, ()

onde o simbolo ¢ indica variagio.

Como as variaveis que descrevem o sistema estdo reunidas em )°, a variagdo indicada em (2)
pode ser desenvolvida como:

jy u aE §YdV F-67 - j a? 5Ydso+j pof $-otdv, +

. ; (3)
+jyocp0)7~5j/d1/0 =0

onde a variag@o da energia dissipada foi introduzida diretamente na sua forma variacional resultando
em um amortecimento do tipo Rayleigh proporcional a massa com coeficiente ¢, em analogia ao

realizado em Siqueira e Coda [14]. Sabendo que );/-51 =0y, o nucleo da variagdo da energia cinética

se torna p, )75 y . Além disso, devido a propriedade do conjugado energético, Ogden [16], a derivada

da energia de deformagdo especifica para a medida de deformagdo de Green resulta no tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S. Considerando estas observagoes, chega-se em:

OE
51 =], 8:— SY'dV,—F-51 - j P 5rdso+j 0, 3-8 dV, +‘

_ @)
+.[Vocp0)7-5)7dV0=0

Da equagdo anterior fica claro que, para a solugdo do sistema mecanico por meio de elementos
finitos, a cinematica de cada elemento deve ser introduzida para resolver a variagdo da posi¢cdo dos
pontos materiais. A cinematica dos elementos, descrita através das suas fun¢des de mapeamento, sera
apresentada posteriormente, todavia, a Eq. (4) na formulagdo posicional empregada neste trabalho
pode ser escrita de uma maneira geral como:

SIT = F™.SF —F-SF+M-Y-SF+D-1-57 =0, (5)
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na qual a primeira integral indicada na Eq. (4) representa as forgas internas agrupadas no vetor F™ ¢

as cargas concentradas e distribuidas (como nodais equivalentes) sdo agrupadas no mesmo vetor F,
por simplicidade. A matriz de massa M ¢ constante, como se espera de uma formulagdo Lagrangeana
total, e ¢ indicada pelas Eq. (39) e (41), como também a matriz de amortecimento proporcional a
massa D=cM.

Como as variagdes 01" sdo arbitrarias, estas podem ser eliminadas da Eq. (5) chegando-se as
equagdes do movimento (equilibrio dindmico ndo linear geométrico) sem restrigdes como:

F™_F+M-7+D-Y =0, (6)

nesta, 1" e )" sdo os vetores de velocidade e aceleragdo dos pardmetros nodais.
2.2 Introducio de restricoes

Para introduzir as restri¢des cinematicas das ligacdes deslizantes, a metodologia empregada
anteriormente pode ser estendida ao entender-se o Principio da Energia Total Estacionaria como uma
técnica de otimizacao irrestrita, desenvolvida através do calculo variacional e aplicada em problemas
da dinamica dos sélidos, na qual a energia total do sistema mecanico é minimizada. Dessa forma,
quando restrigdes cinematicas sdo adicionadas ao sistema pode-se interpretar a busca da solugdo como
um problema de otimizagao restrito.

Diversas metodologias podem ser aplicadas para estabelecer a solu¢do de um sistema restrito.
Neste trabalho empregam-se multiplicadores de Lagrange como método de imposigdo das restri¢des.
Além disso, as aplicagdes aqui apresentadas limitam-se a restrigdes holondmicas, isto €, as equacdes

de restrigdo que sdo escritas somente em fungdo das variaveis que definem o problema, 1, e também,
possivelmente, de maneira explicita do tempo. Pode-se escrever o vetor que agrupa as diversas
equacoes de restrigdo holondmicas ¢ introduzidas ao sistema como:

é(r,0)=0, )

onde, agora entende-se que o vetor Y agrupa, além dos parametros nodais, quaisquer variaveis
adicionais introduzidas pela propria equacdo de restri¢do.

Dessa forma, estende-se o Principio da Energia Total Estacionaria para o caso com restrigdes
somando-se a expressdo da energia total, Eq. (1), um potencial de restrigdo adicional denominado £ e
aplicando-se a condig@o de estacionariedade, Eq. (2). Para o0 método dos multiplicadores de Lagrange,
este potencial tem a forma:

C=1-¢, )
na qual o vetor A retne os multiplicadores para cada equagio de restrigdo. Como estes representam

novos graus de liberdade do sistema, escreve-se a variagdo do potencial de restri¢do, Eq. (8), em
funcao dos parametros nodais e dos multiplicadores como:

—

Ve -4

55:5?-%-%52.5:{517 52}- ]
C

= {5)" 5/1} F, 9)
sendo V¢ o gradiente do vetor de restrigdo, isto €, sua matriz Jacobiana, e F'™ o vetor que representa
as forcas que impdem as restri¢des ao sistema advindo do potencial de restri¢des introduzido.
Considerando a arbitrariedade das variagdes na equagdo anterior junto a Eq. (5), obtém-se as
equagdes do movimento restritas (equilibrio dinamico néo linear geométrico com restrigdes) como:

F™—F+M-Y+D- V' +F* =0. (10)

Embora o método dos multiplicadores introduza mais incognitas ao sistema, a equagdo de

restricdo ¢ imposta de forma exata, sem dependéncia de qualquer parametro adicional como em

métodos que dependem de coeficientes de penaliza¢do. Além disso, os multiplicadores possuem uma

representa¢do mecanica como a forga interna necessaria para que a restrigdo seja imposta e, a depender

da expressdao da equacao de restrigdo e dos graus de liberdade associados, é possivel relaciona-los a
entidades mecanicas como for¢a ou momento.
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3 Integracdo Temporal

Para a integragdo temporal das equagdes ndo lineares do movimento € possivel utilizar-se de
algoritmos de marcha no tempo largamente empregadas na dindmica linear de estruturas, como o de
Newmark [17], por exemplo. Isto porque a formulagdo empregada tem uma descrigdo Lagrangeana
total do movimento a qual origina matrizes de massa constantes devido estar sempre relacionada ao
referencial da configuracdo inicial, que ¢ inercial. Este ¢ um procedimento analogo ao que € feito em
analises ndo lineares fisicas nas quais a forga inercial pode ser calculada por uma matriz de massa
constante ¢ as forgas internas sdo dependentes da configuragdo atual do sélido. Os trabalhos de Simo ¢
Vu-Quoc [18,19] e ainda Paultre [20] esclarecem a aplicagdo dos métodos classicos de integracdo
temporal direta em sistemas ndo lineares.

Mesmo sendo teoricamente possivel empregar estes integradores temporais classicos, a
introdugdo das equagdes de restricdes cinematicas ao sistema mecanico-estrutural pode dificultar a
solugdo da marcha no tempo a depender da formulacdo adotada [3,21-23]. Em particular o uso de
multiplicadores de Lagrange, mesmo em analises lineares, pode levar a instabilidade da resposta,
necessitando de um tratamento particular. Conforme explicam Géradin e Cardona [8], isso se deve ao
fato dos multiplicadores introduzirem equacdes algébricas, Eq. (7), em um sistema de equagdes
diferenciais, Eq. (6), que para o caso particular da dindmica dos sélidos flexiveis possuem ainda a
peculiaridade de serem rigidas. Como os multiplicadores de Lagrange ndo possuem massa associada,
estes estdo relacionados com frequéncias de vibracdo (autovalores) infinitos que acabam prejudicando
a resposta.

Uma solucdo possivel para este entrave € a introducdo de dissipagdo numérica controlada no
integrador temporal, favorecendo a estabilidade da resposta, tanto em relagdo a filtrar os altos modos
de vibragdo proprios do sistema de equacdes diferenciais rigidas quanto as frequéncias oriundas das
restrigdes impostas pelos multiplicadores.

Com esse intuito, adota-se neste trabalho o método a-generalizado proposto por Chung e
Hulbert [24] o qual é capaz de filtrar altos modos de vibragdo ao introduzir pardmetros adicionais
relacionados aos instantes de tempo nos quais as parcelas de forga da equagdo do movimento sdo
equilibradas. O método a-generalizado, como o de Newmark, ¢ um método de integragdo direto,
implicito e de um passo somente. Para seu emprego, reescreve-se a equagao de equilibrio, equagdo

(10), para o instante de tempo auxiliar #+1—a,, com exce¢do da forga inercial a qual ¢ equilibrada

em um instante /+1—¢, , resultando em:

F;iflt—a/ - F;H—a,- + M ’ )/‘Hl—am + D ’ )/‘Hl—af + F:rels—a/ = 0 ° (1 1)
Utiliza-se uma combinagao linear do tipo:
d, ., =(0-a)d,  +ad, (12)

para representar uma variavel d qualquer no instante de equilibrio a partir dos seus valores no
instante atual d,,, e no instante passado d, . O valor @ pode representar tanto &, quanto «,,.

Substituindo na Eq. (11) as forcas equilibradas nos instantes de tempo auxiliares pela
respectiva combinacao linear de cada uma, Eq. (12), obtém-se:

—a,F+(1-a,)M-T,

t+1

(l—af)ﬁim+a/.}7,i“t—(1—af)F +amM-).7.t+

t+1 t+1

(13)

+(1-a)D-Y, +a,D- 1, +(1-a, ) F +a,F* =0
As aproximagdes do método de Newmark para velocidade e aceleragdo dos parametros nodais

escrita para um incremento de tempo Af, com seus pardmetros £ e ¥, sdo dadas por:

T =T 4+ AT+ AP H%—ﬁjf}wﬁﬂ} (14)

€
)7‘t+1:ft+At(1_7/)fz+7At}7‘t+l (15)
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e sdo aplicadas a Eq. (13) para escrever a aceleragdo e velocidade do instante de tempo atual como
funcdo da posigdo atual e de valores do instante anterior, resultando em:

)+ (lﬂ_Aa;”)MJl_ﬂif)yD Y, ,+B=0 (16)
t t

com o vetor que agrupa os termos do instante de tempo anterior dado por:

(1=, )(Fx+ F - F

t+1 t+1 t+1

— =

B=a,(E"+E*-FE)+a,M-1,-(1-a,)M-T, +afD-);”t+(l—af)D-1§t (17)

- 1 = }7' Y ~ = iy %
T=|—-1|r+——tr— ¢ R=|1-L|ar+|1-Z]r-LZc (s
205 PAt At 203 p PAt
No final de passo de tempo a velocidade e a aceleragdo devem ser calculadas a partir das
expressoes de Newmark que desenvolvidas, resultam em:

sendo,

szZ@_Rz S j/:'tHZLg_T;' (19)
PAt PAt

Além disso, a aceleragdo inicial pode ser calculada a partir da Eq. (10) avaliada no instante
inicial como:

Y,=M"'-(F,—FM-F™-D-T,). (20)

Pode-se observar que o método a-generalizado possui quatro parametros: dois deles
originarios das aproximacgdes de Newmark e outros dois que localizam o equilibrio das parcelas de
for¢a em determinado instante de tempo. Adotando-se &, =&, =0 o método da origem a familia de
aproximagdes de Newmark. Diferentes combina¢des de parametros recaem ainda em outros métodos
conforme notam Chung e Hulbert [24]. De maneira a apresentar uma combinacdo 6tima da dissipagdo

entre altas ¢ baixas frequéncias, isto ¢, maximizar a dissipag¢do de modos mais altos e minimiza-la para
os modos fundamentais, os autores recomendam calcular os pardmetros o como:

am:M e afzi, (1)
P, +1 °op,+1
sendo p, €[0,1] um valor adotado para o raio espectral da regido de altas frequéncias. Sendo o raio
espectral uma medida de dissipagdo numérica, quando este é igual a unidade ndo ¢ introduzido efeito
dissipativo ao sistema e quando este ¢ nulo ocorre o caso de aniquilagdo assintética, isto €, as altas
frequéncias sdo aniquiladas apos um passo de tempo.
Para que o método possua precisdo de segunda ordem (para o caso linear) e maximizagdo da
dissipacdo de altas frequéncias, os outros dois pardametros devem respeitar as seguintes relagdes,
respectivamente:

1 1 2
rei-ara, o pefl-aa) @

Dessa forma, observa-se que, apesar de apresentar quatro pardmetros, pode-se utilizar o
método com uma combinacgdo O6tima de dissipagdo entre altas e baixas frequéncias ao se definir
somente a quantidade de dissipagdo da regido de altas frequéncias através de um unico parametro o, .

E importante ressaltar que o método a-generalizado é incondicionalmente estavel (para o caso
linear sem restrigdes) quando se respeita a relagdo [24]:
1
amSafSE, (23)

todavia, particularmente em problemas que apresentam restri¢des introduzidas através do método dos
multiplicadores de Lagrange, de acordo com Géradin e Cardona [8], para estabilidade incondicional

do método a-generalizado (no caso linear) deve-se ter além de (23) a condi¢do «, #a, o que

efetivamente impede o uso do caso sem dissipagdo numérica.
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4 Solucao do Sistema Nao Linear

Nota-se dos desenvolvimentos anteriores que a equagdo do movimento é ndo linear em relagéo

a variavel 1~ que agrupa todos os parametros nodais. Assim, de modo a aplicar o método de Newton-
Raphson para solugdo do sistema nao linear, reescreve-se a equacao de equilibrio ja discretizada no
tempo, conforme expressa em (16), com o vetor de desbalanceamento mecanico g (residuo do

método de solugdo) no instante atual como:

ng — (l_af)(ﬁvint +eres _Fv

t+1 t+1 t+1

)+ (l_am)M+(1_af)7D}f +P=0. (24
PAL PAL

Expandindo-se a igualdade anterior em série de Taylor truncada em primeira ordem chega-se
— — t
ao seguinte sistema linear de equagdes para uma solucdo tentativa {)”;11 ﬂtoﬂ} :
A )/'t+1
Aﬂ’tﬂ

no qual H,,, =Vg,,, ¢amatriz Hessiana, ou operador tangente do método de Newton.

-1

g(r°,a%) (25)

t+1° 7 +1

:_(Ht+1)

da
solugdo tentativa a qual é atualizada iterativamente até que o erro seja respeitado para uma dada

1 1 ~ YU 70
Resolvendo-se o sistema linear, Eq. (25), encontram-se as corregdes AY,,, e AA,
tolerancia. Para isso utiliza-se a norma de posi¢do [|AY'||/|| X ||, sendo X o vetor de pardmetros

nodais na configuragdo inicial.
A matriz hessiana pode ser desenvolvida de forma compacta, respeitando-se a organizagdo dos

graus de liberdade do sistema, como:
o - — | =,
= (1, (v i) o)y )7
PAt LAt

rint s s . . . .
nesta, VE | representa a parcela estatica da matriz tangente associada ao potencial de energia de

D, (26)

deformagdo dos elementos finitos e VF representa a parte associada ao potencial de restri¢des

cinematicas impostas.
A parcela estatica pode ser expressa por:

rrint 2 2
VE™ = 8Fa = 8]§| : Ou . 6F1| . :—aaEa dv,
or | Il or|, oEGE or| oror
+1 t+1
na qual o tensor constitutivo elastico de quarta ordem para o material de Saint-Venant-Kirchhoff
isotropico adotado ¢ dado por, Holzapfel [25]:
& o'u  2uv
CE®OE 1-2v
onde os parametros g e V reproduzem o moddulo de elasticidade transversal e o coeficiente de
Poisson em pequenas deformacgdes. Os tensores identidade de segunda e quarta ordens sdo
representados por I e II, respectivamente ¢ &® representa produto tensorial. As derivadas da
deformacdo de Green na Eq. (27) sdo dependentes dos pardmetros escolhidos para descrever a
cinematica particular de um elemento finito, como descrito no item seguinte, ¢ vém das Eq. (33), (38)
e (40). Maiores detalhes podem ser encontrados em [1,2].

A parcela da hessiana referente as forcas de restricdo pode ser desenvolvida a partir da Eq. (9)
como:

@7

t+1

11+ I, (28)

(29)

g _OF™ _F-v(va) va}
- a{f’i} t+1 (VE)t 0 1+l
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sendo V(V¢) um tensor de ordem 3 que pode ser entendido como o conjunto que agrupa as matrizes
hessianas de cada equagdo de restricdo ¢; ¢ 0 uma matriz nula. Conhecidas as equagdes de restri¢do

cinematica, apresentadas posteriormente para as ligagdes deslizantes, pode-se calcular as derivadas
indicadas na equagao anterior.

5 Cinematica dos Elementos Finitos Posicionais

Para calcular o campo de deformagdes, o0 movimento dos pontos materiais que compdem o
corpo entre as configuragoes inicial e atual deve ser estabelecido. Conforme os trabalhos de Bonet et.
al [26] e Coda e Paccola [27], na abordagem posicional do método dos elementos finitos a funcdo
mudan¢a de configuragdo (ou movimento) é obtida de uma composi¢do entre dois mapeamentos
baseados em dominios de referéncia adimensionais como:

VAENACIVAD I (30)
onde fl representa 0 mapeamento do espaco adimensional para a configuragdo atual do corpo e fo

para a configuragdo inicial. Como a expressdo da funcdo mudanga de configuragdo ndo precisa ser
explicitamente conhecida para definir a medida de deformacdo, mas somente seu gradiente, da Eq.
(30) escreve-se: .

A=Grad(f)=A"- (A")", (31)
na qual A' ¢ A’ sdo valores numéricos calculados nos pontos de integragio. Ambos tensores sdo
obtidos das derivadas para as variaveis adimensionais dos respectivos mapeamentos:

of° of'
a=d o AL
og g
Conhecido o gradiente do movimento, a medida de deformagdo objetiva de Green-Lagrange
empregada neste trabalho pode ser escrita como, Ogden [16]:

1 1
E=—(C-I)=—(A"-A-1
2(C ) 2( )s (33)

(32)

onde C=A'-A ¢ o tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green.

Apresenta-se brevemente a seguir a cinematica dos elementos finitos de casca e poértico
espacial na formulagdo posicional através das expressdes particulares dos seus mapeamentos. Maiores
detalhes podem ser adquiridos nas referéncias indicadas.

5.1 Pértico Espacial

Para descrever a cinematica do elemento finito de portico espacial utilizam-se de posi¢des, ao
invés dos deslocamentos, ¢ de vetores generalizados, no lugar de giros finitos de forma a evitar seu
tratamento ndo trivial no espago. Com estes pardmetros ¢ possivel definir um ponto no dominio do
elemento a partir da localizag¢do da sua linha de referéncia. Esta linha de referéncia pode se encontrar
em qualquer ponto do plano que contém a se¢do transversal da barra ja que a se¢do também ¢
discretizada por uma malha auxiliar de elementos finitos (Figura 1). Assim, pode-se simular segdes
transversais de geometria quaisquer.

Figura 1 — Discretizacdo da seciio transversal com os eixos sobre a linha de referéncia
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A Figura 2 apresenta o mapeamento do elemento com os dois vetores generalizados que
definem o plano da se¢do transversal. Na configuragdo inicial assume-se que os vetores formam uma
base ortonormal juntamente com o versor tangente a linha de referéncia, enquanto que apos a
deformacgdo estes ndo sdo necessariamente unitarios ou ortogonais. Isso caracteriza uma cinematica
um pouco mais geral do que a cinematica de Reissner para barras ja que este elemento também é capaz
de representar mudangas nas dimensdes da se¢do transversal através da liberdade de deformagéo do
par de vetores generalizados. Adicionalmente, como sera apresentado a seguir, os efeitos de torgdo
também serdo considerados na cinematica da barra para que se possa adotar uma lei constitutiva
tridimensional completa dado que a segdo transversal ¢ inteiramente livre para se deformar.

secao
transversal

linhade | 4 __
referéncia

X252

x}’y3

Figura 2 — Mapeamento do elemento de portico espacial

Sabendo-se disso, 0 mapeamento da configuracdo atual ¢ escrito de forma compacta como:
¢ j m H 2 il
[ =3 =4,OY +{0,(0.1,)F +4,() A 9, (.m:)R | }@@Vx‘ : (34)
Na Eq. (34) Yl/ representam as coordenadas atuais dos nés ¢ da linha de referéncia para as

diregoes i=1,2,3 ¢ Kj " os vetores generalizados das duas dire¢des j =1, 2 geradoras da se¢do
transversal. Em nota¢@o indicial ndo ha soma para a variavel indicada entre paréntesis.

As fungdes de forma da linha de referéncia sdo designadas por @,(&), sendo & sua variavel
adimensional. A discretizac@o da sec@o transversal ¢ feita por meio de elementos triangulares os quais
ndo envolvem variaveis nodais adicionais, mas servem somente para definicdo da geometria e
propriedade materiais da segdo, sendo ¢, (77,,77,) suas fungdes de forma, 77, ¢ 77, suas coordenadas

adimensionais e P/ as coordenadas dos nés k da malha da segdo definidas nos eixos j (definidos
pelos vetores generalizados) conforme ilustra a Figura 1.
Ainda na Eq. (34), os parametros A;” sdo introduzidos como enriquecimento da secdo

transversal de modo a evitar travamentos ao esfor¢o cortante ¢ volumétrico que ocorrem quando se
utiliza a cinematica de Reissner e relagdes constitutivas tridimensionais completas conforme discutem
Bischoff e Ramm [28]. Estes pardmetros representam taxas de variacao lineares da deformacao para as
duas diregdes j sobre o plano da se¢do transversal.

Apesar da cinematica apresentada ser capaz de evitar travamentos ao esfor¢o cortante e
volumétrico, o travamento devido a tor¢do pode ainda ocorrer em alguns problemas dado ao uso da
relacdo constitutiva tridimensional completa. De modo a flexibilizar a se¢do transversal para esse
esforgo, introduz-se a sua cinematica 0 modo de empenamento unitario. Este modo de empenamento,
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indicado por d , ¢ obtido ao resolver o problema de tor¢do linear de Saint-Venant na geometria inicial
da malha auxiliar de elementos finitos que descreve a se¢ao transversal, resultando em:

d :wq(nl’nZ)Dq’ (35)
sendo Dq o vetor que contém os deslocamentos devido ao modo de empenamento unitario para todos

os nds g da secgdo transversal.

Como o modo de empenamento representa o deslocamento dos pontos da se¢do transversal em
uma dire¢do fora do plano dessa se¢do utiliza-se dos vetores generalizados para se definir a dire¢do do
empenamento no espaco tridimensional como:

n=c, (W), (W i, j.k=1,2,3, (36)
onde, n; ¢ o vetor que indica a dire¢do do empenamento na configuragdo atual, €,, ¢ o simbolo de

permutacdo e £ e m se referem aos nds da linha de referéncia.

Nota-se que o0 modo de empenamento dado pela expressao (35) se refere ao valor unitario da
solugdo do problema de tor¢do de Saint-Venant para uma dada geometria da se¢do transversal, mas
que de modo geral o empenamento varia ao longo da barra. Assim, introduz-se um parametro

adicional W, referido como intensidade de empenamento, para cada né p da linha de referéncia do

elemento de portico, para que se possa escrever o deslocamento devido a0 empenamento w, de um
ponto genérico do solido como:

W, = 0,(0.1,)D, [ €4, (EW)" 8, (W™ |4, (EW,. (37)

Finalmente, o mapeamento da configuracdo atual ¢ obtido a partir de (34) ¢ (37) como:

1 =3 =&Y o, + 6,47 [0,m) RV T | 4160
+0,.1)D, [ €, (EW ) 3, (W |8, (EW,

Ressalta-se que a malha auxiliar para a se¢@o transversal ndo acrescenta graus de liberdade ao
sistema ja que a sua mudanc¢a de forma se faz exclusivamente pela a alteracdo dos vetores
generalizados, das taxas de variagdo da deformacgao e da intensidade de empenamento em cada n6 da
linha de referéncia. Assim, cada n6 do elemento de portico possui 12 graus de liberdade: trés posigdes,
seis componentes dos vetores generalizados, duas taxas de variagdo da deformagdo e a intensidade de
empenamento. Nota-se que a formulacdo empregada utiliza mais graus de liberdade do que
formulagdes baseadas em rotagdes finitas, todavia, os parametros adicionais permitem que o elemento
reticulado seja descrito como um soélido, fornecendo mais informagdes a respeito do seu
comportamento mecanico.

Em geral, as vibragdes relativas aos parametros de enriquecimento da deformacdo da segdo
transversal ndo sdo tdo importantes quanto os demais para a movimentagdo geral do corpo. Dessa
forma, e também para se obter uma matriz de massa constante, desprezam-se estas variaveis na Eq.
(38) quando do desenvolvimento da Eq. (6) resultando em uma matriz (sem os termos nulos) dada por:

. J a4
M.} = 2, ¢nt¢€ fkak 8,9, Aav,- Yl(/ ’ (39)
Yo ¢kPk ¢n¢1 (pkEc (¢n¢( )prpj V,-f

onde o indice 7 esta relacionado aos nos da linha de referéncia e  =1,2 as dire¢cdes no plano da

(3%)

secdo transversal. Nota-se que os graus de liberdade de posicdo estdo relacionados consistentemente
com a inércia de translacdo e os vetores generalizados com a inércia de rotacao do corpo.
O mapeamento da configuragdo inicial ¢ analogo a Eq. (38) adotando-se nulos os pardmetros

A;" e W, . Maiores detalhes sobre este elemento finito podem ser encontrados nos trabalhos de Coda

[29] e Coda e Paccola [1] e também em Coda e Paccola [30], em especial sobre o enriquecimento a
tor¢ao.
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5.2 Casca

Ao desenvolver-se a cinematica do elemento finito de casca utilizam-se pardmetros nodais
analogos aos do portico espacial. As posi¢oes dos nds da superficie sdo empregadas para representar
os deslocamentos translacionais, mas agora somente um vetor generalizado ¢ suficiente para descri¢ao
dos giros de uma secdo da casca. Além disso, uma taxa de variagdo linear da deformagdo é empregada
de modo a evitar o travamento ao esfor¢co cortante ¢ volumétrico quando da lei constitutiva
tridimensional completa adotada.

A partir da Figura 3 pode-se escrever o mapeamento de um ponto do dominio da casca na
configuragdo atual a partir da sua superficie média como:

fl=y=8.&. 8 +h—2°[§3 +9.(G.EDAE B (G SV (40)

onde, Yl.( sdo as coordenadas atuais dos nés ¢ da superficie de referéncia (adotada como a superficie
média) para as dire¢des i =1, 2, 3, Vié1 ¢ o vetor generalizado medido a partir da superficie média e
A, representa o parametro de enriquecimento para taxa de deformagao linear da espessura. Ainda, 4,
¢ a espessura inicial do elemento, ¢,(¢,,&,) sdo as fungdes de forma do elemento triangular com suas

variaveis adimensionais & e &,, e & ¢ a coordenada adimensional na dire¢do da espessura.

superficie
média

Xy5)s

Figura 3 — Mapezimento do elemento de casca

Conforme apresentado para o elemento de portico espacial, o pardmetro de enriquecimento da
deformacao ¢ desprezado quando se utiliza a expressdo (40) para desenvolver-se a Eq. (6), resultando
em uma matriz de massa constante escrita, sem os termos nulos, como:

o 2 h&:4,9, 12 Y
M-r= , Po ) avy-y ., ¢ (41)
o & /2 (hS) dd 14 4
na qual & indica os nos da superficie da casca.

O mapeamento da configuracdo inicial se escreve da mesma forma que a Eq. (40) adotando-se

nulos os pardmetros A,. Nesta configuragdo os vetores generalizados sdo considerados unitarios e

ortogonais a superficie de referéncia, ja que se conhecem as coordenadas dos nds do elemento. Ja na
configuragdo atual os vetores generalizados ndo serdo necessariamente unitarios nem ortogonais a
superficie de referéncia, caracterizando, similarmente ao portico espacial, uma cinematica mais geral
do que a Reissner-Mindlin para placas e cascas.

Este elemento finito de casca possui, entdo, 7 graus de liberdade em cada nod: trés posigoes,
trés componentes do vetor generalizado e a taxa de variagdo da deformacdo na espessura. Maiores
detalhes sobre o elemento finito de casca podem ser encontrados nos trabalhos de Coda e Paccola [31]
e Coda, Paccola e Sampaio [2].
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6 Ligacodes Deslizantes

Apresenta-se neste item as equagdes de restricdo cinematica desenvolvidas para as ligagdes
deslizantes entre elementos de portico e entre portico e casca. Para tanto, sdo utilizados os parametros
nodais dos elementos finitos apresentados anteriormente quando formam um conjunto de um elemento
denominado deslizante e outro elemento que compde a trajetoria do movimento.

A ligacdo deslizante espacial desenvolvida permite o movimento translacional entre um né

deslizante P e seu ponto de contato P sobre uma trajetoria, sem impedir as rotagdes relativas entre
os corpos. A geometria da trajetoria ¢ definida pela linha de referéncia dos elementos de portico
espacial que a compdem. Além disso, é considerado que a trajetoria pode possuir um perfil de
rugosidade, isto ¢, um afastamento entre o nd deslizante ¢ seu ponto de contato conforme ilustra a
Figura 4. Utiliza-se no que segue a notacdo (@) para identificar as variaveis relacionadas com os

elementos da trajetoria e (®) para o elemento deslizante.

perfil de rugosidade no
plano da segdo transversal

elemento da
trajetoria

ligacdo
deslizante

N

\4
/ ()

trajetoria

Xy Vs
1N

elemento

deslizante
X3, )3

Figura 4 — Ligacio deslizante espacial em um perfil de rugosidade arbitrario da se¢iio transversal

Para defini¢do de um perfil de rugosidade, como a trajetéria se encontra no espago
tridimensional, o vetor de rugosidade 7(s) medido a partir do ponto de contato P pode ser definido
no plano da se¢do transversal do elemento da trajetdria com o auxilio dos vetores generalizados por:

F(sp) =1 (s V" 45 (s, )7 (42)

sendo V'* e V*" os vetores geradores da secdo transversal no ponto de contato e rhl(s) € r,f (s) as

“alturas” do perfil de rugosidade na dire¢do dos respectivos vetores como ilustrado na Figura 5. Nota-
se que o vetor 7, que esta localizado no espago tridimensional, pertence ao plano da se¢fo transversal.

Utilizando-se da geometria do elemento finito da trajetoria pode-se escrever o vetor # para o
ponto de contato de forma compacta como:

I?(SP)zrhj(SP)¢[ (QEP)V;M (1217 2’3 € ]:1’2)’ (43)
onde empregou-se a aproximagao TZ’P =9, (fp) T7l.j ! para cada vetor j, sendo ¢, as fungdes de forma

para cadand /¢ da trajetoria.
Percebe-se dessa maneira que o perfil de rugosidade depende da posi¢do da junta na trajetoria

a partir das fungdes de altura de rugosidade 7;/(s), que sdo independentes da discretizagio, € que este
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perfil também se deforma e gira acompanhando a movimenta¢do do corpo so6lido em concordancia
com sua cinematica.

Figura 5 — Perfil de rugosidade definido a partir da secio transversal do elemento da trajetdria

Conhecido o vetor de rugosidade, pode-se escrever as restrigdes cinematicas entre os

elementos sabendo-se que I}ip = ZP +7, e aproximando-se a posi¢do de contato na trajetoria por
Y." = ¢,(£,)Y, resultando nas seguintes equagdes:

G :2P_¢€(§P)Z€_rhj(sp)¢z (ép)zﬂ =0, (i=123), (44)
onde, para as trés diregdes coordenadas Z " representa as posigdes de um nd ¢ do elemento atual da
trajetoria interpoladas no ponto de contato adimensional &, .

A variavel s, =s(&,), indicada na Figura 4, define a posi¢do curvilinea de um ponto P da

trajetoria e esta relacionada com a sua coordenada adimensional &, =&(s,) a qual também varia

durante o movimento. A relagdo entre essas varidveis ¢ importante para o desenvolvimento do
procedimento de solugdo e sera apresentada em seguida.

Pode-se perceber que a restricao cinematica expressa pela Eq. (44) depende das posigdes e
vetores do elemento de podrtico espacial da trajetoria, da variavel curvilinea, mas em relagdo ao
elemento deslizante esta somente ¢ fungdo da posi¢do do nd deslizante. Assim, como na abordagem do
método dos elementos finitos empregada todos os elementos sdo descritos por suas posigdes nodais,
esta mesma equagao de restri¢do pode ser estendida para qualquer tipo de elemento finito espacial. Em
relacdo ao uso em elementos de casca, deve-se considerar o conjunto de equagdes de restrigdo (44)

para cada né do elemento deslizante, Figura 6. Assim, para cada n6 deslizante F,, pode-se escrever:

e =20 =g (&)Y 1] (5,00, (&, )7 =0, (i1=12.3), (45)

onde k se refere aos nods deslizantes do elemento de casca.
6.1 Posicdo curvilinea e adimensional da ligacao

A definigdo da variavel curvilinea s, =s5(&,) determinada diretamente pela atualizagdo das

variaveis no procedimento de solu¢do do método de Newton-Raphson, ¢ fundamental para a correta
identifica¢do da posi¢do no perfil de rugosidade.
Entretanto, o calculo da forca de restricdo e da matriz Hessiana dependem da variavel

adimensional &, =&(s,) que ndo ¢ explicitamente determinada. Portanto, para sua obtengdo, ¢

preciso calcular &, de modo iterativo para uma posicdo tentativa. Isso ¢ feito definindo-se o seguinte

sistema de equacdes ndo lineares:

R(EN) =T =& =1/ (5,08, (5, )7 =0, (i=1,2,3), (46)
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o0 qual ¢ exatamente a restricdo cinematica presente na Eq. (45), obviamente com valores conhecidos

de ?.P, 171 ‘e s,. Na Eq. (46) % (&,) representa o residuo quando do processo iterativo para se

1

determinar &,.

elemento da
trajetoria

elemento
deslizante

ligagdes
deslizantes

N\
N
N\

A
/ s(€)

trajetoria

xZ’yZ

X N

X35 Y3
Figura 6 — Ligacdes deslizantes para elemento finito de casca

Como esse sistema ¢ sobredeterminado, pode-se aplicar uma técnica de minimos quadrados
para sua solugdo, Nocedal e Wright [32]. Para tanto, a seguinte fungio objetivo positiva é definida:

1 2
p(&)=7RE)] =0. (47)
Como o método dos minimos quadrados tenta determinar o menor residuo, ¢, como a fungéo
objetivo ¢ quadrética e positiva, a condi¢do necessaria para minimiza¢do ¢ que Vp(&,)=0 na
solugdo. Para isso, a fungdo objetivo pode ser expandida em série de Taylor de primeira ordem como:

P(&p) = p(E2)+VP(ERAS, =0, (48)
sendo &, um valor tentativa conhecido previamente. Assim, tem-se:
Vp(&p) =Vp(&p)+V p(&)AE, = 0. (49)

Resulta desta expressd@o o método de Newton aplicado a um problema de minimizagdo ao se
determinar A&, por:

V(&)
V'p(&p)
e atualizar-se a varidvel incognita por &, =&p +AE, até que |AE, /&) | respeite uma tolerancia

A‘):P = (50)

previamente estabelecida.
As derivadas da Eq. (50) s@o facilmente obtidas e dadas em fung¢do do vetor residuo por:

vpe)==- ey e vzp(f}?)=”;—7e(ép>-d—7e<§P>+7é-‘;—7Ze<§P>. (51)

dé 4 dé ¢

Conhecido o valor da coordenada adimensional &, para um valor de s ,» Implicito nos valores

de YZ.P e 171 !, o processo global de solugdo prossegue normalmente. Nota-se que, conhecido o valor

numérico da coordenada adimensional, a transi¢do entre elementos da trajetoria ¢ direta quando este
excede o dominio do espago adimensional.
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7 Exemplo - Péndulo Deslizante

A Figura 7 apresenta um péndulo de 1,0 m de comprimento, inicialmente orientado na direcdo
positiva do eixo x com uma ligacdo deslizante no ponto B. Este péndulo ¢ livre para deslizar sobre
uma trajetoria modelada por 13 elementos finitos cliibicos de portico espacial. A trajetoria é apoiada
em A ¢ B de forma que nesses pontos os trés deslocamentos sdo restritos. Um pequeno trecho de 0,10
m existe apds o apoio B para permitir a movimentacao livre do péndulo além deste ponto.

, X
A=(0,0,0)m
Figura 7 — Geometria do péndulo

Este exemplo ¢é apresentado para verificar as ligagdes deslizantes espaciais em duas
configuragdes diferentes: uma junta cilindrica, na qual o giro relativo entre o péndulo e a trajetoria ¢
restringido, ¢ uma junta esférica deslizante, na qual o giro relativo € livre. Para a junta esférica o
péndulo é modelado através de 10 elementos cubicos de portico espacial de forma a possuir todos os
giros livres na ligagdo por ter somente um ponto de contato, Figura 8 a). A junta cilindrica ¢ modelada
por 20 elementos cubicos de casca para que exista uma linha de contato com a trajetoria de modo que
o giro da conexao seja possivel somente em torno desta linha, Figura 8 b).

r y r y
X x

a) b)
Figura 8 — Malhas para a) junta esférica deslizante e b) junta cilindrica

O péndulo e a sua trajetéria sdo bastante flexiveis com modulo de elasticidade igual a 1,0
MPa, coeficiente de Poisson igual a 0,3 e densidade de 800,0 kg/m>. A secdo transversal para trajetoria
e para o péndulo é quadrada de lado igual a 10,0 cm. Ainda, uma massa concentrada m = 1,0 kg existe
na extremidade livre do péndulo. No caso da discretizagdo por elementos de casca a massa ¢
uniformemente distribuida nos nds desta extremidade. A se¢do transversal para os elementos de
portico foi discretizada com dois elementos planos triangulares de aproximagao linear em sua malha
auxiliar.

Inicialmente a trajetéria é deformada por um carregamento estatico ao longo do seu
comprimento de 0,80 N/m na dire¢do negativa do eixo z, o qual permanece por toda a analise. Apos
encontrada a posicdo estatica deformada de equilibrio da trajetoria, o péndulo ¢ solto e submetido ao
mesmo carregamento da trajetoria em seu comprimento ¢ a uma carga de 10,0 N na direcdo negativa
do eixo z € aplicada na massa concentrada. Para a discretizagdo com elementos de casca os mesmos
carregamentos sdao apropriadamente distribuidos nos elementos. A simula¢do termina quando o
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péndulo atinge o final da trajetéria. Para imposi¢do das restricdes foi empregado o método dos
multiplicadores de Lagrange com o integrador temporal a-generalizado com resolugdo temporal de

10,0 ms e raio espectral p, =0,9.

Pode-se observar na Figura 9 a evolugdo da posi¢do curvilinea para as duas juntas, medida
com sentido positivo para o mesmo sentido do movimento descendente do péndulo (de B para A).
Inicialmente nota-se que ha um pequeno deslocamento negativo para a junta esférica deslizante
impulsionada pelo movimento de quase queda livre da ponta do péndulo, como pode ser visto
claramente na Figura 10. Para a junta cilindrica, embora o movimento de queda livre também exista,
nao ha retorno da ligacdo dado ao tipo de restri¢do que esta impde, o qual ndo ¢ pontual, mas em linha,
gerando um momento reativo suficiente para impedir este retorno. Por esse mesmo motivo (da ligagéo
compreender diversos nds na sua linha) a medida da posigao curvilinea ¢é realizada para o n6 do bordo
da secdo que chega primeiro ao final da trajetoria.

4,00

Junta esférica deslizante

wb)

[=3

(=]
T

Junta cilindrica

N
[=
S

T

—
(=3
(=]

T

=l
(=3
(=]

Posicio curvilinea (m)

-1,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50
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Figura 9 — Evolucio da posicdo curvilinea
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Figura 10 — Posicio da ponta do péndulo para os trés planos coordenados: em vermelho a junta esférica
deslizante e em azul a junta cilindrica (as curvas se iniciam no primeiro quadrante dos graficos)

Da Figura 9 percebe-se ainda que a junta cilindrica atinge o final da trajetoria com mais
rapidez do que a junta esférica deslizante. Além disso, esta Gltima apresenta um patamar entre 3,5 s ¢
4,0 s onde ela se encontra quase parada ao final da trajetéria em torno da posicao curvilinea de 3,0 m.
Isso ocorre por um movimento pendular na dire¢do do eixo y do corpo deslizante que acontece nesse
intervalo de tempo e segura a ligagdo nessa posi¢do. A Figura 11 a) ilustra algumas posigdes
deformadas para a junta esférica deslizante onde ¢ possivel visualizar esse aspecto. Para a junta
cilindrica algumas posi¢des deformadas de interesse sdo apresentadas na Figura 11 b).

Sendo a trajetéria bastante flexivel como pode ser notado nas deformadas acima, na Figura 12
pode-se observar a diferenca entre a utilizagdo dos dois tipos de ligagdes deslizantes também para os
deslocamentos da trajetoria, medidos no ponto médio entre os apoios A e B. Em particular, para a
junta esférica, nota-se que o intervalo no qual a conexdo estava quase parada (posi¢do curvilinea em
torno de 3,0 m) ha um pico de deslocamentos nas dire¢oes y € z.
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Figura 11 — Deformadas para a junta esférica deslizante, a), e para a junta cilindrica, b), em
representaciio volumétrica dos corpos

0,10
- — Junta esférica deslizante
E 0,05 + Junta cilindri
v — Junta cilindrica
e
£ 0,00 N " : " " :
: \
= -0,05 T
<9
=
$ -0,10 -
[=]
-0,15
-0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50
a) Posicio curvilinea (m)
0,12
5 Junta esférica deslizante
E 0,08 T .
- Junta cilindrica
S
E <
0,00 | } ' | | |
g \w \
$ -0,04 T
(=]
-0,08
-0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50
b) Posicio curvilinea (m)
0,20
E 0,10 +
N
8 , , , . . L/
E 0,00 ] f } } }
s -0,10 T
S - .
2 020 1 Junta esférica deslizante
_ Junta cilindrica
-0,30
-0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50
C) Posi¢do curvilinea (m)

Figura 12 — Deslocamentos do ponto médio entre apoios da trajetoria

Percebe-se, deste modo, a grande influéncia que o modelo das juntas tem sobre a resposta do
sistema. E importante ressaltar que, embora as conexdes na realidade sejam mais parecidas com o
modelo da junta cilindrica, no qual o contato ¢ realizado por uma linha ou mesmo em uma area, em
detrimento do contato pontual da junta esférica deslizante, deve-se lembrar que juntas reais possuem
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folgas e lubrificagdo que nao foram consideradas neste estudo. Assim, o emprego de modelos pontuais
de contato bidirecional para avaliacdo do comportamento local das juntas em aplica¢des reais deve ser
feito com cuidado levando em consideragdo todos os efeitos que sejam pertinentes.

Mesmo assim, em relagdo a formulagdo desenvolvida e sua implementagcdo computacional
nota-se que foram obtidos bons resultados e representativos quando se busca uma resposta global para
o0 sistema mecanico-estrutural.

8 Conclusoes

O desenvolvimento de um equacionamento para modelagem computacional de ligag¢Ges
deslizantes tridimensionais foi realizado em um ambiente dindmico ndo linear geométrico com
descrigdo Lagrangeana total. Expressoes para as equacdes cinematicas das restricdes foram formuladas
especificamente para os elementos finitos de portico espacial e casca com abordagem posicional.
Além disso, foi apresentado um procedimento para o calculo da variavel de posi¢do adimensional da
ligagdo, necessaria para os calculos no procedimento de solugao.

Para a obtencdo das equagdes do movimento ndo lineares contendo estas restri¢des, o
Principio da Energia Total Estacionaria foi estendido para abarcar a presenca dos multiplicadores de
Lagrange. A integracdo temporal do sistema algébrico-diferencial resultante foi tratada pelo método a-
generalizado capaz de obter respostas estaveis quando na presenga das restricdes via multiplicadores.

Por fim um exemplo representativo das capacidades da formulagdo e do cédigo computacional
desenvolvidos foi apresentado e seus resultados evidenciam a boa representagdo do comportamento
dos solidos quando da presenga das liga¢des deslizantes.

Em trabalhos futuros espera-se explorar aplica¢des que empreguem o perfil de rugosidade para
analise da vibragdo em, por exemplo, veiculos que trafeguem sobre pontes.
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