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Abstract. This work presents the development and use of a graphical tool to analyze two-dimensional
framed models considering geometric nonlinearity. The goal is to provide an application that allows
users to have full control of the numerical procedures for solving the nonlinear problem and, therefore,
to improve their understanding about the nonlinear behavior of structures. This application was
implemented as a new feature of the Ftool (Two-dimensional Frame Analysis Tool) program, which
has demonstrated to be a valuable program for teaching structural engineering over the last years. A
user-friendly interface was designed so that several analysis options, including the most well-known
solution algorithms, and the numerical parameters used in these algorithms, are available to be set. All
of these options and parameters can be changed as the analysis progresses, and it is also possible to go
back and forward in the analysis steps. Since no algorithm is able to solve all the nonlinear problems,
as shown in an example of this work, this extensive analysis control allows a greater possibility to
obtain the convergence along the full path of any geometrically nonlinear analysis. The equilibrium
path of the structures can be plotted in an exclusive environment that provides several distinct data to
be shown in each axis.

Keywords: Structural analysis, Geometric nonlinearity, Post-buckling analysis, Second-order effects,
Educational tool
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Programa para Analise Geometricamente N&o Linear de Porticos por Meio de um Controle Extensivo do Usuario

1 Introducéo

As condicbes que o modelo matematico de um sistema estrutural tem que satisfazer para
representar apropriadamente o comportamento da estrutura real podem ser divididas em trés grupos:
condicdes de equilibrio, condi¢Ges de compatibilidade e relagdes constitutivas. Todas essas condicBes
podem ser formuladas por equacdes lineares ou ndo lineares. Em uma formulacdo linear, diversas
hipGteses sdo adotadas para aproximar o comportamento estrutural e simplificar a solugdo do
problema. Por outro lado, uma formulacdo n&o linear tem o objetivo de prever melhor o
comportamento da estrutura através da introducéo de fontes de nédo linearidade as condicdes citadas. A
razdo pela qual as fontes de ndo linearidade ndo sdo sempre consideradas, e quando sdo, apenas
algumas fontes sdo incluidas na formulacdo, é por que isso torna o processo de modelagem mais
complexo e a solu¢do bem mais custosa computacionalmente. Portanto, € uma tarefa importante por
parte do analista estrutural a decisdo de quais tipos de ndo linearidade devem ser consideradas no
projeto, se é que algum tipo deve ser incluido.

A ndo linearidade de origem geométrica é resultado de mudangas na geometria do sistema
estrutural sujeito a deslocamentos que sao relativamente grandes quando comparados as dimensfes de
suas componentes. Neste caso, a consideracdo de grandes deslocamentos e rotagGes Sdo necessarias na
formulacéo das equacGes para impor o equilibrio na configuragcdo deformada da estrutura. A analise
estrutural geometricamente ndo linear com essa consideracdo é também conhecida como analise de
segunda-ordem. Grandes deformagdes também podem estar presentes na formulagdo com ndo
linearidade geométrica, porém essa consideracdo esta geralmente associada ao comportamento nao
linear do material, que néo é considerado neste trabalho.

Engenheiros estruturais, na busca por projetos mais econémicos, tém buscado utilizar materiais
de resisténcia cada vez mais alta para reduzir o consumo. O resultado sdo estruturas cada vez mais
esbeltas e flexiveis. Tais estruturas estdo sujeitas a deslocamentos de magnitude significante que, se
ndo forem considerados no projeto, podem gerar efeitos indesejados que comprometem o uso das
construgdes. Com isso, para atender os critérios de seguranca e durabilidade, a analise de segunda-
ordem se tornou fundamental na engenharia moderna, principalmente em projetos de estruturas
metalicas.

A andlise de segunda-ordem, assim como qualquer outro tipo de andlise ndo linear, requer
procedimentos numéricos para resolver o sistema ndo linear de equacBes de equilibrio. Esses
procedimentos se baseiam em resolver incrementalmente o sistema. A razdo disso é que a resposta ndo
linear da estrutura pode apresentar pontos criticos, 0s quais 0s métodos numéricos falhariam em
detectar caso a analise fosse realizada com um Unico incremento. Além disso, a principal forma de
identificar os efeitos de segunda-ordem é através do estudo do histdrico de equilibrio da estrutura. Por
isso, um dos principais objetivos de uma andlise ndo linear é obter o caminho, ou trajetéria, de
equilibrio do modelo. Tal resultado consiste na curva que fornece a relagcdo entre o deslocamento
associado a um grau de liberdade e o nivel de carregamento das configuracdes de equilibrio.

Varios métodos e estratégias foram, e vem sendo, desenvolvidos para solucionar eficientemente o
sistema ndo linear e tracar o caminho de equilibrio. O trabalho pioneiro sobre analise ndo linear
incremental foi apresentado por Turner et al. [1], onde uma série de passos de andlises lineares foram
aplicados a um problema com aquecimento ndo uniforme e grandes deslocamentos. Nos anos
seguintes, essa solucdo puramente incremental continuou sendo utilizada e recebeu a contribuicdo de
diversos pesquisadores, como Goldberg e Richards [2], Marcal [3], e Hibbitt et al. [4]. Porém, Mallet e
Marcal [5] e Murray e Wilson [6] observaram que tais métodos puramente incrementais podem levar a
anomalias na solucdo e comecaram a utilizar iteragdes do tipo Newton-Raphson para resolver o
sistema em cada passo incremental, dando origem aos métodos incrementais-iterativos. Ao fim da
década de 70, esses métodos ja desfrutavam de ampla aceitacdo para analises geometricamente ndo
lineares. Zienkiewicz e Taylor [7] posteriormente apresentaram uma versao modificada do esquema de
iteracBes de Newton-Raphson, no qual a matriz de rigidez tangente é atualizada apenas no inicio de
cada passo.
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Uma das grandes dificuldades em obter a solugdo completa de uma anélise ndo linear é passar por
pontos limites. O uso de métodos baseados no esquema convencional de iteracdes de Newton-Raphson
ndo é capaz de passar por esses pontos, ja que trabalha apenas com incrementos de deslocamentos
apos a primeira iteracdo. Batoz e Dhatt [8] apresentaram um método capaz de passar por pontos
limites de carga, no qual o ciclo iterativo trabalha apenas com incrementos corretivos de carga, porém
ndo é capaz de capturar o fendmeno de snap-back (pontos limites de deslocamentos). Para solucionar
esse problema, métodos incrementais-iterativos que trabalham com incrementos de ambas variaveis de
controle (carga e deslocamentos), chamados de métodos de continuagdo, tém sido desenvolvidos desde
entdo. Riks [9] propés um método que utiliza um comprimento de arco para restringir as solucées
iterativas. Esse método recebeu uma grande atencdo da comunidade cientifica e foi reconhecido por
Meek e Tan [10] como um dos mais eficientes.

Diversos métodos de continuagdo, além de variacbes do comprimento de arco, foram
desenvolvidos baseados na mesma ideia de restringir as iteragdes & uma hipersuperficie de controle.
Porém, como posto por Leon et al. [11], um Gnico método de solucdo ndo é capaz de resolver todos 0s
problemas. Com isso, conforme Bergan et al. [12], um programa de computador para analise ndo
linear deve possuir diversas alternativas de algoritmos para solucionar o sistema de equacgdes nao
lineares. Também deve ser necessario que o usuario tenha um controle extensivo sobre o processo
incremental de solugdo, dando-lhe a possibilidade de alterar os parametros de entrada em qualquer
instante da analise, 0 que caracteriza uma analise interativa-adaptativa (Gattass e Abel [13]).

Esse trabalho descreve o desenvolvimento e uso de uma ferramenta para analise geometricamente
ndo linear de pdrticos planos, que atenda aos requisitos descritos. Essa ferramenta foi incorporada ao
programa Ftool (Two-dimensional Frame Analysis Tool) (Martha [14]), que é amplamente utilizado
na comunidade de Engenharia Civil. A nova versdo do Ftool fornece aos usuarios uma vasta gama de
opcOes e parametros para a analise ndo linear, incluindo os mais conhecidos métodos incrementais-
iterativos. E possivel também executar a anélise de forma interativa-adaptativa. Além disso, um
sofisticado ambiente de plotagem de gréficos foi desenvolvido para exibir as curvas dos caminhos de
equilibrio, ou 0 comportamento de outras varidveis inerentes ao problema estrutural ndo linear. Todas
essas implementagdes tém por objetivo auxiliar os usuérios a compreender melhor o comportamento
n&o linear das estruturas.

2 Formulacéo do problema

2.1 Descrigdo cinematica

Em uma analise geometricamente ndo linear, um corpo sujeito a cargas externas assume
diferentes configurages conforme este se move no espago e muda sua forma. No contexto da
mecénica do continuo, existem duas formas de descrever o movimento do corpo, a descri¢do Euleriana
e a Lagrangiana (Malvern [15]). A segunda € mais apropriada para mecéanica dos solidos pois mapeia a
trajetoria de todas as particulas do corpo, utilizando coordenadas materiais, do inicio do movimento
até o final. Para formular as equagdes de elementos finitos do corpo, uma configuragdo de referéncia
deve ser estabelecida para todas as variaveis cinematicas. Trés formulacBes sdo geralmente utilizadas
para desenvolver o sistema de equacBes ndo lineares, dependendo da configuracdo de referéncia
adotada para a descri¢do Lagrangiana do movimento. Sdo elas, a formulagéo Lagrangiana Total (LT),
Lagrangiana Atualizada (LA) e Co-rotacional (CR). De acordo com Bathe [16], a Unica vantagem
entre uma formulacdo e outra é a eficiéncia numérica, ja que os resultados obtidos devem ser 0s
mesmos. Neste trabalho, as formulagdes LA e CR sdo utilizadas devido as suas vantagens para
elementos de viga sujeitos a grandes deslocamentos / rotagdes, e pequenas deformacdes, quando
comparado a formulagdo LT, como mostrado por Bathe e Bolourchi [17] e comentado por Felippa
[18].

Na formulacdo LA, a configuracdo de referéncia é periodicamente atualizada para a Ultima
configuracdo de equilibrio obtida. Isto é, uma vez que o equilibrio é garantido, todas as variaveis
cinematicas da andlise sdo definidas de acordo com a nova configuracdo. Na formulacdo CR, a
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configuracéo de referéncia é dividida em duas, de forma que os deslocamentos de corpo rigido sejam
separados daqueles que geram deformag6es no elemento. A configuracao inicial € utilizada para medir
os deslocamentos de corpo rigido, enquanto que uma configuracdo co-rotacionada é utilizada para
medir deformacdes e tensbes no elemento. A figura 1 ilustra esses conceitos. Ao longo deste trabalho,
a configuracdo correspondente ao passo incremental i-1 € a Gltima configuracdo de equilibrio obtida,
enguanto que a configuracdo correspondente ao passo i é a corrente, ainda desconhecida, na qual o
equilibrio é buscado.

Y Lagrangiano atualizado Y Co-rotacional

057
Passo i A6'2i

Passo i-1 @it
2

Configuragio inicial
) X

Configuragdo inicial

Figura 1. Descri¢des cinematicas para formulagdes geometricamente ndo lineares de elementos de
viga

2.2 Sistema incremental de equacdes de equilibrio

Comum a qualquer descri¢do cinemética usada para formular o problema estrutural é que o
sistema de equagdes ndo lineares, que define o equilibrio global, considerando uma discretizagdo por
elementos finitos, é obtido pelo balanco de forgas externas e internas nos pontos nodais. Esse balango
é expresso na Eq. (1), onde F é o vetor de forcas nodais internas, que é funcdo do vetor de
deslocamentos nodais U, e P é o vetor de forgas nodais externas aplicadas a estrutura, que é fungdo de
um fator de carga A, como mostrado na Eq. (2). Prr € um vetor de cargas de referéncia, tomado como
as cargas totais aplicadas aos nos. A magnitude e direcdo das cargas aplicadas sdo consideradas
independentes dos deslocamentos ao longo deste trabalho.

F(U)=P(2) @)
P= }”Pref (2)

Ambos os vetores na Eq. (1) sdo desenvolvidos utilizando o Principio dos Deslocamentos
Virtuais, uma descri¢do cinematica, e 0 Método dos Elementos Finitos para discretizar os campos de
deslocamentos e rotagGes dos elementos. A solucdo do sistema da Eq. (1) é obtida incrementalmente,
pelas razdes jA mencionadas na introdugdo. Para uma sequéncia de incrementos de carga, dados por
incrementos do fator de carga, AAi, 0s correspondentes incrementos de deslocamentos nodais, Aui, s80
calculados linearizando o problema, onde o subscrito i indica o i-ésimo passo incremental da analise.
Os valores totais das forcas externas e deslocamentos nodais da configuracdo corrente (passo i) sdo
calculados adicionando-se os incrementos a configuragdo anterior (passo i-1):

P :(ki—l_'_A}“i)Pref v Ui=U +AY; 3)
Como as forgas internas sdo uma funcdo ndo linear dos deslocamentos, a solucdo incremental
linearizada ndo satisfaz o equilibrio. Um vetor de forgas residuais, Rii, surge como resultado do

desbalanceamento entre forcas externas e internas, como mostrado a seguir:
F(U)=P (4)
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F(Ui_1 +AUi):(7“i—1 +A7‘i)Pref (5)
F (AUi ) =AM P + AP — F (Uifl) (6)
F(AU;)=AAPg + Ry ()

Note que, devido a linearizacdo, é possivel escrever F(Uii+AU;) = F(Ui) + F(AU;). Além disso,
a matriz de rigidez tangente, K, é definida na Eq. (8), como a derivada das forgas internas com respeito
aos deslocamentos nodais, avaliados na configuragéo anterior. Assim, as forgas internas podem ser
escritas como na Eq. (9) e o sistema incremental de equacdes de equilibrio como na Eqg. (10).

_oF

K=" 8

oul, ®)
F(AU;)=K,_,AU; ©)
K, AU, = AL P, + R, (10)

As matrizes de rigidez tangente para a formula¢do UL utilizadas neste trabalho sdo apresentadas
em Rodrigues [19]. Para a formulagdo CR, apenas uma matriz de rigidez tangente € utilizada, e sua
deducéo pode ser encontrada em Santana [20].

2.3 Sistema incremental-iterativo de equagdes de equilibrio

Considerando gue a estrutura estava em equilibrio no passo i-1, é desejado obter o equilibrio no
passo i. Para isso, é necessario anular as forgas residuais originadas do incremento linearizado. Isto é
feito através de iteragdes corretoras do tipo Newton-Raphson em cada passo incremental, até que um
critério de convergéncia seja atendido, e um novo estado de equilibrio alcancado. Os incrementos
iterativos do fator de carga, A/, e deslocamentos, duy, sio dados pela Eq. (11), onde o subscrito j
indica a j-ésima iteracdo do i-ésimo passo. Os incrementos totais do passo i sdo dados pelo acumulo
dos incrementos iterativos, como na Eq. (12).

87\.ij :Xij _;\‘ii—l , 6Uij :Uij _Uij_l (11)
A=A +8N  AU) =AU U] (12)

A Eq. (13) traz o vetor de forgas residuais, obtido pela diferenca entre os vetores de forcas nodais
externas e internas. Assumindo gque no processo iterativo, a solu¢do de ui™ tenha sido avaliada, e os
incrementos iterativos sao suficientemente pequenos, as forcas residuais podem ser expressas por uma
expansao em série de Taylor até as primeiras derivadas como na Eq. (14).

Rij = 7Wj Pet —F (Uij ) (13)

®
oJ

sui+ R

1
Uit

RI=RI™ 4 3\ + termos de alta ordem (14)

Uit

Note que as derivadas das forcas residuais com respeito aos deslocamentos nodais e ao fator de
carga resultam, respectivamente, na matriz de rigidez tangente e no vetor de cargas de referéncia:

R ﬁ&_ﬁ _B g (15)
oU | 0 ou )l ., oU|, i
i UiJ i
R RS R _p (16)
OMlyin \ O ON )| ., Oh|yin
i U/l i
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Substituindo a Eq. (15) e Eq. (16) na Eqg. (14), considerando as forcas residuais na iteracdo
corrente sendo nulas (R{ = 0), como ¢ desejado, e desprezando os termos de alta ordem, é possivel
obter o sistema incremental-iterativo a ser resolvido na j-ésima iteracdo do i-ésimo passo para se
aproximar do equilibrio por meio do esquema iterativo de Newton-Raphson. O sistema para calcular
0s incrementos iterativos de deslocamentos é dado pela Eq. (17), enquanto que a solucdo corrigida dos
deslocamentos é obtida de acordo com a Eq. (18).

KJ8U]) =80 P + R (17)
Uj=uit+8U) (18)

As condic@es iniciais para 0 processo iterativo do i-ésimo passo incremental sdo os resultados
obtidos ao fim do passo anterior:

Ul=U,, , A= (19)

No esquema padréo de iteragdes de Newton-Raphson, a matriz de rigidez tangente é atualizada
em todas as iteracdes com os resultados da Gltima configuracdo obtida (deslocamentos ui™ e forcas
internas F(ui™)). Uma versdo modificada desse esquema iterativo é atualizar a matriz apenas na
primeira iteragio do passo incremental e utiliza-la durante todo o ciclo iterativo (K¢ = K para j > 2).
Desta forma o custo computacional em cada iteracdo € menor, porém sdo necessarias mais iteracoes
para obter a convergéncia em cada passo.

2.4 Sistema incremental-iterativo aumentado

O sistema da Eq. (17) possui N+1 incognitas: N componentes de incremento de deslocamento em
dui e um incremento do fator de carga SAJ, porém apenas N equacdes. E necessério adicionar uma
equacdo de restricdo ao sistema incremental-iterativo. A forma geral dessa equagdo adicional é dada
na Eq. (20), onde o vetor a e 0s escalares b e ¢ sdo constantes que assumem diferentes valores
dependendo do método de solugédo adotado.

a’-8U] +b'sAn) =¢/ (20)

A insercdo da equagdo de restrigdo no sistema incremental-iterativo resulta em um sistema
aumentado, com N+1 equagdes e incognitas:

Kt —P, i 1
o ROLIR (21)
(a’) b |8 ¢

A matriz desse sistema aumentado ndo é mais simétrica e possui uma largura de banda maior, 0
que o torna menos eficiente de ser resolvido computacionalmente. Porém, Batoz e Dhatt [8]
apresentaram uma técnica para contornar esse problema através da decomposicdo do sistema em dois
sistemas que utilizam a matriz de rigidez tangente original.

080/ = P @2)
KI#8U) =R
A solucdo para o incremento iterativo de deslocamento € dada pela combinagdo linear de um
incremento tangente, U, e um residual, dU{:
sUJ =s0Js0] + 80 (23)

O incremento iterativo do fator de carga é obtido através da equacao de restricdo, que possui uma
expressdo para cada método de solucdo. O acréscimo da equagdo de restricdo ao sistema permite um
ajuste tanto dos deslocamentos quanto do fator de carga em cada iteracdo e, portanto, o0 avango na
solucdo alem de pontos limites de carga e deslocamento.
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3 Metodologia de solugao

O processo de solugdo incremental-iterativa do sistema de equacdes pode ser dividido em duas
etapas dentro de cada passo: a etapa de solucdo incremental predita e a etapa do ciclo de iteragdes para
solugdes corretoras. A primeira é executada antes e calcula uma solucdo predita com uma Unica
analise linear que usa a matriz de rigidez tangente avaliada com a configuracdo do inicio do passo. A
segunda busca corrigir a solucdo predita, reduzindo as forgas residuais até um valor numericamente
toleravel.

3.1 Solucdo predita

A solucdo predita do i-ésimo passo comeca com a avaliagdo da matriz de rigidez tangente, Ki°,
baseada nos resultados obtidos ao fim do passo anterior (deslocamentos nodais, Ui.1, e forgas internas,
F(Ui1)). O incremento tangente de deslocamentos, 3U', ¢ entdo calculado através do sistema linear da
Eqg. (22). O incremento residual de deslocamentos nessa etapa, dUi*, é considerado nulo, ja que as
forgas residuais provenientes do passo anterior sdo numericamente nulas. O incremento predito de
deslocamentos, 5Ui*, é obtido como na Eq. (23), através do produto do incremento tangente de
deslocamentos pelo incremento predito do fator de carga, SAi.

O incremento predito do fator de carga € calculado de acordo com a técnica incremental do
método selecionado. Essas técnicas se baseiam em incrementar um determinado parametro de controle
que define uma hipersuperficie para restringir as solucdes iterativas. Os parametros de controle
implementados na ferramenta desenvolvida sdo o proprio fator de carga, o trabalho externo, e um
comprimento de arco. O correspondente incremento do fator de carga que fornece o incremento do
parametro de controle é dado pela equacgdo de restricdo do método. O desenvolvimento das equacdes
de restricdo para a solugdo predita das técnicas de incremento de carga, de trabalho externo, e de
comprimento de arco podem ser encontradas em Rangel [21].

Vale ressaltar que o incremento do parametro de controle é um valor prescrito pelo usuario. Esse
valor de incremento é utilizado na solugdo predita do primeiro passo da analise e, se desejado, €
automaticamente ajustado nos passos seguintes. Tal ajuste é recomendado para que o tamanho do
incremento se adeque ao grau de nédo linearidade da solucéo. Isto €, devem ser fornecidos incrementos
grandes quando a resposta for quase linear e incrementos pequenos quando a resposta for fortemente
ndo linear. Dessa forma a solucéo se torna mais eficiente, pois se o valor fornecido pelo usuério for
muito pequeno para a analise, um ndmero excessivo de passos sera executado, enguanto que um
incremento grande poderé resultar em problemas de convergéncia.

O sinal correto do incremento também deve ser determinado para que os métodos de continuidade
sejam capazes de atravessar pontos limites de carga e percorrer regides estaveis e instaveis da solucao.
Na proxima secdo sdo apresentadas as formas de ajuste do tamanho do incremento, assim como o
critério adotado para determinar o sinal correto.

3.2 Ajuste do incremento

As técnicas de incremento da solucdo predita sdo fundamentadas em duas estratégias de ajuste
automatico do tamanho do passo, uma baseada no nimero de iteraces e outra baseada na rigidez
relativa do sistema.

A primeira, apresentada por Ramm [22], utiliza um fator que leva em conta o nUmero de iteragdes
desejadas para a convergéncia no passo corrente, Ng, € 0 nimero de iteracdes executadas no passo
anterior, Ni.1. Esse fator de ajuste, representado por J, deve multiplicar o incremento do parametro de
controle do passo anterior para obter o valor ajustado do passo corrente. As técnicas de incremento
que utilizam essa estratégia para ajustar 0s passos sdo 0 incremento de carga, de trabalho externo, e de
comprimento de arco.

Ny
N

J:

(24)

i-1
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A segunda estratégia, apresentada por Yang Kuo [23], baseia-se no Parametro de Rigidez
Generalizado (GSP), mostrado na Eq. (25). O fator de ajuste para 0 método baseado nessa estratégia
(Método de Controle de Deslocamento Generalizado) é dado pela Eq. (26), que deve multiplicar o
incremento do fator de carga do primeiro passo da analise para obter o incremento ajustado do passo
corrente.

1 1

GSP =% (25)
8U;-8U},

J =/|GSP| (26)

O sinal do valor do GSP é sempre positivo, com excec¢do dos passos imediatamente apds pontos
limites de carga. Com isso, o sinal correto do incremento da solucéo predita, representado por s na Eq.
(27), pode ser definido como positivo no inicio da analise e ter seu sinal invertido sempre que o valor
do GSP for negativo.

{izl - =@ 27)

GSP<0 — s=-s

3.3 Correcao iterativa

A etapa de correcdo tem por objetivo restaurar o equilibrio da estrutura, através de um ciclo
iterativo de andlises lineares que calculam incrementos corretivos de deslocamentos e do fator de
carga a fim de anular as forgas residuais, dentro de uma tolerancia numérica.

O ciclo de iteragcdes comeca com a atualizagdo do valor total do fator de carga, Ai', e dos
deslocamentos nodais, Ui}, adicionado os incrementos preditos (5A* e dUi') aos resultados do passo
anterior (A1 e Uii). Com a geometria atualizada, as correspondentes forcas internas, F(ui'), sdo
calculadas, e as forcas residuais, Ri', sdo obtidas através da diferenca entre as forcas externas e
internas (Eq. (13)). Neste momento, a convergéncia é checada.

O critério de convergéncia adotado é fornecido pela Eq. (28). Considera-se que o equilibrio é
atingido quando a razéo entre a norma euclidiana dos vetores de forgas residuais e cargas de referéncia
for igual ou inferior a uma dada tolerancia, usualmente entre 10° e 103. Se a convergéncia for
satisfeita, a solucdo predita é suficiente para garantir o equilibrio do passo, e o algoritmo prossegue
para o préximo incremento. Caso contrario, a primeira iteracdo corretora é iniciada.

M <g (28)
[Pt

O primeiro procedimento de cada iteracdo corretora é avaliar a matriz tangente, considerando 0s
deslocamentos nodais e forcas internas da ultima configuracdo obtida. Se a versdo modificada do
esquema de iteracdes de Newton-Raphson for adotada, essa etapa ndo é executada, e a matriz tangente
da solucdo predita continua sendo utilizada por todas as iteragfes. Os incrementos tangente e residual
de deslocamentos séo entéo calculados de acordo com os sistemas lineares da Eq. (22). O incremento
iterativo do fator de carga é obtido de acordo com a técnica de iteragdo, e 0 incremento iterativo de
deslocamentos é obtido conforme a Eq. (23). Calculadas as corre¢cGes do fator de carga e de
deslocamentos, as etapas seguintes sdo as mesmas descritas para verificar a convergéncia da solugédo
predita. A Figura 2 mostra um esquema grafico das iteragcdes corretoras para um sistema de um grau
de liberdade.
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Figura 2. Esquema das iteragdes corretoras

Se as iteragdes envolvem incrementos tanto de deslocamentos quanto do fator de carga, entdo a
técnica de iteracdo caracteriza um método de continuidade pois permite que o caminho de equilibrio
seja tracado além de pontos limites. Os incrementos iterativos para correcdo dos valores do fator de
carga e dos deslocamentos estdo restritos a hipersuperficie definida pela equacdo de restricdo do
método selecionado. Foram implementados diversos métodos de solugdo: Controle de carga; Controle
de comprimento de arco (linear, cilindrico e esférico); Controle de trabalho externo; Controle da
norma minima dos deslocamentos; Controle de residuos ortogonais; Controle de deslocamento
generalizado. As expressdes para calcular os incrementos iterativos do fator de carga em cada um
desses métodos se encontram em Rangel [21].

4  Ferramenta desenvolvida

Um modulo de andlise com ndo linearidade geométrica foi implementado e incorporado ao
programa Ftool (Martha [14]). Esse programa teve origem a partir de projetos de pesquisa no Instituto
Tecgraf/PUC-Rio. Nas Gltimas décadas, o Ftool tem demonstrado ser um software valiosos para o
ensino de analise de estruturas, e vem sendo utilizado em cursos de Engenharia Civil em diversas
universidades ao redor do mundo. Trata-se de um programa grafico-iterativo para analise de porticos
planos que possui, no mesmo ambiente, todos 0s recursos para uma modelagem eficiente, assim como
a integracdo das fases de pré e pds processamento de dados. O solver interno, chamado FRAMOOP, é
uma versdo simplificada do sistema FEMOOP (Finite Element Method Object Oriented Program)
(Martha e Parente [24]), modificado para realizar apenas andlise linear-elastica de estruturas
aporticadas. O FRAMOOP ¢ escrito na linguagem de programacdo C, e adota uma filosofia
semelhante ao paradigma de Programacdo Orientada a Objetos (POO), o que é vantajoso para um
codigo de andlise estrutural (Rangel e Martha [25]). Os métodos de solucdo do sistema de equilibrio
do problema néo linear, citados na se¢éo anterior, foram implementados no FRAMOOP.

A interface grafica do Ftool é desenvolvida utilizando o sistema IUP (Portable User Interface)
(Levy et al. [26]), que fornece uma biblioteca multi-plataforma para construir e gerenciar o
comportamento de interfaces, permitindo que o programa seja compilado em diferentes sistemas
operacionais, sem alteragdo do codigo fonte. A figura 3 mostra 0 novo aspecto da interface do Ftool,
destacando 0s novos menus criados para a analise ndo linear: 0 menu de anélise e menu de plotagem.
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Figura 3. Novos menus desenvolvidos no Ftool

No menu de anélise, quando a opcdo Analysis Type é selecionada para Nonlinear (Geometry), 0s
usuarios sdo requisitados a ajustar multiplas opgdes e pardmetros para executar a andlise com ndo
linearidade geométrica. Na aba Options, ha um painel intitulado Formulation para selecionar opgdes
inerentes a formulacdo do problema. As op¢des sao:

e Kinematics: Descrigdo cinematica para formulagdo do problema (Lagrangiana Atualizada
e Co-Rotacional).

e Geometric stiffness matrix: Tipo de matriz de rigidez geométrica. Para a formulagdo
Lagrangiana Atualizada, as matrizes de rigidez geométricas disponiveis sdo trés: Small
rotation 2" order, Large rotation 2" order, and Large rotation 4™ order (Rodrigues
[19]). Para a formulagdo Co-Rotacional, a Gnica opcéo de matriz de rigidez geométrica é
a Small rotation 2" order, que é formulada desconsiderando termos de alta ordem no
tensor de deformacdes de Green-Lagrange. Todas essas matrizes sdo implementadas no
FRAMOOP considerando as teorias de vida de Euler-Bernoulli e Timoshenko.

No painel Solver, usuérios devem ajustar opgdes relacionadas a metodologia de solucdo do
sistema de equacdes de equilibrio néo lineares. As opcdes séo:

e Solution algorithm: Método de solugdo do sistema. Cada um dos métodos se refere a
técnica de iteracdo desejada. Todos os métodos especificados na secdo 3.3 estdo
disponiveis. O método inclui também uma determinada técnica de incremento automatico
e ajuste do sinal, descritas nas se¢des 3.1 e 3.2.

e Increment type: Tipo de incremento na solugdo predita. Permite os usuérios optarem por
uma analise com incrementos automaticamente ajustados ou constantes.

e lteration type: Tipo de esquema de iteracBGes para a correcdo iterativa (Newton-Raphson
padrdo ou modificado).

Na aba Parameters, valores numéricos para solucao incremental-iterativa devem ser fornecidos:

e Control factor: Valor do incremento do fator de carga na solugdo predita do primeiro
passo. Esse valor € ajustado automaticamente nos passos seguintes se a op¢ao Increment
type for selecionada para uma analise ajustada.

Limit load ratio: Valor limite do fator de carga para interromper a analise.

Max. steps: Valor maximo do nimero de passos para interromper a analise.

Desired iterations: NUumero de iteracdes desejadas para a convergéncia, correspondente
ao parametro Nq na Eq. (24).

e Max. iterations: Nimero maximo de iteragdes executadas em um passo.

Tolerance: Tolerancia numérica para garantir que o algoritmo atingiu uma solucéo de
equilibrio no processo iterativo, de acordo com a Eq. (28).
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Botdes para controlar a analise estdo posicionados abaixo das opgdes e parametros de analise.
Esses botBes permitem que 0s usuarios executem a analise completa, até o valor limite do fator de
carga ou do numero de passos, ou controlem a analise passo-a-passo, permitindo o seu avango ou
retrocesso. Mudancas em qualquer opcdo ou pardmetro da analise sdo permitidas entre 0s passos, € a
analise pode continuar com as novas configuracdes selecionadas. Isso caracterize o que é chamado de
analise incremental-adaptativa (Gattass e Abel [13]), sendo uma das caracteristicas mais importantes
da ferramenta desenvolvida. Com ela, sistemas que apresentam problemas de convergéncia em um
determinado passo, podem ter suas configurac6es de analise modificadas, sem que se reinicie a analise
por completo. Além disso, esse controle permite uma maior sensibilidade dos usuarios a influéncia dos
pardmetros da analise sobre os resultados, e do comportamento ndo linear das estruturas. A
implementacdo dessa opg¢do de controle da analise foi feita através do armazenamento em uma lista
encadeada de todos os dados necessarios para retomar a analise em um passo qualquer, considerando o
seu historico de resposta j& obtido. No final do menu de analise, hd um campo de texto para exibir um
feedback do progresso da analise.

O menu de plotagem é possivel criar graficos e adicionar curvas a estes. Diferentes tipos de dados
podem ser plotados nos eixos X e Y de cada gréfico. Esses dados incluem deslocamentos nodais, fator
de carga, numero do passo, incremento de um deslocamento nodal, e incremento do fator de carga. Por
exemplo, é possivel criar um gréafico que mostra a relagdo entre os deslocamentos de dois graus de
liberdade, ou estudar o comportamento do incremento do fator de carga em cada passo da analise.

Cada grafico pode ser configurado como estatico ou dinamico. Gréficos estaticos nunca mudam
os seus dados. Isto é, uma vez que a curva € plotada, ela permanece fixa. Os graficos dinamicos, por
sua vez, tém seus dados automaticamente sincronizados com a analise que esta sendo executada. Isto
é, se 0 usuario avanca ou retrocede na andlise, as curvas do grafico sédo atualizadas automaticamente
para 0s novos resultados. Outra possibilidade interessante é a de plotar os resultados para cada
iteracdo, e ndo apenas os resultados dos pontos de convergéncia. Isso permite um estudo mais
aprofundado do comportamento dos algoritmos incrementais-iterativos.

5 Exemplo

A Figura 4 mostra um modelo estrutural conhecido como pdrtico de Lee (a), as propriedades e
parametros considerados para a sua analise (b), e a configuracdo deformada em diversos estagios (c).
Em negrito estdo indicadas as configurages correspondentes aos pontos limites de carga. Esse modelo
é frequentemente utilizado para testar implementac6es de analises ndo lineares pois apresenta pontos
limites tanto de carga quanto de deslocamento. A Figura 11a apresenta 0os caminhos de equilibrio
correspondentes ao deslocamento horizontal (vermelho), vertical (azul), e rotacdo (verde) do no de
quina. Na figura 11b é mostrado o valor do fator de carga para cada passo da analise.

A Tabela 1 traz 0 nimero de passos para obter a solugdo completa utilizando os métodos de
continuidade implementados: Comprimento de Arco Linear (CAL), Comprimento de Arco Cilindrico
(CAC), Comprimento de Arco Esférico (CAE), Norma Minima dos Deslocamentos (NM), Residuos
Ortogonais (RO), Trabalho Externo (TE), e Deslocamento Generalizado (DG). Para cada método, a
andlise foi realizada variando formulagdo (LA e CR), e o incremento inicial do pardmetro de cada
(ajustado nos passos seguintes). Na tabela, “X” significa que a resposta completa ndo foi possivel de
ser obtida.

Como pode ser observado, a formulacdo LA funciona melhor para um incremento inicial maior,
enguanto que a formulacdo CR requer menos passos quando se utiliza um incremento menor. O
método controle de trabalho externo tem dificuldade de atravessar pontos limites de deslocamentos,
conforme explicado em Leon et al. [11]. Por isso, ndo conseguiu capturar bem a solu¢do. O método do
controle de residuos ortogonais ndo funcionou bem para este problema. O método do controle de
deslocamento generalizado teve uma variagdo muito grande no nimero de passos quando se alterou o
tamanho do incremento. Vale ressaltar que a cada implementacdo possui particularidades que podem
influenciar os resultados. Por isso, valores idénticos aos apresentados dificilmente serdo obtidos em
outras ferramentas. Porém, conclusdes semelhantes sobre o comportamento geral sdo esperadas.
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Figura 5. Caminhos de equilibrio e comportamento do fator de carga em cada passo

Tabela 1. Namero de passos para tragar o caminho de equilibrio completo para diferentes
métodos e parametros de analise

Parametros CAL CAC CAE NM RO TE DG
LA (M =0.10) 158 151 161 162 X 61* 103
CR (M'=0.10) X 104 X 101 X 46* 103
LA (\'=0.01) 185 178 193 185 X X 1033
CR (M =0.01) 124 110 135 108 X X 1034
* Nao foi capaz de tragar uma curva suave.

6 Conclusdo

Como esperado, os resultados provaram que qualquer mudanga nas opcgdes e pardmetros
numéricos de uma andlise ndo linear pode levar a uma maior ou menor eficiéncia na obtencdo da
solucdo do problema estrutural. Ou até mesmo, a ndo obtengdo de uma resposta. Portanto, a
disponibilidade de diversos métodos e opg¢des para uma analise ndo linear, assim como um controle
extensivo do seu progresso por parte do usuario, se torna fundamental para aqueles que desejam
analisar modelos com um alto grau de ndo linearidade, ou estudar o comportamento ndo linear das
estruturas, a performance dos métodos de solugdo, e a influéncia de cada parametro nos resultados da
andlise.
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