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Resumo. Um problema préatico na engenharia surge com a andlise estrutural estatica de placas. Solucées
analiticas apresentadas na literatura sao complexas e extensas, necessitando o uso de métodos de tabelas
simplificadas para obtencdo desta resposta estrutural estatica. No Brasil, as placas tém diversas
aplicagdes préaticas e sdo empregadas principalmente para simular as lajes em concreto armado em
edificios de multiplos pavimentos. Nesse sentido, neste trabalho é apresentado um procedimento
analitico utilizado através de implementacdo computacional para a analise estatica elastica-linear de
placas finas retangulares com as bordas simplesmente apoiadas. A solucdo analitica é obtida tendo por
base o célculo variacional através de uma formulacdo energética implementada no software MAPLE.
Os valores obtidos sdo comparados com o método dos elementos finitos (MEF) através de uma
discretizacdo numerica por meio do software ANSYS. Com base nestes estudos, ficou evidenciado que
a metodologia analitica implementada representa adequadamente os deslocamentos, esforgos e tensdes
na laje.

Palavras-Chave: Placa, Solucdo Analitica, Método dos elementos finitos.

Abstract. A practical problem in engineering arises with static structural plate analysis. Analytical
solutions presented in the literature are complex and extensive, requiring the use of simplified table
methods to obtain this static structural response. In Brazil, slabs have several practical applications and
are mainly used to simulate reinforced concrete slabs in buildings. In this sense, this work presents an
analytical procedure used through computational implementation for the linear-elastic static analysis of
rectangular thin plates with simply supported boundary condition. The analytical solution is obtained
based on the variational calculation through an energy formulation implemented in MAPLE software.
The values obtained are compared with the finite element method (FEM) by numerical discretization
using ANSYS software. Based on these studies, it was evidenced that the analytical methodology
implemented adequately represents the displacements, bending moment and tensions in the slab.

Keywords: Plate, Analytical Solution, Finite Element Method.
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Estudo do Comportamento Estrutural Estatico em Elementos de Placa

1 Introducéo

Estudos estaticos em placas séo de grande interesse para a comunidade de cientifica de engenharia,
pois estas sao estruturas com diversas aplicacdes nos projetos de estruturas. As placas sdo caracterizadas
por um objeto de superficie plana com espessura muito menor que suas outras dimensdes.

A resposta estrutural desse elemento (deslocamentos, tensdes, esfor¢os internos etc) é influenciada
por varios fatores: o tipo de carregamento atuante (temperatura, concentrado, distribuido, etc...), as
dimensGes geométricas, condigdes de contorno, tipo do material, entre outras.

Navier [1] em 1823 apresentou a primeira formulacdo relativa a placas, o mesmo elaborou a
equacdo diferencial que governa o deslocamento em placas submetidas a carregamentos normais e
estaticos, além da solucdo de deslocamento para placas simplesmente apoiadas por meio de uma
aproximacao em séries de Fourier. Em 1850, Kirchhoff [2] publicou uma teoria classica de placas, com
solugdo para as demais condicdes de contorno, tal teoria foi aprimorada por Volokh [3], e vastamente
aplicada por outros autores como: Timoshenko e Krieger [4], Szilard [5], Love [6] entre outros.

Em situagdes de dimensionamento de projeto, fez-se necessario a obtengdo da resposta estrutural
estatica de placas. Varios autores ao longo desses anos desenvolveram métodos para estimativa de
esforgos e deslocamentos nesses tipos de elementos estruturais, sendo que o método de tabelas tenha
sido um dos pioneiros na elaboracdo de projetos estruturais.

Para esses méetodos de tabelas os autores tiveram como base matemética as teorias anteriormente
citadas, que tem sua fundamentacdo na teoria da elasticidade. Podem ser mencionados trabalhos
pioneiros como de Marcus [7], Czerny [8] e Bares [9]. Tais estudos diferem entre si desde a diferente
adogdo das deformagdes do elemento da placa como o0 método de solugdo da equacao governante.

Nos dias atuais com projetos arquitetdnicos mais arrojados diversas ferramentas computacionais
de projeto sdo utilizadas para melhor estudar o0 comportamento estético dos elementos de placa. Porém
pode-se afirmar que os métodos tabelares (analiticos simplificados) ndo acompanharam as evolucdes
normativas e ainda apresentam algumas simplificacfes nas suas deducdes.

Nas pesquisas bibliogréficas, em grande maioria dos estudos recentes que tratam sobre anélise
estrutural de placas pode-se destacar os trabalhos de Soares [10], Aradjo [11], Gontijo [12] e Leal [13].
Estes estudos diferem entre si por abordar a problemética com diferentes formulacGes tedricas, métodos
numeéricos e aplicagbes em estudos de casos. Além dos trabalhos citados, a literatura apresenta extensos
estudos sobre analise estrutural em placas, todavia, a maior parte dos trabalhos € limitada a aplicacdo de
formulages existentes, tornando a metodologia empregada um diferencial.

Portanto, neste artigo € proposta uma implementacdo analitica aplicada para a analise estrutural
estatica elastica-linear de placas delgadas simplesmente apoiadas. Este procedimento é baseado no
calculo variacional tendo por base uma formulagdo energética. Os deslocamentos da placa sdo
assumidos por uma dupla série senoidal e 0 método de Ritz foi empregado para resolugao das equagoes.

Para validar a implementacdo aqui apresentado, sdo realizados estudos comparativos entre 0s
resultados analiticos da formulacdo proposta com os valores encontrados por simulagdes numéricas em
elementos finitos. Para essa simulagdo sera utilizado o software comercial ANSYS®,

Apos a validagdo dos resultados processados, tanto a implementacéo analitica quanto a abordagem
numérica, fornecem um melhor entendimento voltado a analise estrutural e que pode ser aplicado para
obter a resposta estatica em placas.

2 Formulagéo Tedrica

2.1 Procedimento analitico (Dominio Estrutural)

A placa (Fig. 1) tém comprimento Ly (maior dimensé&o no plano) e Ly (menor dimensé&o no plano)
e espessura h. O material é considerado como sendo elastico-linear com modulo de Young elasticidade
(E), coeficiente de Poisson (v) e massa especifica (p). As coordenadas do vetor deslocamento na
superficie da placa dire¢do normal é w(x,y).
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Figura 1. Elemento Estrutural de Placa.

A equagéo governante do comportamento estatico-linear da placa é caracterizada por uma equagéo
diferencial parcial de quarta ordem, dada por:

'w(x,y) _0d*w(x,y)  0'w(xy) p,(xy)
+2 = 1)
ox* 0x? dy? oy* D

Onde w(x,y) é o deslocamento normal a superficie da placa, P,(x,y) o carregamento normal a
superficie e D a rigidez flexional dada por:

Eh3

T 12(1 -2 @

D

Onde E é o médulo de Young, v é o coeficiente de Poisson e h a espessura da placa. As deformagoes
e as curvaturas da placa séo dadas por:

02w _ 2%w _
S v
d*w 02w
= —2 . = —_——— 3
Yxy Zax ay r Ky ox2’ ( )
92w 0w

Y=g T Ty

As variaveis & e g, referem-se as deformagdes de membrana e transversais respectivamente, yxy as
distorcoes, ky e ky as curvaturas flexionais, yy as curvaturas torcionais e z é a distancia do centro de
gravidade até o ponto de analise na se¢do transversal. As tensdes e deformagdes sdo baseadas na Lei de
Hooke, e podem ser expressas por:

E
O, = ——\}2 (Sx + VSy); (4)

1
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gy = m (Sy + VEx);
E
Txy = 2(1— V)ny .

Os esforcos na placa sao obtidos a partir da integracéo das tensGes no dominio da estrutura, na qual
se obtém a relacdo entre rigidez flexional e curvaturas, dadas por:

+&
mx:f . 0,zdz
-3

h
m, = fj((ﬁz)) oyz dz; 5)
2

Em que my é o momento fletor na dire¢do Ly, my 0 momento fletor na direcéo Ly e myy, 0 momento
fletor cruzado entre os planos.

Um método de energia desenvolvido por Ritz aplica o principio de energia potencial minima,
caracterizado pelo fato de que todos os deslocamentos que satisfacam as condi¢Ges de contorno sdo as
deflexBes procuradas pertinentes para as condigdes de equilibrio estavel. Decorrente disso, este
procedimento de minimizag&do produz equagdes algébricas nos coeficientes indeterminados dos quais 0s
parametros desconhecidos podem ser calculados Szilard [5]. As equacdes de equilibrio estatico podem
ser resolvidas através do procedimento de Ritz através da fungdo Lagrangeana ('), dada por:

r=u-V (6)

Em que U é a energia de deformacéo da placa e V é a parcela de energia obtida através do trabalho
realizado pelo carregamento externo aplicado na placa. A energia de deformacao U é representada pela
soma entre a energia de deformagéo flexional (Up) e de membrana (Unm), ou seja, (U=Un+Uy), dadas
por:

1
U, = > f (nyex + ny€, + nyy y) dxdy @)
(4)
1
U, = > ff (MyKy + My, + 2my,, x) dxdy (8)
4

A parcela de energia obtida através do trabalho realizado pelo carregamento externo (V) aplicado
na placa € dada por:

Vl = — ff(pxu+pyv +pZW) dXdy+zPLAL +ZM191 (9)
4 i i

Onde px, py € p. € sdo os carregamentos linearmente distribuidos nas direces X, y e z,
respectivamente, e u, v, w, 4; e ¢ sdo as correspondentes componentes de deslocamento, P; e M; séo
cargas concentradas e momento concentrado aplicados na dire¢do normal, sendo que o indice i remete-
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se a quantidade das respectivas cargas.
Os deslocamentos normais a superficie para uma placa apoiada nas quatro bordas foi assumida pela
aproximacao em série conforme equagéo dada por:

w(x,y) = i i Wypp Sin <?> sin (nzcy) (10)

Sendo que wm, é a amplitude de deslocamento, m é o nimero de semi-ondas na direcdo longitudinal
(maior vao), n o nimero de semi-ondas na direcdo transversal (menor v&o).

Portanto, para avaliar a resolucdo analitica é empregado o procedimento de Ritz na funcéo
Lagrangiana e minimizado o funcional em termos da amplitude de deslocamento wm, da placa. O
principio de Ritz é dado por:

=0 (11)

Assim sendo, para a fungdo de w(x,y) foi adotada uma semi-onda longitudinal (m=1) e uma semi-
onda transversal (n=1) para a deformada estatica da placa. A adog&o dos primeiros termos (m=n=1) da
série utilizada representa de forma mais adequada o comportamento da deformada da placa em casos
estaticos. Desta forma, uma vez assumido a funcdo deslocamento dada pela Equagdo (10) e a
substituindo nas equac@es das deformacdes dada pela Equacéo (3), péde-se obter as parcelas de energia
representadas pelas Equacdes (7), (8) e (9), montar o funcional Lagrangeano (balanceamento de energia)
dado pela Equagdo (6) e realizar o procedimento da minimizag&o de Ritz dada pela Equacéo (11).

Tal etapas e resolugdo das equagdes sdo complexas e extensas, porém quando implementadas em
software MAPLE® tornam a obtencdo da amplitude de deslocamento de maneira mais facil e simples.
Por fim, com a amplitude de deslocamento pode-se reescrever os deslocamentos da placa dada pela
Equacéo (10) da seguinte forma:

16p, L,* X Ty
W) = e tr e o L))" (Lx) (12)

Onde A= Ly/Lx. Por fim, dispondo dos deslocamentos da equagdo que representa 0S
deslocamentos, obtém-se a resposta estrutural estatica em termos de tensGes e esfor¢os apresentadas nas
Equacdo (4) e Equacéo (5), respectivamente.

3 Modelagem Numérica (ANSYS)

A anélise numérica foi realizada através do método dos elementos finitos com o uso de software
comercial ANSYS®. Para a modelagem tridimensional da placa foi empregado o elemento SHELL63,
no qual este possui quatro n6s com seis graus de liberdade em cada no, dispondo assim da capacidade
de contabilizar os efeitos de flexdo e de membrana em estruturas delgadas. O moédulo solucionador
utilizado foi o Static. O estudo de convergéncia da malha foi realizado os resultados sdo apresentados
para a malha que convergiu.

Nas modelagens foram adotadas as seguintes propriedades dos materiais: a placa considerada feita
em concreto com modulo de Young E=28 GPa, razdo de Poisson v=0,20 e massa especifica p=2500
kg/m3. No que se diz respeito as propriedades geométricas, foram adotadas: uma placa retangular com
dimensfes Ly=6 m e Ly=4 m e espessura de h=0,12 m. O carregamento assumido foi P,= 6 kN/m? (600
kg/m2), oriunda da soma do peso proprio (3 kN/m?), sobrecarga de utilizagdo de um edificio residencial
(1,5 kN/m?) e de uma estimativa de revestimentos de piso e teto (1,5 kN/m?). A modelagem numérica
pode ser vista na Fig. 2.
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Figura 2. Modelagem numérica da placa.

4 Resultados e Discursoes

Os resultados s&o apresentados em termos de deslocamentos, tensdes e esforgos maximos obtidos
pelo procedimento analitico implementado e numérico via ANSYS®. Os resultados sdo mostrados
através da Tabela 1 e na Figura 3 e Figura 4. Para avaliar os resultados da Tabela 1 foi assumido o ponto
de méaximo deslocamento, maxima tensdo e esforgo, ou seja, o centro da placa (x=2m e y=3m).

Tabela 1. Resultados comparativos dos valores maximos da resposta estrutural da placa.

w(xy)  w(x.y)
(m) (m)
Analitico MEF

0,00292 0,00282 3428,96 3140,00 2029,37 1820,00 8229,50 8148,15 4870,52 4518,34
Dif. 3,5% Dif. 8,43% Dif. 10,31% Dif. 1,0% Dif. 7,23%

Analitico MEF  Analitico MEF  Anpalitico MEF  Analitico MEF

Com base na Tabela 1 é possivel observar que os maximos valores para os deslocamentos, tensoes
e esforcos na placa sdo satisfatdrios. Desta forma, afirma-se que a implementacdo computacional da
solucéo analitica através do calculo variacional e a discretizacdo numérica pelo MEF foram satisfatérias.
A figuras a seguir mostram as distribui¢fes de deslocamentos, tensdes e esfor¢os de momento fletor na
placa em estudo.

Deslocamentos analiticos w(x,y) (m) Deslocamentos numericos w(x,y) (m)

wixy) (m) 0001

0.002

0.002

L___ = —
o _627E-03 001254 ~oolsa 002507
_3132-03 _340E-03 001567 002134 00282
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Tensbes Analiticas oxmax (Pa) Tensbes Numérica oxmax (Pa)

-.313E+07 — . 174E+07 -343663 10SE+07 L244E+07
-.243E407 - .104E+07 352922 175E+07 JL4E+07

Tensdes Numéricas oy,max (Pa)

0~

5. % 10

oy (Pa) | x 10%]

—
- 163E+07 -936184 -178460 579264 L L34E+07
-.132E+07 -557322 200402 958126 172E407

Figura 3. Distribuicéo tridimensional dos deslocamentos e tensdes na placa.

Momentos Fletores Mx Analiticos (N.m) Momentos Fletores Mx Numéricos (N.m)

Mx (N.m)4000—

5000

6000

7000

8000 !
m‘w —905‘3‘5_ 2716.05 6337.45
Momentos Fletores My Analiticos (N.m) Momentos Fletores My Analiticos (N.m)
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Figura 4. Distribuicdo tridimensional dos momentos fletores na placa.
5 Concluséao

Este trabalho abordou a analise estrutural estatica em placas aplicada em uma laje de concreto. A
abordagem analitica através da formulacdo energética, quando comparada ao método dos elementos
finitos, obteve variacGes inferiores a 11%. Em relacdo as tensdes, apesar de préximas, as diferencas
entre 0s métodos apresentaram-se superiores as das demais variaveis, sendo de 10,31% na diregdo y, e
de 8,43% na direcdo x. Para 0s momentos, encontrou-se variagdes de 7,23% para 0 momento emy e de
somente 1,00% para 0 momento em X. J& para deslocamentos, a formulacéo apresentou uma variagdo
de apenas 3,5%

Ambas as andlises permitiram visualizar de forma mais abrangente os efeitos de deslocamentos,
tensdes e esforcos no elemento sendo possivel afirmar que os métodos empregados seguiram as
tendéncias esperadas e condizem com o fenémeno fisico real.

Por fim, afirma-se que este trabalho contribui no sentido de validagdo das teorias dos metodos
tabulares a partir da formulacéo de energética. Com a implementacdo da formulagéo analitica, pode-se
estender as analises para outras situagfes de projeto, como por exemplo, verificar diferentes condicoes
de contorno, carregamento da pega, rigidez e propriedades mecénicas dos materiais constituintes.

Nos dias atuais ferramentas computacionais sdo utilizadas para melhor estudar essa questdo do
ponto de vista de obtencdo do comportamento de uma estrutura, porém solucdes analiticas complexas e
as tabelas ndo acompanharam esse desenvolvimento. Com a presente formulagdo implementada,
objetiva-se entdo seguir com esse trabalho e melhorar os modelos de tabelas previamente propostos com
base da teoria de placas e cascas, dando um enfoque no cenario nacional de propriedades fisicas dos
materiais conforme as novas prescri¢cdes da NBR 6118 (ABNT, 2014).
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