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Abstract. Several biological tissues present a considerable percentage of their weight constituted by
fluid, which directly impacts on its mechanical behavior, mainly due to viscous effects. An appropriate
approach for the description of this material is the biphasic theory, in which the intrinsic mechanical
properties of each phase, as well as their interactions, are taken into account. Therefore, this work has
the objective of evaluating if biphasic models found in the literature are capable of representing the
mechanical behavior of soft biological tissues in large deformations. The biphasic theory was used to
describe the tissue as a continuous mixture of two incompressible phases: a hyperelastic solid phase,
and an inviscid fluid. Finite element formulations, based on mixed elements and penalty technique, were
implemented. The computational cost and accuracy of results were evaluated for an isotropic tissue in
the case of a confined compression. An anisotropic constitutive relation for the solid phase was also
studied under traction for fiber-reinforced biological tissues. The results for the confined compression
shown good agreement with the literature. The traction case allowed to evaluate the ability of the model
to represent the dissipative and anisotropic behavior expected for hydrated fiber-reinforced biological
tissues, which would allow its use for the characterization of tissues under physiological conditions.
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Um estudo de modelos matemáticos bifásicos para tecidos biológicos moles sob grandes deformações

1 Introdução

A modelagem do comportamento mecânico de tecidos biológicos moles pela mecânica do continuo
apresenta diversos desafios em relação a sua evolução temporal devido a processos biológicos, mecânicos
e quı́micos. A maior parte destes tecidos apresentam comportamento mecânico anisotrópico e grandes
deformações dentro do seu regime fisiológico de funcionamento (Cowin and Doty [1]). Além disso,
esses tecidos são, em geral, porosos e permeáveis, apresentando água como o seu principal componente
em termos de volume e peso (Ateshian [2]). A importância da fase fluida presente em tais tecidos já
era conhecida por alguns dos primeiros investigadores da área (Maroudas and Bullough [3], McEwen
[4]). Se sabe, por exemplo, que a presença de fluido produz efeitos mecânicos importantes, tais como a
pressurização intersticial e comportamento mecânico viscoso, devido ao movimento do fluido relativo ao
material sólido (Ehret et al. [5]). Portanto, é importante o desenvolvimento de modelos constitutivos que
incorporem explicitamente o fluido intersticial dentro de sua formulação.

De forma a incluir o efeito do fluido no comportamento mecânico de tecidos dentro de uma formulação
termodinamicamente consistente, Mow e colegas (Mow et al. [6]) desenvolveram a teoria bifásica base-
ada na teoria de misturas de Truesdell e Toupin (Truesdell and Toupin [7]), inicialmente aplicando a
mesma para a modelagem de cartilagem, tecido no qual ainda se concentra a maior parte das aplicações
desta formulação. Desde então, a teoria bifásica tem sido aplicada na modelagem dos mais diversos te-
cidos, tais como pele (Oftadeh et al. [8]), córnea (Bryant and McDonnell [9]), menisco (LeRoux and
Setton [10]), tecido arterial (Huyghe et al. [11]) e tendão (Khayyeri et al. [12]). Em princı́pio, a teoria
bifásica pode ser usada de forma efetiva para modelar qualquer tecido cujo fluido intersticial seja móvel
(Ateshian [2]).

A aplicação da teoria bifásica em problemas de interesse prático poderá encontrar necessidade de
uso de modelos constitutivos não lineares e anisotrópicos, assim como geometrias e condições de con-
torno complexas. Tais problemas podem ser intratáveis analiticamente, sendo necessário o uso de ferra-
mentas numéricas para a sua solução. Dentre estas ferramentas, o método de elementos finitos se destaca
como o mais utilizado para tal formulação (Spilker et al. [13]). Dentre as formulações de elementos fi-
nitos utilizadas para resolver o problema bifásico, duas se destacam por serem mais usadas: formulação
baseada em penalidade (Chan et al. [14], Pérez del Palomar and Doblaré [15]) e formulação baseada
em elementos mistos de deslocamentos e pressão (Ateshian et al. [16], Un and Spilker [17]). Dentro
deste escopo, este trabalho tem como objetivo estudar estas duas formulações em elementos finitos para
a aplicação em tecidos biológicos, analisando suas respostas frente a diferentes modos de deformação.
Pretende-se com isto, avaliar as suas capacidades e limitações. Para emular o comportamento tı́pico de
tecidos biológicos como tendões e ligamentos, neste trabalho será incorporado anisotropia no modelo
mecânico que descreve a fase sólida.

2 Teoria bifásica

Esta seção irá apresentar de forma simplificada a cinemática, equações governantes e hipóteses
principais que compõem a teoria bifásica. Também serão apresentadas rapidamente as duas formulações
de elementos finitos usadas para resolver o problema: uma formulação baseada em penalidade, e uma
formulação por elementos mistos de pressão e velocidade sólida. Para informações mais detalhadas, favor
consultar Mow et al. [6] e Almeida and Spilker [18].

2.1 Equações governantes teoria bifásica

Na teoria bifásica, o tecido é modelado como uma mistura de um sólido poroso saturado por fluido.
A interação entre a fase sólida e lı́quida é dada através de uma força de corpo difusiva proporcional a
permeabilidade e velocidade relativa entre fases, governada por uma lei fenomenológica análoga à lei
de Darcy de consolidação de solos. Dentro desta formulação, diferentes modelos constitutivos podem
ser escolhidos para modelar o comportamento mecânico da matriz sólida (leis hiperelásticas) e do fluido
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(permeabilidade) de forma independente.
O termo mistura bifásica usado neste trabalho denomina uma mistura binária composta de uma

matriz porosa deformável saturada em todos os instantes de tempo por um fluido invı́scido. Neste caso,
pode-se tomar como hipótese que a mistura é isotérmica, e que efeitos inerciais são desprezı́veis.

Uma mistura bifásica corresponde a uma sobreposição de meios contı́nuos deformáveis (constituin-
tes) que ocupam o mesmo domı́nio Ω no instante de tempo t. Cada constituinte segue um movimento
independente, e possui uma configuração de referência arbitrária Ωα

0 (Mow et al. [6]). O balanço de
massa para uma mistura bifásica é representado pelas seguintes equações:

φs + φf = 0 (1)

∇.(φsvs + φfvf ) = 0 (2)

onde φ é a fração de volume e v a velocidade de um ponto do domı́nio Ω. Os superı́ndices “s” e “f”
são usados para identificar quantidades relacionadas a fase sólida e fluida, respectivamente. A Eq. (1)
se refere a restrição de que a matriz sólida esta sempre em estado saturado. A Eq. (2) é a equação da
continuidade para uma mistura incompressı́vel. A fração de volume no estado atual φα = V α

V é dada
pela razão entre o volume da fase α no instante atual pelo volume da mistura, e devido à condição
de incompressibilidade pode ser relacionada com a fração de volume inicial a partir da deformação
volumétrica da matriz sólida:

φs =
φs0
Js
, φf = 1− φs0

Js
(3)

onde Js = det(F s) é o Jacobiano do gradiente de deformação da matriz sólida, F s = ∂x
∂Xs . Por sua

vez, φs0 é a fração de volume da fase sólida avaliadas na configuração de referência. As equações de
conservação de momentum para cada fase, desprezando forças de corpo externas (não provenientes da
interação entre o sólido e o fluı́do) é dado por:

∇.σs + πs = 0 (4)

∇.σf + πf = 0 (5)

onde σs é a tensão de Cauchy da fase sólida, σf é a tensão de Cauchy da fase fluida, e πs e πf são uma
força de corpo interna difusiva.

As relações constitutivas para um sólido hiperelástico e um fluı́do invı́scido são dadas por:

σs = −φspI + σsE (6)

σsE = 2F s ∂ψ
s

∂Cs
F sT (7)

σf = −φfpI (8)

onde Cs = F sTF s é o tensor deformação Cauchy-Green a direita da fase sólida, σsE é a tensão elástica
sólida, ψs corresponde a função de energia livre de Helmholtz da fase sólida e p a pressão hidrostática
verdadeira. A força de corpo difusiva πs e πf são obtidas por:
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πs = −πf = p∇φs + ζ(vf − vs) (9)

onde ζ é um tensor de 2o ordem, chamado tensor de arrasto difusivo, o qual é relacionado com o tensor
de permeabilidade por:

ζ = φf
2
κ−1 (10)

Vale salientar que no regime de grandes deformações, se assume que o tensor de permeabilidade κ
depende da deformação da matriz sólida, e sua relação constitutiva deve ser fornecida de forma análoga
ao que ocorre com a energia livre de Helmholtz ψs.

2.2 Formulação de elementos finitos por penalidade

Nesta formulação, a equação de continuidade, Eq. (2), é substituı́da por uma forma penalizada da
mesma (Suh et al. [19]):

∇.(φsvs + φfvf ) +
p

β
= 0 (11)

onde β é um fator de penalidade grande o suficiente para cumprir a equação de continuidade de forma
aproximada. Usando o método de resı́duos ponderados, multiplica-se Eqs. (4) e (5) por uma função peso
ws e wf respectivamente, e a equação Eq. (11) por uma função peso q, e integra-se as mesmas no
domı́nio Ωs:

∫
Ωs

[ws.(∇.σs
E − φs∇p− ζ(vs − vf )) +wf .(−φf∇p+ ζ(vs − vf ))+

q(∇.(φsvs + φfvf ) +
p

β
)]dΩ = 0

(12)

Usando integração por partes, se obtêm a forma fraca da Eq. (12):

∫
Ωs

(tr
[
(∇ws)Tσs

E

]
− p∇.(φsws + φfwf ) + ζ(vs − vf ).(ws −wf )−

q[∇.(φsws + φfwf ) +
p

β
])dΩ =

∫
Γst

ws.t̄sdΓ−
∫

Γft

wf .p̄φfndΓ
(13)

onde t̄s = (σs
E−pφsI).n é o valor prescrito de tração agindo na matriz sólida, e p̄ é o valor prescrito de

pressão. Usando relações clássicas da mecânica dos sólidos (Bonet and Wood [20]), a integral da Eq. (13)
é transformada para a configuração de referência:

∫
Ωs0

[
tr(∇x(ws)TF sSse)

]
dΩ0 −

∫
Ωs0

[p∇.(φsws + φfwf ) + ζ(vs − vf ).(ws −wf )−

q

(
∇.(φsws + φfwf ) +

p

β

)
]dΩ0 =

∫
Γst0

ws.t̄sJsΓdΓ0 −
∫

Γft0

wf .(no.F
−1)pφfJsdΓ0

(14)
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Discretizando o domı́nio e interpolando as variáveis primarias do problema, assim como as funções
peso.

ph = N c
pp
c qh = N c

pq
c vsh = Navsa (15)

ws
h = Nawsa vfh = Navfa wf

h = Nawfa (16)

Como a forma fraca não envolve a derivada da pressão p, a interpolação usada para essa variável
e para a função peso q pode ser descontinua. Usando as interpolações dadas por Eq. (15) e Eq. (16) na
Eq. (14), é possı́vel obter o seguinte sistema de equações:

net∑
e=1

[
weT qe

T
] Y2 −AeT

mp

−Ae
mp −

He
mp

β

ve
pe

+

gse
0

 =

net∑
e=1

[
weT qe

T
]f te

0

 (17)

onde gse corresponde a contribuição devido a tensão elástica sólida, e ve contém os graus de liberdade
de velocidade do sólido e do fluı́do. Como nessa formulação a interpolação da pressão não precisa ser
continua, a mesma pode ser eliminada por meio de um processo de condensação estática:

pe = −β(He−1

mp A
e
mpv

e) (18)

Substituindo Eq. (18) no sistema dado pela Eq. (17) e realizando o processo de sobreposição nodal,
chega-se na seguinte equação não linear:

Ympv + g(us) = f (19)

onde:

Ymp = [Y2 + βY1], Y e
1 = AeT

mpH
e−1

mp A
e
mp (20)

ge
T

=
[
gse 0

]
, fT =

[
f s ff

]
(21)

2.3 Formulação de elementos finitos por elementos mistos

Na formulação por elementos mistos (Un and Spilker [17]), a velocidade do fluido vf é eliminada
como incógnita das equações governantes. Decorrente disso, a pressão se torna uma variável primária
do problema, requerendo uma interpolação continua entre elementos. Operando na equação de continui-
dade (Eq. (2)) e na equação de conservação de momentum (Eqs. (4) e (5)), após algumas manipulações
algébricas obtêm-se as seguintes equações equivalentes (Almeida and Spilker [18]):

∇.(vs − κ∇p) = 0 (22)

∇.(σs
E − pI) = 0 (23)
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Procedendo de forma análoga à formulação de penalidade, multiplica-se a Eq. (22) por uma função
peso ws e a Eq. (23) por uma função peso q e integra-se no domino Ωs:

∫
Ωs

[ws.(∇.(σs
E − pI)) + q(∇.(vs − κ∇p))] dΩ = 0 (24)

Usando integração por partes se obtêm a forma fraca da Eq. (24):

∫
Ωs

[tr
[
(∇ws)Tσs

E

]
− q∇.vs − p∇.ws −∇q.(κ∇p)]dΩ =∫

Γst

ws.t̄dΓ +

∫
Γft

qQ̄dΓ
(25)

onde t̄ = (σs
E−pI).n corresponde a tração prescrita agindo na mistura, e Q̄ = (−κ∇p).n corresponde

ao fluxo prescrito de fluido na direção normal. Transformando para a configuração de referência:

∫
Ωs0

tr(∇x(ws)TF sSse)dΩ0 −
∫

Ωs0

(q∇.vs + p∇.ws + κ∇p.∇q)JsdΩ0 =∫
Γst0

ws.t̄sJsΓdΓ0 +

∫
Γft0

qQ̄JsΓdΓ0

(26)

Usando as interpolações dadas por Eq. (15) e Eq. (16), e observando que para esta formulação a
interpolação de p e q deverá ser continua, obtém-se o seguinte sistema de equação não linear:

net∑
e=1

[
wseT qe

T
] 0 −AeT

vp

−Ae
vp −He

vp

vse
pe

+

gse
0

 =

net∑
e=1

[
weT qe

T
]f te
Qe

 (27)

Agrupando as submatrizes e realizando o processo de sobreposição nodal, chega-se de forma análoga
a Eq. (19) na seguinte equação não linear:

Yvpv + g(us) = f (28)

2.4 Linearização

As Eqs. (19) e (28) correspondem a um sistema de equações não lineares, e para resolve-las é
necessário lineariza-las. Embora seja possı́vel realizar uma linearização completa, isso geralmente não
é necessário, e diferentes nı́veis de linearização são possı́veis. Nesse trabalho se escolheu o menor nı́vel
de linearização possı́vel, no qual é linearizado apenas a parcela elástica gs(us) conforme Un and Spilker
[17] e Almeida and Spilker [18].

A parcela elástica é dada por:

gs(us) =

∫
Ωs0

tr((∇xwsT )F sSse)dΩ0 (29)
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Linearizando Eq. (29) em relação ao deslocamento:

Ł{gs(us),∆us} = gs(ūs) +

∫
Ωe0

[sym((∇xws)TF s) : C : sym(F sT∇x(∆us))+

tr((∇xws)Sse(∇x(∆us))]dΩ0

(30)

onde C é o tensor elástico Lagrangeano, obtido por:

C = 4
∂2Ψ

∂Cs∂Cs
(31)

Interpolando o deslocamento obtém-se a forma matricial da Eq. (31) (Bonet and Wood [20]):

Ł{gs(us),∆us} = wseT (ḡse +Kse∆use) (32)

2.5 Solução temporal

As Eqs. (19) e (28) envolvem deslocamentos e velocidades sólidos. Para relacionar essas duas quan-
tidades é utilizado um esquema trapezoidal para a solução no tempo (Hughes [21]). Em um esquema de
solução temporal trapezoidal o deslocamento us no tempo tn+1 e iteração i é relacionado com o deslo-
camento us e velocidade vs no tempo tn de acordo com:

(usn+1)i = usn + (1− w)∆tvsn + w∆t(vsn+1)i (33)

onde ω ∈ [0, 1]. Para o problema bifásico, a solução será estável para ω ≥ 0.5 (Almeida and Spilker
[18]). Neste trabalho se usou ω = 0.5 conforme Suh et al. [19].

As Eqs. (32) e (33) são introduzidas nas Eqs. (19) e (28), e um esquema iterativo de avanço no
tempo é obtido. O esquema de solução obtido pode ser sumarizado nos seguintes passos:

1. Primeira iteração Newton-Raphson (i = 0):
(a) Inicialização dos vetores de velocidade, pressão e deslocamento usando os resultados con-

vergidos do instante anterior.

v0
n+1 = vn (34)

u
s(0)
n+1 = usn + ∆tvsn (35)

(b) i = 1. Cálculo da matriz de rigidezK e capacitância Y usando us(0)
n+1, e obtenção de ∆vn+1

resolvendo a equação:

[Y 0
n+1 + w∆tK0

n+1](∆vn+1) = fn+1 − Y 0
n+1v

0
n+1 − g0

n+1 (36)
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(c) Correção das variáveis:

v1
n+1 = v0

n+1 + ∆vn+1 (37)

u
s(1)
n+1 = u

s(0)
n+1 + w∆t∆vn+1 (38)

2. Iterações restantes:
(a) Atualização da iteração: i = i+ 1

(b) Cálculo da matriz de rigidezK e capacitância Y usando us(i)n+1, e obtenção de ∆vn+1 resol-
vendo a equação:

[Y i−1
n+1 + w∆tKi−1

n+1](∆vn+1) = fn+1 − Y i−1
n+1v

i−1
n+1 − g

i−1
n+1 (39)

(c) Correção das variáveis:

(usn+1)i = usn + (1− w)∆tvsn + w∆t(vsn+1)i (40)

vin+1 = vi−1
n+1 + ∆vn+1 (41)

u
s(i)
n+1 = u

s(i−1)
n+1 + w∆t∆vn+1 (42)

(d) Repetição da etapa 2.(a-c) até que o resı́duo seja menor que a tolerância estabelecida
3. Após convergência, avança-se para o próximo instante de tempo. Repetem-se as etapas anteriores.

3 Metodologia

Este estudo será dividido em duas partes. Na primeira parte é realizado um teste de benchmark das
formulações de penalidade e de elementos mistos de modo a entender as suas capacidades, vantagens e
desvantagens frente a acurácia e tempo de processamento. Na segunda parte deste estudo será investigado
o comportamento mecânico do modelo para casos de tração e compressão, usualmente utilizados para a
caracterização mecânica de tecidos biológicos, sendo incorporado para isto um modelo anisotrópico na
descrição do comportamento mecânico da fase sólida.

4 Resultados e discussões

4.1 Benchmark

Para o estudo de benchmark das formulações, se escolheu o caso de compressão confinada, já que
por se tratar de um problema unidimensional o mesmo pode ser resolvido por diferenças finitas (ver
Almeida and Spilker [22] para detalhes), fornecendo um resultado independente para comparação. Um
diagrama representando um tı́pico ensaio de compressão confinada é mostrado em Fig. 1.
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Filtro 
poroso

Amostra
confinada

- z=0

- z=h

Figura 1. Diagrama esquemático de um ensaio de compressão confinada. Adaptado de Holmes [23]

A geometria simulada corresponde a uma coluna de 0.25 mm de diâmetro e 1 mm de altura. Foram
analisados um caso de relaxação, com uma deformação imposta εo = 0.1 em to = 50 s, e um caso de
fluência com carregamento σo = 0.2664 MPa. Para o caso de relaxação e fluência o carregamento foi
discretizado usando 721 intervalos de tempo para um tempo final de 120 s.

A função de energia livre de Helmholtz ψs e a função de permeabilidade escolhida foram retiradas
da literatura.

κ = κ0

(
φs0φ

f

(1− φs0)φs

)L
exp

(
M(I3 − 1)

2

)
(43)

Ψs = α0
exp(α1(I1 − 3) + α2(I2 − 3))

In3 − α0
(44)

Os parâmetros de material utilizados foram retirados de Almeida and Spilker [22] e são apresentados
na Tab. 1:

Tabela 1. Parâmetros de material

Parâmetro Valor

αo 0.1084 MPa

α1 0.592

α2 0.0846

κo 2.519e-15 m4

Ns

L 0.0848

M 4.638

φso 0.2

n 0.7612

Foi testado uma malha de 11 elementos retangulares axissimétricos. Para elementos de ambas as
formulações se utilizou uma interpolação quadrática nas variáveis cinemáticas (deslocamento e veloci-
dade) e uma interpolação linear para a pressão.
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Nas Figs. 2 a 4 são mostrados os resultados obtidos por elementos finitos para o carregamento de
relaxação e fluência, comparados com os resultados de referência, obtido por diferenças finitas (Almeida
and Spilker [22]). Os resultados são normalizados utilizando o módulo agregado Ha = 0.33 MPa e
tempo de difusão td = 1200 s, quantidades que caracterizam a equação unidimensional que governa o
problema (Holmes [23]). Na Tab. 2 é mostrado a norma Euclidiana de erro entre os resultados obtidos
pelas formulações em elementos finitos e os resultados obtidos por diferenças finitas.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

=t/t
d

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

p
/H

a

Z=0.500 mm

Z=0.750 mm

Z=0.944 mm

(a) Fluência

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

=t/t
d

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

p
/H

a

Z=0.500 mm

Z=0.750 mm

Z=0.944 mm

(b) Relaxação

Figura 2. Pressão normalizada ao longo do tempo para alturas de 0.5 mm, 0.75 mm e 0.944 mm. Mar-
cadores indicam resultados por diferenças finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por ele-
mentos finitos mistos e por penalidade, onde estas estão sobrepostas.
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Figura 3. Alongamento axial ao longo do tempo para alturas de 0.5 mm, 0.75 mm e 0.944 mm. Marcado-
res indicam resultados por diferenças finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos
finitos mistos e por penalidade, onde estas estão sobrepostas.

Pode-se notar que a formulação de penalidade apresentou uma norma de erro menor que a de ele-
mentos mistos, porém, como observado nas Figs. 2 a 4, os resultados apresentados são muito similares,
com ambas apresentando bons resultados.

Nas Figs. 2 a 4 já se pode notar algumas caracterı́sticas do comportamento mecânico do modelo
bifásico. Por exemplo, durante toda a duração da aplicação do carregamento o mesmo é suportado princi-
palmente pela pressão hidrostática, o que indica que a fase fluı́da é a principal responsável pela resistência
a carga para esse caso. Isso é salientado ao separar a parcela da força de reação devido à fase sólida e
fluı́da, conforme mostra a Fig. 5, onde foi usado os resultados obtidos pela formulação de penalidade.

Analisando Fig. 3 (b) e Fig. 4 (b), se nota que após o fim da rampa de deslocamento, ocorre uma
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Figura 4. a) Tensão axial normalizada ao longo da altura para τ = 0.1, τ = 0.01 e τ = 0.001 b) Pressão
normalizada ao longo da altura para τ = 0.1, τ = 0.01 e τ = 0.001. Marcadores indicam resultados
por diferenças finitas e linhas continuas indicam resultados obtidos por elementos finitos mistos e por
penalidade, onde estas estão sobrepostas.

Tabela 2. Normas de erro entre formulações em elementos finitos e diferenças finitas para pressão nor-
malizada e alongamento nas alturas Z = 0.500 mm, 0.750 mm, 0.944 mm

Formulação mista Formulação penalidade

Pressão normalizada p
Ha

(Relaxação) 0.438 0.198

Pressão normalizada p
Ha

(Fluência) 0.099 0.090

Alongamento λ (Relaxação) 0.083 0.042

Alongamento λ (Fluência) 0.072 0.069
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Figura 5. Força de reação vertical ao longo do tempo por fase (Relaxação)

diminuição progressiva do alongamento da amostra, causado pela exsudação de fluido, a qual também
leva a uma diminuição da pressão hidrostática interna, em direção ao equilı́brio. Isso condiz fisicamente
com o que se espera que ocorra para um sólido permeável saturado de fluido.

O tempo médio de execução para cada formulação é mostrado na Tab. 3. O processador usado foi
um Intel Core i7 4.00 GHz.
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Tabela 3. Tempo médio de simulação para formulação de penalidade e elementos mistos.

Carregamento(Formulação) Tempo de execução

Relaxação (elementos mistos) 93.4 s

Relaxação (penalidade) 214 s

Fluência (elementos mistos) 89.4 s

Fluência (penalidade) 281.7 s

Se nota uma clara vantagem da formulação de elementos mistos em relação ao tempo de execução.
Vale salientar que foi usado o mesmo critério de convergência para ambas as formulações, assim como a
mesma malha de elementos finitos e quantidade de passos na discretização do carregamento.

4.2 Casos de estudo para tecidos biológicos

Com o objetivo de verificar a capacidade de representação do comportamento mecânico de tecidos
biológicos frente a diferentes modos de deformação, estes modelos bifásicos foram estudados frente a
um teste de relaxação em tração e compressão não confinada. Estes são casos geralmente utilizados em
ensaios experimentais para caracterizar o comportamento de tecidos biológicos (Böl et al. [25], Carniel
et al. [24]). Para se aproximar a uma situação mais realista frente a ensaios de tendões e ligamentos, neste
estudo foi incorporado um modelo de material anisotrópico com fibras para a fase sólida (Holzapfel et al.
[26]).

ψsani =
k1

2k2
exp(k2(I4 − 1)2 − 1) (45)

No caso em que a fibra está em compressão (I4 ≤ 1), a contribuição anisotrópica é suposta nula. A
parcela isotrópica de ψs, assim como a função de permeabilidade κ e parâmetros usados são iguais aos
da seção anterior. Para o caso de tração e compressão as fibras são orientadas na direção do carregamento.
Os parâmetros de material usados para ψsani são mostrados na Tab. 4.

Tabela 4. Parâmetros de ψsani

Parâmetro Valor

k1 0.5 MPa

k2 2

A geometria utilizada consiste em uma coluna de diâmetro 2 mm e altura de 1 mm. O deslocamento
aplicado para o caso de tração e compressão foi de 0.2 mm, aplicados em forma de rampa até o tempo
t0 = 50 s, após o qual é mantido constante. Um diagrama esquemático representando este ensaio é
mostrado na Fig. 6:

O contato da amostra com a placa superior e inferior é modelado como completamente adesivo
(ur = 0), e a placa é suposta completamente impermeável. A pressão é suposta nula na lateral da
amostra cilı́ndrica, permitindo com que o fluido escoe livremente. Os resultados obtidos na análise são
apresentados nas Figs. 7 a 11:

Analisando a Fig. 8 percebe-se que o comportamento viscoso da força de reação é mais pronun-
ciado para o caso de compressão do que para o de tração. No modelo bifásico a viscosidade mecânica
é controlada pelo movimento relativo de fluido, que foi de maior magnitude para o caso de tração (ver
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Figura 6. Diagrama esquemático de compressão e tração não confinadas em placa impermeável adesiva
(adaptado de Wu and Herzog [27])
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Figura 7. Distribuição de pressão em t = 50 s para o carregamento de tração (a) e compressão (b).
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Figura 8. Valor absoluto da força de reação vertical ao longo do tempo para o carregamento de tração (a)
e compressão (b).
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Figura 9. Fluxo de fluido no contorno da coluna ao longo do tempo para o carregamento de tração (a) e
compressão (b).
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Figura 10. Deslocamento radial máximo (r = 1 mm, z = 0 mm) ao longo do tempo para o carregamento
de tração (a) e compressão (b).
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Figura 11. Pressão ao longo do raio em z = 0 mm no tempo de 50 s, 100 s e 500 s para o carregamento
de tração (a) e compressão (b).
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Fig. 9). Como a rigidez extra, fornecida pela anisotropia da fase sólida só é ativada quando a fibra esta
em tração, esta poderia agir como uma possı́vel causa para a menor magnitude do efeito viscoso na força
de reação. Em tecidos biológicos moles, essa anisotropia geralmente decorre devido à presença de fibras
de colágeno (tendão e ligamentos, por exemplo), as quais possuem uma rigidez muito maior que a matriz
na qual elas se encontram (Böl et al. [25]), e também apresentam uma viscosidade inerente (Sanjeevi
et al. [28]) independente do escoamento do fluido.

Na Fig. 9 valores positivos de fluxo denotam saı́da de fluido, e valores negativos, entrada. Logo
se nota que ocorre a saı́da de lı́quido da amostra em compressão, e entrada de lı́quido na tração, o
que é devido ao gradiente de pressão gerado pelo carregamento (Fig. 10), e é coerente com o esperado
pela lei de Darcy. Entretanto, se sabe que vários tecidos cartilaginosos apresentam uma exsudação de
fluido durante carregamento de tração (Ehret et al. [5]), o que contrasta com o esperado pela teoria
bifásica com as hipóteses usadas neste trabalho. Isso indica que o modelo constitutivo aqui estudado,
com os respectivos potenciais e parâmetros de material escolhidos, levam a respostas inconsistentes com
as esperadas. A Fig. 10 mostra que após o termino da aplicação da rampa de deslocamento em t = 50 s,
a troca de fluido com o ambiente produz uma relaxação no deslocamento radial, fazendo com que a
geometria se aproxime à sua configuração original. Já a Fig. 11 mostra que para o caso de tração o estado
de equilı́brio é alcançado para t = 500 s, pois, a pressão hidrostática é nula nesse instante. Isso não ocorre
para o caso de compressão, indicando que o equilı́brio ainda não foi alcançado para esse carregamento.

5 Conclusões

Neste trabalho foi estudado e implementado duas formulações de elementos finitos para a solução
do problema bifásico em grandes deformações, sendo uma formulação baseada em penalidade, e ou-
tra baseada em elementos mistos de pressão e velocidade sólida. Como esperado, ambas formulações
apresentaram resultados com boa concordância em relação a uma solução convergida de diferenças fini-
tas para o caso de compressão confinada, entretanto, a formulação baseada em elementos mistos obteve
grande vantagem no quesito custo computacional, e por foi utilizada para os testes de relaxação e fluência.

Para testar as capacidades e limitações da resposta mecânica da teoria bifásica aplicada em tecidos
biológicos, foram realizados testes numéricos de tração e compressão não confinada. Foi incorporado
uma lei anisotrópica para a matriz sólida, que representaria a presença de fibras alinhadas, sendo que a
rigidez destas fibras foi suposta muito maior que a rigidez da matriz. A força de reação obtida para o caso
de tração foi dominado pela rigidez das fibras, apresentando pouco comportamento dissipativo quando
comparado com o resultado obtido para a carga compressiva, o que pode indicar a necessidade de in-
clusão de leis viscoelásticas independentes do movimento de fluido para governar a dissipação mecânica
das fibras. Para o carregamento de tração, o modelo apresentou entrada de lı́quido na amostra, apresen-
tando discrepância com resultados experimentais de tecidos cartilaginosos, que preveem a exsudação de
fluido. Tais resultados evidenciam a necessidade de adequação das leis constitutivas do modelo bifásico
para tecidos biológicos com anisotropia, tanto da fase sólida como da fluida. Assim, trabalhos futuros
incluindo ensaios experimentais serão realizados com o objetivo de capturar esse comportamento, assim
como o estudo de outros modelos de leis constitutivas.
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