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Abstract. Reliability-Based Robust Design Optimization (RBRDO), where random variables are statistically
treated, have been gaining space in practical engineering since it allows to compute the structural probability of
failure associated with a design criteria. The mathematical formulation for robust optimization can falls into a
multiobjective optimization (MO) problem involving as objectives the mean and the standard deviation of a given
function. The most appropriate approach to solve these problems is through a class of strategies based on the Pareto
concept. The uncertainties in the optimization process to obtain robust and reliable projects will be considered
both in the objective function and in the constraints. Robustness measures required by objective functions are
computed by Monte Carlo simulation (MC). For reliability constraints two approaches will be used: RIA
(Reliability index approach) and PMA (Performance Measure Approach). The process of reliability analysis and
optimization requires multiple function evaluations. When applied to real engineering problems it involves
numerical simulations, resulting in a high computational cost procedure. Alternatives to overcome that here is
through two distinct strategies for metamodels: the use of data fitting approximation and a reduced order model.
For the application of the above process, a reinforced concrete frame with three floors will be used.
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1 Introducéo

A otimizacdo em projetos da engenharia estrutural traz uma maior viabilidade e economia, porém a
abordagem deterministica, que ainda é muito utilizada, pode ser questionavel para projetos otimizados, pois
pequenas perturbacGes podem levar a violagdo das restricdes de projetos. Por isso, a otimizagdo baseada em
confiabilidade (RBDO) e nesse caso a otimizacao robusta baseada em confiabilidade (RBRDO ou R2BDO), onde
as incertezas de projeto sdo tratadas estatisticamente, permitindo mensurar o grau de confiabilidade estrutural,
estdo ganhando espago em diversos campos da engenharia e sdo objetos de estudo de diversos trabalhos como
Alves [1], Almeida [2], Motta [3], dentre outros.

As restricdes de confiabilidade presente na formulagdo da RBRDO estdo associadas a probabilidade de falha
ou ao indice de confiabilidade, proporcionando um projeto com bom desempenho e confiavel. J& a robustez, que
proporciona uma baixa sensibilidade as incertezas do problema, faz com que o problema recaia em um problema
com mais de uma meta a ser otimizada (otimizagcdo multiobjetivo, MO), envolvendo média e desvio padrdo de
uma determinada funcdo escolhida. Métodos para resolucdes de problemas de otimizacdo multiobjetivo foram
estudados em referéncias como Bates [4] e Motta et al. [5] e baseiam-se no conceito de Pareto.

Tanto o processo de andlise de confiabilidade como o de otimizacdo requerem mdltiplas avaliagfes de
fungdes, por isso sdo necessarias estratégias eficientes para conduzir tais anélises. Essas estratégias sdo construidas
utilizando bibliotecas pré-existentes e codigos desenvolvidos, ambos na linguagem Python.

Ainda assim, esses processos, quando aplicados a problemas da engenharia envolvendo simulagGes
numéricas, podem resultar num custo computacional proibitivo de aplicar tais ferramentas. Como alternativa para
reducdo do custo computacional, podem ser utilizados modelos aproximados como em Motta [6], Afonso et al. [7]
e Pinto [8], dentre os quais serdo consideradas aqui duas estratégias separadamente com o objetivo de compara-
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las. A primeira sendo 0 Método de Base Reduzida (MBR) que reduz a ordem do modelo computacional e sera
responsavel pela analise estrutural que esta presente tanto na funcdo objetivo como nas fungdes de restricdo. A
segunda estratégia consiste na aproximacao por ajuste de dados e também serd utilizada tanto na fungéo objetivo
como nas funcdes de restricao.

2 Analise Estrutural

O objetivo da analise estrutural é determinar os efeitos das a¢des em uma estrutura. A norma NBR 6118/2014
apresenta varios tipos de abordagens para analise estrutural de acordo com a resposta dos materiais. Mas, devido
ao caso estudado ser um pértico 2D de pequeno porte com trés pavimentos e com apenas carregamentos
uniformemente distribuidos que produzem relativamente pequenos deslocamentos, a norma permite considerar
apenas a analise linear.

Aqui a analise linear foi feita pelo método de elementos finitos (MEF), onde considerou-se, para o elemento
basico (elemento de barra linear), as premissas dos elementos de viga apresentadas pela teoria de Euler-Bernoulli
que considera que as secOes transversais permanecem planas apés a deformagdo e, portanto, ndo considera
qualquer deformacdo devido ao esforgo cisalhante. Nesta andlise busca-se encontrar o comportamento dos
elementos das estruturas, o qual se caracteriza pelos deslocamentos nodais do sistema devido a acdo de cargas
pontuais aplicadas nestes nds equivalente as cargas originais.

Para tal andlise, optou-se por usar um cédigo apresentado por Alves [1] desenvolvido em Python, pois
mostrou ter um bom tempo de processamento, bastante versatil e podendo ser facilmente adaptado para resolver
varios tipos de estruturas. Contudo, devido aos demais processos envolvidos no problema (anélise de
confiabilidade e otimizacdo) requererem um niimero grande de analises estruturais, isto pode se tornar muito caro
computacionalmente. Para aumentar a rapidez da reposta estrutural|, técnicas de aproximagao baseadas no método
de base reduzida (MBR) sdo inseridas na metodologia. Outra estratégia foi 0 uso de uma superficie de resposta
para substituir completamente a analise estrutural.

2.1 Meétodo de Base Reduzida

O MBR é um método que consiste numa proje¢do do tipo Galerkin de ordem reduzida que contém solugdes
(base) do modelo de alta fidelidade para o problema de interesse em pontos selecionados do espaco de projeto
(MOTTA, [3]).

Assim como para 0 uso de uma superficie de resposta, os procedimentos para a analise via MBR, séo
divididos em duas etapas, na primeira séo avaliados pontos distribuidos aleatoriamente no espaco de projeto, para
a criacdo da base reduzida (Z) e é chamada de fase off-line. Ja na segunda etapa, chamada on-line, sdo realizadas
as avaliagOes das fungdes requeridas nos procedimentos de otimizacdo e andlise de confiabilidade utilizando a
base reduzida (Z). A ideia do algoritmo para implementacdo da metodologia é que a parte off-line seja executada
apenas uma vez, gerando a base, e no estagio on-line utiliza-se esses dados para executar uma resposta mais rapida
para novos parametros que sdo as variaveis do problema.

Detalhes do algoritmo pode ser encontrado em Motta [3], que foi adaptado para o problema de analise linear
deste trabalho e implementado na linguagem de programacao utilizada, Python.

3 Otimizacdo Robusta Baseada em Confiabilidade

A analise de confiabilidade de uma estrutura baseia-se na ideia de que sempre ha uma probabilidade de que
algum critério ndo seja atendido, chamada probabilidade de falha. Esta falha pode ser caracterizada por ruptura
dos materiais componentes ou por ndo atender as prescricbes normativas referentes a deformacGes maximas,
aberturas de fissuras, etc. A analise de confiabilidade leva em conta as incertezas inerentes aos materiais e suas
resisténcias, aos carregamentos, e a geometria da estrutura. Essa probabilidade é pode ser quantificada de forma
aproximada pelo indice de confiabilidade (j).

As incertezas no processo de otimizacdo serdo consideradas aqui tanto na funcéo objetivo como nas restricbes
para obtencdo de projetos robustos e confidveis. Nas fungdes objetivos, as incertezas serdo consideradas através
das medidas de robustez com simulacdo de Monte Carlo (MC) e nas restri¢des foram utilizadas duas abordagens:
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uma chamada RIA (Reliability index approach) e outra denominada PMA (Performance Measure Approach).

Para a andlise de confiabilidade é necessario definir quais sdo as variaveis estocasticas, também chamadas
de aleatdrias ou randdmicas e seu tipo de distribui¢cdo. No Brasil ainda ndo ha estudos especificos que analisem as
distribuicdes de probabilidades mais adequadas para as diferentes varidveis aleat6rias do problema estrutural.
Entretanto, ha diversos trabalhos publicados no exterior sobre esse tema. Por isso, este trabalho seguird as
premissas apresentadas por Joint Committee on Structural Safety (JCSS) [9].

No método de Monte Carlo, apds um estudo paramétrico, o tamanho da amostra é escolhido de acordo com
0 menor esfor¢o computacional para resultados adequados dentro de uma determinada tolerancia. Entdo, se utiliza
essa amostra para calcular as medidas de robustez que sdo as médias e os desvios padrdes nas fun¢Ges de interesse
(funces objetivo) que nesse trabalho serdo o custo e o deslocamento maximo da estrutura.

Na abordagem RIA (mais tradicional) (MOTTA, [3]) € necessario calcular o indice de confiabilidade, que
nesse trabalho foi obtido pelo método de primeira ordem (FORM — First Order Reliability Method) que usa uma
técnica iterativa. Ja a abordagem PMA avalia as restricbes de confiabilidade estrutural durante o processo de
otimizacdo, sem a necessidade do célculo direto do indice de confiabilidade, por isso é mais eficiente. Uma
comparacéo ilustrativa das abordagens RIA e PMA podem ser vistas na Figura 1.

- J
G(Z)<0 v G@)=0
\

Z pua
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Figura 1. Avaliacdo de restri¢do de confiabilidade via RIA e PMA

Todas as definicdes, formulacBes e detalhamento dos procedimentos envolvidos em todas as abordagens
dessa analise podem ser encontrados em Nascimento [10] ou Motta et al. [5]. A implementagdo computacional foi
desenvolvida na linguagem Python, onde utilizou-se 0 médulo Numpy nos calculos do MC, a biblioteca PyRe
(Python Reliability) para utilizacdo do FORM e esta Gltima foi alterada para emprego da abordagem PMA.

4 Otimizagdo com Modelos Substitutos

Nos problemas de otimizacdo pode haver dificuldades associadas as avaliagcbes das fungdes objetivo,
restricdes e seus gradientes, causando um elevado custo computacional ou uma resposta que apresente ruido. Uma
forma apontada na literatura (AFONSO et al. [7]) de contornar estes problemas é a utilizagdo de estratégias de
otimizacdo baseadas em modelos substitutos.

Varias técnicas podem ser utilizadas para construgdo do modelo substituto, onde o maior desafio é fazer com
que ele seja 0 mais preciso possivel, utilizando o menor nimero de avaliagdes do modelo de alta fidelidade. Essas
técnicas estdo agrupadas em duas categorias, a funcional que engloba varias abordagens, e a fisica (fidelidade
hierarquica) que engloba modelos baseados na fisica do problema estudado.

O MBR, explicado anteriormente, pode ser considerado um modelo substituto da categoria fisica. Neste
trabalho sera utilizada, também, uma estratégia da categoria funcional com modelo de ajustes de dados por fun¢des
de base radial (FORRESTER et al. [11]) (RBF — Radial Basis Function). Na literatura (AFONSO et al. [7], PINTO
[8]) o método RBF tem apresentado bons resultados em varios problemas da engenharia.

4.1 Funcdes Base Radial

O método das funcdes base radial (RBF — Radial Basis Function) é um procedimento para aproximar funcdes
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multivaridveis em termos de funcdes mais béasicas, de propriedades conhecidas e de mais facil analise
(FORRESTER et al [11]). A RBF é uma ferramenta eficiente para resolver problemas de interpolacdo de dados de
multiplas variaveis, onde o problema de interpolag&o € feito pela aproximacdo de uma funcéo real por uma fungéo
substituta, através de m diferentes dados avaliados em n pontos distintos.

Toda a técnica de interpolacdo de dados com RBF pode ser encontrada em Pinto [8], neste trabalho foi
adotada a biblioteca Scipy.interpolate.Rbf em Python, para implementagdo computacional. O modelo substituto
via RBF foi aplicado nas restricdes de confiabilidade, substituindo as funcfes de falha; e substituindo a funcao
objetivo que possui maior custo computacional.

5 Otimizacdo Multiobjetivo

Muitos problemas de engenharia possuem mais de uma meta ou objetivo a serem otimizados, além de véarios
critérios a serem satisfeitos, esses problemas sdo chamados de Otimizacdo Multiobjetivo. A formulacdo
matematica do problema de otimizacédo consiste em encontrar um conjunto de n variaveis de projeto contido num
vetor X, tal que minimize o vetor de funcGes objetivos F(x), sujeito a restricbes de desigualdade e igualdade e aos
limites inferiores e superiores das variaveis de projeto.

Usualmente, ndo é possivel encontrar um projeto que seja ideal para todos os objetivos, em vez disso, existem
varias solucBes para o problema, cada uma representando uma relagéo entre os objetivos. Para encontrar essas
solucBes pode ser empregado o conceito de Pareto encontrado em Bates [4]. Para encontrar os pontos de Pareto
existem varios métodos, esse trabalho se restringira ao Método da Intersecdo Contorno-Normal (NBI), que vem
produzindo bons resultados na literatura (DAS e DENNIS [12]).

Em resumo, esse tipo de método consiste na transformacdo do problema com varios objetivos em outros com
apenas um objetivo e, para a solucéo de cada otimizacéo escalar, foi utilizado o método de Programacéo Quadrética
Sequencial (SQP) que tem se provado altamente eficaz em problemas de otimizacdo (ANTONIOU e LU [13]). O
SQP aproxima o problema a uma sequéncia de subproblemas quadraticos convexos até que os valores das variaveis
de projeto venham a convergir, onde todo procedimento pode ser encontrado em Motta et al. [5] e neste trabalho
foi utilizado a fungdo minimize presente na biblioteca Scipy.optimize na linguagem Python.

O método NBI foi introduzido por Das e Dennis [12] com o objetivo de encontrar pontos eficientes do
contorno no espago das funcdes objetivo (espago vidvel), que possibilitem a construgdo de uma curva suave. Tal
método teve sua formulacdo implementada na linguagem Python e pode ser encontrada em Nascimento [10].

6 Estudo de caso

O caso estudado trata-se de um portico plano, que foi adaptado da referéncia Coélho [14], e possui trés
pavimentos com carregamentos uniformemente distribuidos aplicados ao longo de suas vigas, como mostra a
Figura 2.

Figura 2. Pértico plano com trés pavimentos

Os detalhes dessa estrutura podem ser encontrados em Nascimento [10], mas, em resumo, foram adotados
dois grupos de vigas e pilares que estdo especificados na Figura 2, e para obter os esforcos, as vigas foram
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discretizadas em dois elementos de mesmo tamanho em cada vao, portanto a estrutura possui um total de 30 barras
(12 pilares + 18 vigas). Considerou-se um carregamento permanente g = 16.8 kN/m, uma sobrecarga de q = 7.2
kN/m, mddulo de elasticidade do concreto igual a 28.4 GPa, médulo de elasticidade do ago igual a 210GPa e
coeficiente de Poisson igual a 0.2 como previsto pela NBR 6118.

Todas as variaveis envolvidas no problema (variaveis de projetos e aleatdrias) assim como as suas respectivas
distribuicdes e parametros relacionados estdo apresentados na Tabela 1, onde V é o coeficiente de variacdo. Os
dados estatisticos foram retirados da JCSS [9], onde também é encontrado o valor recomendado para o indice de
confiabilidade g = 4.2, que foi admitido para a verificacdo do estado limite Gltimo.

Tabela 1. Variaveis do problema.

Variaveis Unidade PDF Média \Y Limite superior  Limite inferior
Base das vigas cm Normal Variavel 0.025 20 50
Altura das vigas cm Normal Variavel 0.025 35 90
Base dos pilares cm Normal Variavel 0.025 30 60
Altura dos pilares cm Normal Variavel 0.025 30 90
As positivo vigas cm? Deterministico  Variavel - 5.67 22.81
As negativo vigas cm? Deterministico ~ Variavel - 5.67 22.81
As pilares cm? Deterministico  Variavel - 11.34 88.36
Resisténcia do concreto MPa Lognormal 39.38 0.10 - -
Resisténcia do ago MPa Lognormal 491.2 0.05 - -
Maddulo de elast. do aco GPa Normal 210 0.05 - -
Carga permanente kN/m Normal 16.5 0.04 - -
Sobrecarga KN/m Normal -6.84 0.10 - -

As variveis da Tabela 1 que possuem média “Varidvel” sdo as varidveis de projeto, incluem as dimensoes
das vigas e pilares de cada grupo e as areas de ago dos elementos, totalizando 14 varidveis de projeto. Essas
varigveis foram tratadas como continuas e os seus limites indicados na Tabela 1.

O primeiro objetivo (f,;1) € minimizar a média do custo total da estrutura em USD (dolares americanos), e
0 segundo objetivo (f,;) € minimizar o maior valor dentre os desvios padres das deformagGes nos nos, e € no
segundo objetivo que se encontram os método de modelos aproximados.

Além da restricdo especifica do método NBI, as demais restricdes possuem o formato da eq. (1) com
abordagem RIA e o formato da eq. (2) com abordagem PMA, sendo associadas as funcdes estado limite mostradas
na eg. (3). As restricbes adotadas sdo os critérios de estado limite dltimo (ELU) presentes na NBR 6118/2014 e
totalizam 8 funcdes de falha.

9/ (x) = B, — B,,,(x) >0, i=12..38. 1)

g7 (x) = G(2) >0, i =12,..8. )

Gi(x)zl—SSd(x) > 0,0 =12,..,8. ?)
Spa(x)

onde S, refere-se aos esforgos solicitantes de dimensionamento e S, aos esfor¢os resistentes de projeto.

6.1 Resultados

O primeiro passo do MBR ¢é o processo off-line, onde € necessario definir o tamanho N da amostra que dara
origem a base. Apos alguns estudos, constatou-se que o menor tamanho da amostra que traz um menor custo
computacional, mas ainda com bons resultados foi um tamanho N = 10. O nimero de casos avaliados para a
construcdo do modelo substituto RBF foi igual a 10 vezes o nimero de variaveis de projeto, ou seja, 140 casos.

O MBR foi testado para 0 método de otimizagdo multiobjetivo NBI com as abordagens de confiabilidade via
RIA e PMA, com 11 pontos de Pareto para tracar a curva de cada abordagem. Ja o RBF, a principio, foi testado
apenas com abordagem de confiabilidade via PMA e também com 11 pontos de Pareto.
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A sequir, estdo ilustrados na Figura 3 e na Figura 4 os resultados obtidos neste trabalhado comparados com
os resultados retirados de Nascimento [10] com analise estrutural via MEF, que ndo utiliza nenhuma estratégia de
modelo aproximado. O grafico do RBF esta plotado com os resultados reanalisados via MEF.

Pode-se observar que alguns pontos de Pareto “aproximados” ndo ficaram nas localizagGes esperadas. Os
erros maximos entre as diferengas relativas dos resultados calculados via MBR e os resultados via MEF séo de
15,4 % e 12,2 % para os 6timos da f;,,j; € da f, >, respectivamente. Ja os erros maximos entre os 6timos da f,
e da f,pj» sd0 17,1 % e 35,3 %, respectivamente, relativos a diferenca entre os resultados calculados via RBF e
via MEF.

NBI via RIA

E 2,00-03
8 1,50E-03 & — MEF
Z
g 1,00E-03 MBR
8 5,00E-04 .
g 0,00E+00

9000 14000 19000

CUSTO (USD)

Figura 3. Pontos de Pareto com NBI via RIA

NBI via PMA

& 2,00E-03

= 1,50E-03

7 r

g 1,00E-03

U

Q 5,00E-04

—

[#2]

g 0,00E+00

9000 14000 19000

CUSTO (USD)

Figura 4. Pontos de Pareto com NBI via PMA

Na Tabela 2 séo apresentadas as comparagdes do custo computacional de cada caso, através do nimero de
iteraces, avaliacBes de funcbes e tempo computacional. Pode-se observar que o0 MBR teve um menor custo
computacional comparado ao tradicional MEF, como era esperado. Ja 0 uso do modelo substituto RBF reduz
enormemente esse custo, sendo 44 vezes mais rapido que o MBR e 64 vezes mais rapido que o uso tradicional do
MEF, devido a rapidez da avaliagdo estrutural e convergéncia mais rapida.

Tabela 2. Custo computacional
MEFvia MBRvia MEFvia MBRvia RBFvia

RIA RIA PMA PMA PMA

IteracOes 1023 499 1356 1170 340

NBI  Avaliacdes de funcdes 18557 8653 27827 22588 5784
Tempo (hr) 39.82 24,63 44,95 30,93 0,70
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7 Conclusoes

A otimizacdo do portico de concreto armado proposto com dois objetivos estatisticos e com restrigdes
baseadas em confiabilidade, gera um elevado custo computacional. Para sanar tal problema, foram comparadas
duas estratégias distintas de modelos aproximados. Tanto o método de Base Reduzida como o método de Funges
Base Radial foram capazes de encontrar curvas de Pareto utilizando o método NBI que atendessem as restricoes
definidas, mostrando a eficiéncia do cddigo desenvolvido, apesar das diferencas em relacdo a solucdo via MEF
tradicional, chegando a um erro de até 35,3% que pode ser minimizado com uma investigagdo do tamanho da
amostra, do ponto inicial, do célculo dos gradientes, da tolerancia, etc.

Dos dois métodos utilizados para a aproximagdo, o0 RBF obteve uma reducgdo de custo computacional
bastante consideravel. O RBF foi 44 vezes mais rapido que o MBR e 64 vezes mais rdpido que o uso tradicional
do MEF, devido a rapidez da avaliacdo estrutural e convergéncia mais répida. Entretanto, ainda sdo necessarios
alguns ajustes, pois, um dos pontos (ponto de custo minimo) se encontra fora da localizacdo esperada, em
comparagdo com a curva encontrada pelo MEF.

Apds serem feitos 0s ajustes necessarios para que os métodos possam obter uma aproximacédo ainda melhor,
ambos podem ser utilizados em diversas estruturas que possuam uma complexidade ainda maior, e portanto, um
maior custo computacional.
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