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EM DUPLO BALANÇO UTILIZANDO UM MODELO PROBABILÍSTICO
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Abstract.
The Double Cantilever Beam (DCB) test has been used in many studies, generally in the framework of Frac-

ture Mechanics, in order to characterizing the concrete fracture under tensile loads. This test provides information,
such as, the critical stress intensity factor and the critical energy release rate, that allows evaluating the toughness
of the material. In this work, a numerical simulation of a prestressed DCB was carried out based on a macrosco-
pic probabilistic model. The macroscopic probabilistic approach is developed in the context of the finite element
method (FEM) and considers that each finite element is represents of a heterogeneous material volume. The proba-
bilistic aspect is introduced in the model by considering random distributions of tensile strength and local cracking
energy at the local scale of the material. That states the cracks are created within the concrete with different energy
dissipation depending on the spatial distribution of constituents and initial defects. To furnish consistent statistical
results, the Monte Carlo procedure is used. Promising results in terms of global behaviour and macrocracking
information in a very large prestressed DCB specimen are presented.

Keywords: Modelagem Numérica, Ensaio de Viga em Duplo Balanço, Fissuração do Concreto, Modelo Proba-
bilı́stico

1 Introdução

A modelagem numérica do concreto vem sendo empregada de diversas maneiras ao longo dos anos e enfrenta
desafios devido à complexidade do material. Por conta disso, existem vários modelos com diferentes aplicações,
dentre os quais se encontram os probabilı́sticos, em que propriedades mecânicas do material são distribuı́das alea-
toriamente na malha de elementos finitos, por meio de funções de distribuição de probabilidade ([1]; [2]; [3]; [4];
[5]; [6] e [7]).

No contexto da modelagem probabilı́stica da fissuração do concreto, encontra-se o modelo denominado ma-
croscópico que tem como objetivo simular o comportamento global de estruturas de concreto com um padrão
localizado de macrofissuras [7]. Por conta disso, este trabalho tem como objetivo simular o comportamento de
um elemento estrutural de concreto protendido submetido ao teste Double Cantilever Beam (DCB), em português,
teste de viga em duplo balanço (VDB).

São realizadas análises tridimensionais do problema e a validação estatı́stica dos resultados é feita por meio
do procedimento de Monte Carlo. O modelo foi implementado dentro do quadro do método dos elementos finitos
(MEF), em linguagem de programação FORTRAN, numa plataforma que vem sendo desenvolvida e aperfeiçoada
por pesquisadores do programa de engenharia civil da COPPE/UFRJ. Esta plataforma já foi utilizada em trabalhos
publicados na literatura para diferentes aplicações ([8]; [9]; [10]; [11]; [12]; [13]; [14];[15]; [16]; [17]).
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2 Modelo Probabilı́stico Macroscópico de Fissuração do Concreto

A ideia básica do modelo desenvolvido por Rossi and Wu [1], considera que o comportamento mecânico
de cada elemento finito depende do seu tamanho e está sujeito à variações aleatórias. Assim, cada elemento finito
representa um volume de material heterogêneo cujo comportamento é controlado pelo seu grau de heterogeneidade
re = Ve/Vg , onde Ve é o volume do elemento finito e Vg volume máximo do agregado. O modelo incorpora essa
heterogeneidade por meio da distribuição aleatória de propriedades mecânicas de resistência à tração (ft) e energia
de fratura (Gc) na malha de elementos finitos.

O processo de fissuração, em um nı́vel elementar, induz a uma dissipação local de energia, que é representada
por uma lei de dano isotrópica que começa atuar quando a máxima tensão principal do elemento atinge seu valor
de resistência a tração. Neste ponto, inicia-se, o processo de evolução do dano, que termina quando a quantidade
de energia disponı́vel para aquele elemento for totalmente consumida [18].

Por questões de simplificação, considera-se uma formulação bilinear da relação tensão-deformação (σ, ε)
para simular o comportamento de amolecimento do material. A lei constitutiva (σ, ε) é completamente definida
pela resistência à tração e pela densidade volumétrica de energia dissipada (gc) [19]. Esta última pode ser calculada
com base na energia de fratura do material: gc = Gc/le. Onde le representa o tamanho caracterı́stico elementar e
pode ser estimado como: le = 3

√
Ve [20].

Considera-se que a energia consumida pela criação e propagação de uma macrofissura, é dada em um nı́vel
macroscópico, como consequência da fissuração de sucessivos elementos ([21], [19]). Além disso, essa energia
pode ser considerada como um parâmetro intrı́nseco do material, em termos de valor médio, sendo dependente
apenas do tipo de concreto [7].

O modelo é probabilı́stico no que diz respeito à distribuição aleatória das propriedades do material, por conta
disso, nas seções abaixo serão descritos os procedimentos utilizados para realizar essa distribuição e para o cálculo
dos seus respectivos parâmetros. Mais detalhes sobre a formulação da lei de dano e implementação do modelo
podem ser encontrados em Rita et al. [17].

2.1 Distribuição de Propriedades Aleatórias do Material

Para distribuição aleatória da resistência à tração (ft), utiliza-se a lei de Weibull ([22],[23]). Diz-se que uma
variável aleatória x segue a distribuição de Weibull (com dois parâmetros) se sua função densidade de probabili-
dade é definida pela função f(x, b, c) : x ∈ (0,∞]→ R, tal como:

f(x, b, c) =
b

c

(x
c

)b−1

e(−
x
c )
b

. (1)

onde b é chamado parâmetro de forma e c parâmetro de escala da distribuição, cuja média (µ) e desvio padrão (σ)
são dados por,

µ = c× Γ

(
1

b
+ 1

)
. (2)

σ2 = c2 × Γ

(
2

b
+ 1

)
− µ2. (3)

Para a energia de fratura (Gc), utiliza-se a lei distribuição lognormal que tem função de densidade de proba-
bilidade definida por f(x, b, c) : x ∈ (0,∞]→ R tal como segue na eq. (4).

f(x, µ, σ) =
1

µσ
√

2π
e
−
(

(ln(x)−µ)2

2σ2

)
. (4)

onde, µ é a média e σ o desvio padrão do logaritmo natural da variável, cujo valor esperado E(X) e variância
V ar(X) são dados pelas equações (5) e (6). O desvio padrão será considerado como a medida de dispersão da
distribuição e será denotado como dlog =

√
V ar(X).

E(X) = eµ+
σ2

2 . (5)

V ar(x) =
(
eσ

2

− 1
)
e2µ+σ

2

. (6)
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Cada uma das distribuições possui dois parâmetros que precisam ser determinados adequadamente para re-
presentar o comportamento do material. Contudo, visto que a energia de fratura pode ser considerada como uma
propriedade intrı́nseca do material, adota-se que, em termos de média, seu valor é constante e igual ao valor obtido
experimentalmente por Rossi [24]: Gc = 1.3141 × 10−4MN/m, sendo seu desvio padrão o único parâmetro a
ser determinado.

Dessa forma, para aplicar o modelo, precisamos determinar os parâmetros b e c da lei de Weibull e dlog da lei
lognormal. A maneira mais eficaz de obtê-los é por meio de uma análise inversa a partir de dados experimentais.
No entanto, este procedimento é complexo e computacionalmente custoso. Por conta disso, algumas alternativas
podem ser sugeridas para estimar estes parâmetros como uma primeira aproximação.

Para a energia de fratura, considerou-se um volume elementar médio no ramo central do espécime, onde a
macrofissura se propaga, como sendo o Ve de influência do material, visto que a fissura se concentra apenas neste
local e são estes elementos que contribuem para o resultado mecânico global da solução. Assim, foram realizadas
diversas simulações, tendo-se fixado os parâmetros b e c, para estimar o valor de dlog que melhor representa o
comportamento do ramo pós-pico, indicativo da propagação da fissura.

Para os parâmetros da lei de Weibull, desenvolveu-se um procedimento numérico iterativo para calculá-los a
partir de um sistema não linear de equações, formado com base nas equações de média (µ) e desvio padrão (σ) da
distribuição. Para obtenção desses valores em função de Ve/Vg , utilizou-se as equações (7) e (9) apresentadas por
Rossi et al. [3], considerando-se que o volume de material solicitado é igual ao volume do elemento finito.

µ(ft) = a

(
Ve
Vg

)−γ

. (7)

onde, a = 6.5MPa e γ é dada pela eq. (8),

γ = 0.25− 3.6× 10−3

(
fc
c1

)
+ 1.3× 10−5

(
fc
c1

)2

. (8)

σ

µ
(ft) = A

(
Ve
Vg

)−B

. (9)

onde, A = 0.35; a constante c1 = 1MPa e B é dada pela eq. (10),

B = 4.5× 10−2 + 4.5× 10−3

(
fc
c1

)
− 1.8× 10−5

(
fc
c1

)2

. (10)

Assim, para cada elemento na malha, obteve-se um respectivo par (b, c) da lei de Weibull em função de seu
volume e da resistência à compressão fc que é representativa da qualidade do concreto. Contudo, devido ao fato
desta formulação só ter sido validada para o intervalo re ∈ [10, 10000], foi necessário ajustar o valor de média dada
pela função nos elementos em que re < 10 (cerca de 10%), a fim de que o pico do ensaio fosse bem representado.
Esta estimativa também foi feita fixando-se os demais parâmetros e multiplicando o valor de µ (somente nestes
elementos) por uma constante até que o pico, indicativo da inicialização da fissura, fosse bem representado.

2.2 Procedimento Numérico para Cálculo dos Parâmetros da Distribuição de Weibull

A formulação do procedimento utilizado para a determinação dos parâmetros (b, c) da distribuição de Weibull,
cuja média (µ) e desvio padrão (σ) foram obtidos conforme explicado anteriormente, e o algoritmo implementado
são brevemente apresentados.

Formulação

Para obter o sistema não linear a ser resolvido, primeiro define-se duas variáveis auxiliares, são elas: z = 1/b
e w = 2/b. Substituindo-as nas equações (2) e (3), respectivamente, obtém-se:

µ = c× Γ (1 + z) . (11)

σ2 = c2 × Γ (1 + w)− µ2. (12)

Considerando-se a seguinte propriedade xΓ(x) = Γ(x + 1), pode-se reescrever as equações (11) e (12) da
seguinte maneira,
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µ = c× z × Γ (z) . (13)

σ2 = c2 × w × Γ (w)− µ2. (14)

Finalmente, as equações (13) e (14) podem ser representadas por um sistema não linear com 3 equações e 3
incógnitas, 

z × Γ(z) 0 0

0 c2 × Γ(w) 0

0 −1 2


︸ ︷︷ ︸

A


c

w

z


︸︷︷︸

x

=


µ

σ2 + µ2

0


︸ ︷︷ ︸

b

(15)

Este sistema também pode ser escrito de uma forma mais compacta, através de uma notação matricial Ax =

b. Onde A é a matriz 3× 3 indicada e tem-se que: xT =
[
c w z

]
e bT =

[
µ σ2 + µ2 0

]
.

Algoritmo

A solução desse sistema foi obtida por meio do método iterativo das substituições sucessivas de Picard [25],
que tem como grande vantagem ser de simples implementação. O procedimento não linear de solução é dado pelo
algoritmo abaixo onde α é o parâmetro de sub-relaxamento (α = (0, 1]).

Algorithm 1 Processo iterativo não linear de Picard
1: for k = 0, ..., It do
2: R = F−A(xk)xk

3: if ‖R‖ < tol then
4: exit
5: end if
6: x? = A(xk)

−1b(xk)
7: xk+1 = αx? + (1− α)xk

8: end for
9: xs

n+1 = xk

A linha 7 do Algorı́timo 1 foi adicionada para aumentar a robustez do processo iterativo de solução. Esta
modificação não existe no método original, porém é bastante utilizada em soluções de problemas não lineares [26].
O chute inicial do processo iterativo pode ser igual a xT0 =

[
µ 2µ

σ
µ
σ

]
.

3 Ensaio de Viga em Duplo Balanço

O ensaio VDB está relacionado à propagação de macrofissuras em uma viga em duplo balanço de grande
dimensão, cuja campanha experimental foi realizada no contexto da tese de doutorado de Rossi [24] e as carac-
terı́sticas geométricas podem ser vistas na Fig. 1(a). Neste trabalho, foram realizados ensaios com concreto simples
(com e sem carga de protensão), concreto com fibras e concreto armado. Em um estudo realizado por Rita et al.
[17], simulou-se este ensaio para o caso do concreto simples sem protensão. Agora, estuda-se a aplicação do
modelo para concreto simples com aplicação de uma carga de protensão de 1230KN , com intuito de concentrar
a propagação da macrofissura no centro do espécime, uma vez que durante a realização do ensaio experimental
observou-se uma bifurcação prematura da fissura.

A malha de elementos finitos é composta por elementos tetraédricos, aproximados por funções de interpolação
lineares, contendo 19395 elementos e 4496 nós. As condições de contorno foram impostas de forma compatı́vel
com o ensaio experimental, os locais de aplicação dos deslocamentos na direção transversal e da carga de protensão
na direção longitudinal estão indicados na Fig. 1(b).

Os dados utilizados na simulação correspondem a um concreto simples, cuja composição foi descrita por
Tailhan et al. [7] e os parâmetros mecânicos são: módulo de elasticidade E = 36GPa; resistência à compressão
fc = 50MPa. Para o modelo numérico utilizou-se: coeficiente de Poisson ν = 0.2; parâmetros da distribuição
lognormal: média Gc = 1.314 × 10−4MN/m e desvio padrão dlog = 3.942 × 10−3MN/m; parâmetros da lei
de Weibull obtidos pelo procedimento iterativo.
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(a) Geometria do espécime VDB (Nader [27]) (b) Malha de elementos finitos,
imposição de deslocamentos e carga
de protensão

Figura 1. Caracterı́sticas do espécime VDB analisado.

4 Resultados

Os deslocamentos aplicados possuem incremento de 0.25×10−3dm num número total de 80 incrementos para
cada análise. A resposta do comportamento global da estrutura é obtida pelo método de Monte Carlo, onde foram
realizadas 30 análises do ensaio (número suficiente de amostras em termos de convergência do comportamento
médio global). Estes resultados são apresentados na Fig. 2(a) por meio das curvas de carga × deslocamento,
dadas em termos de DARF (deslocamento de abertura da boca da fissura). As curvas em vermelho representam
as respostas do comportamento mecânico das simulações numéricas e a curva em negrito representa o resultado
experimental obtido por Rossi [24].

(a) Resposta do comportamento global das simulações do espécime DCB (b) Exemplo de macrofissura ob-
tida com o modelo em uma das
simulações do Monte Carlo.

Figura 2. Resultado obtido com o modelo macroscópico probabilı́stico.
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Nota-se que a curva experimental está compreendida dentre o conjunto das análises numéricas. Além disso, o
comprimento da fissura obtido experimentalmente foi 2.09m, enquanto o comprimento médio de fissura numérico
foi 2.21m, o que corresponde à verificação de uma diferença de 5.7% em relação ao experimento. Esses resultados
permitem afirmar que as respostas globais obtidas pelo modelo macroscópico probabilı́stico foi satisfatória.

Verifica-se também, conforme ilustrado na Fig. 2(b), que a direção de propagação da macrofissura, obtida
com o modelo, está concentrada na região central do espécime, coerentemente com o que se esperava.

5 Conclusões

Um modelo probabilı́stico macroscópico foi utilizado para simular o comportamento global do elemento
estrutural (VDB) de concreto protendido. O modelo forneceu uma descrição satisfatória da macrofissura envolvida
no processo de fissuração, tanto por meio das curvas carga-DARF, que compreenderam a curva experimental, como
pelo comprimento médio da macrofissura, que diferiu 5.7% da medida obtida no experimento.

A estratégia proposta para estimação dos parâmetros das funções de distribuição de probabilidade, aplicados
neste problema em particular, se mostrou satisfatória. No entanto, para trabalhos futuros, é necessário que um
procedimento de análise inversa seja realizado para obtê-los com mais precisão, de modo a garantir que eles
caracterizem adequadamente o material, levando em conta seus efeitos de heterogeneidade e efeito escala.
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onal, Vitória, Brasil.
[16] Silva, A. B. C. G., Wrobel, L. C., & Ribeiro, F. L. B., 2018. A thermoregulation model for whole body
cooling hypothermia. JOURNAL OF THERMAL BIOLOGY, vol. 78, pp. 122–130.
[17] Rita, M. R., Mota, M. T., Andrade, H. C. C., Fairbairn, E. M., Ribeiro, F. L. B., Tailan, J.-L., & Rossi,
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rupture. PhD thesis, L’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Paris, France.
[25] Kelley, C. T., 1995. Iterative Methods for Linear and Nonlinear Equations. Society for Industrial and Applied
Mathematics. SIAM.
[26] Moukalled, F., Darwish, M., & Mangani, L., 2015. The Finite Volume Method in Computational Fluid Dyna-
mics. An Advanced Introduction with OpenFOAM® and Matlab. Society for Industrial and Applied Mathematics.
Springer International Publishing.
[27] Nader, C., 2017. A Multi-Scale Strategy for the Probabilistic Modeling of Reinforced Concrete Structures.
PhD thesis, Université Paris-Est, IFSTTAR, Paris, France.

CILAMCE 2020
Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
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