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Abstract. The way of performing special enrichment to model crack tip singularities, in the linear elastic fracture
analysis via Partition of Unity (PoU) based methods, has been an issue of concern over the past two decades.
One aspect of significant importance is to alleviate the mesh dependences to assure convergence rates do not be
adversely affected by the discretization h-parameter reduction. The geometric enrichment pattern emerged as the
preferable strategy to reach such a goal. Additionally, the PoU regularity has been identified as a feature of great
impact in the ansatz’s capability of capturing the singularity of such especial enrichments, as shown in recent results
in the context of C*-GFEM. Thus, once lower dependence on the enrichment zone size has been found in the case
of using smooth PoU functions, the enrichment strategies which lead to a smaller increment in the amount of DOF
become attractive again. This work aims to study how the topological pattern of enrichment performs in the case
of the C*-GFEM if compared to the conventional XFEM / GFEM. Different schemes of polynomial enrichment
are also considered trying to enlighten some blending / transition effects. The approximations performances are
assessed by crack severity parameters computation using the material forces method.
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1 Introduction

Este trabalho pretende avaliar ambas as versdes do Método de Elementos Finitos Generalizado (MEFG) ao
padrdo de enriquecimento singular, proprio de modelagems em Mecdnica da Fratura Eldstica Linear (MFEL), que
foi concebido para inserir a singularidade no sub-espaco de aproximacao de forma mais grosseir Tal estratégia é
chamada de padrdo topoldgico e desencadeia dificuldades de convergéncia para o MEFG C° convencional, como
€ bem conhecido a partir dos trabalhos de Laborde et al. [1], Béchet et al. [2] e Tarancén et al. [3]].

Para o padrio topolégico, as funcdes de enriquecimento singular sdo aplicadas sobre um conjunto fixo de nés
ao redor da ponta da trinca. Desta forma, a dimensao desta zona enriquecida € dependente do refinamento da malha.
Além disso, a fungdo degrau Heaviside é aplicada somente aos nds justamente margeando os segmentos da trinca.
Em outras palavras, somente os nds mais proximos da trajetdria da trinca sdo enriquecidos. Conceitualmente, tal
enriquecimento topoldgico € o padrdo de enriquecimento mais barato computacionalmente, visto que este adiciona
menos Graus de Liberdade (GL) quando comparado ao padrao geométriccﬂ

O MEFG ¢ um consagrado método baseado na Particdo da Unidade (PU), e se aparesenta em sua versao
original com baixa regularidade, o MEFG CY (conceitualmente, idéntico ao XFEME]), € na versdo suave, com alta
regularidade, o MEFG C*. Esta tltima é bastante versatil porque permite a construgdo de fungdes PU arbitraria-
mente continuas em malhas de elementos finitos, inclusive para malhas irregulares / ndo-estruturadas (de Barcellos
et al. [4], Mendonga et al. [3]]), e para qualquer geometria de elementos. O procedimento usado aqui segue de Bar-
cellos et al. [4]], que foi originalmente proposto por Edwards [6], e generalizado por Duarte et al. [[7] para acomodar
nuvens arbitrariamente poligonais.

O principal propdsito deste trabalho é analisar, uma vez mais, o padrao topolégico de enriquecimento singular,
porém no contexto de uma comparag@o de performance entre as duas versdes do MEFG. O estudo é conduzido

!'Sem maiores cuidados com os fendmenos de transi¢io/mistura

ZPara o padrio de enriquecimento geométrico, todos os nés no interior de uma regiio com dimensio prescrita ao redor da ponta da trinca
sdo enriquecidos com fungdes singulares, independentemente do tamanho dos elementos da malha.

3 Abreviagdo de eXtended Finite Element Method, designado em lingua portuguesa por Método de Elementos Finitos Estendido, frequente-
mente.
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através da avaliacdo numérica da integral 7 mediante método das forcas configuracionais (Mueller and Maugin
[8l], Hausler et al. [9]). Esta investigacdo é uma continuagdo do estudo reportado em Torres et al. [10]], onde maiores
detalhes da formulacdo e sua implementagao poderdo ser encontrados.

2 Problema modelo

O problema cléssico da MFEL, uma placa quadrada de espessura constante ¢ com uma trinca retilinea se
estendendo de uma das bordas até o ponto central, foi considerado para experimentos numéricos. Para isto, um
dominio quadrilateral com dimensdes Q = [0, 2a] x [0, 2a], sendo a dimensdo caracteristica a = 60, foi usado,
com espessura [, = 1, sob condi¢do de estado plano de deformacdes. A trinca é definica por I'c = [0,a] x {a},
que atinge a aresta esquerda do dominio, e a relacdo tensdo-deformacdo € suposta ser linear eldstica, em regime de
deformagdes infinitesimais, com médulo de Young E = 1 e coeficiente de Poisson v = 0, 3.

As condi¢des de contorno de Neumann sdo calculadas usando os termos dominantes das solugdes assintéticas
para tensdes (Westergaard [11]], Anderson [12]), considerando um sistema de coordenadas polares cuja origem esta
na ponta da trinca, de tal modo que —m < 6 < 7, sendo # = 0 a direcéo tangente as faces da trinca. As restricdes
de deslocamento u,,(0,0) = u,(0,0) = u;(0, 2a) = 0 sdo impostas para suprimir os movimentos de corpo rigido,
considerando coordenadas cartesianas, com origem na extremidade inferior esquerda do dominio.

O modo I de abertura de trinca puro € estudado considerando um fator de intensidade de tensdo prescrito K; =
1, enquanto para um modo misto de abertura as condi¢des de contorno de Neumann s@o calculadas considerando
K; = K;; = 1. Neste estudo, a taxa de liberag@o de energia G, e consequentemente o valor exato da integral 7,
que serd calculada mediante for¢as configuracionais, sdo conhecidos em principio, portanto.

Foi considerado somente um padrdo regular e uniforme de malhas de elementos triangulares. As malhas
foram projetadas para possuirem somente nuvens convexa Ainda, garantiu-se que sempre existam elementos
cortados pela trinca, de modo que sua ponta esteja sempre posicionada no interior de um elemento, compondo uma
situag@o menos favordvel em se tratando de aproximacdes MEFG.

O MEFG C* conduz a uma aproximagio completamente C'°°(Q2) quando malhas tendo somente nuvens
convexas sdo usadas juntamente com fungdes de aresta exponenciais. Aqui, optou-se pelo procedimento descrito
em de Barcellos et al. [4], considerando v = 0,3 ¢ § = 0,6. Deste modo, deve-se notar que as aproximagdes
MEFG C* reportadas aqui sdo infinitamente suaves, isto é, com k = oo.

2.1 Padroes de enriquecimento

Para se entender os beneficios obtidos com a suavidade da PU, as malhas mostradas na Fig. E] foram con-
sideradas. Uma vez que o segmento de trinca € retilineo, sua completa representacdo € feita usando somente as
fungoes de ponta de trinca (Belytschko and Black [[13]], Moés et al. [[14]), aplicadas aos nds associados aos ele-
mentos seccionados, os nés marcados em verde. Este enriquecimento introduz a singularidade e a descontinuidade
simultaneamente.

A funcdo de enriquecimento degrau Heaviside (Laborde et al. [[1]], Béchet et al. [2], Belytschko and Black
[13], Moés et al. [[14]) para nds distantes da ponta da trinca foi evitada objetivando-se reduzir fontes de erro na
zona de transi¢do/mistura, ou seja, nos elementos contendo diferentes tipos de fun¢des de enriquecimento singular
ou descontinuo, ou ainda naqueles onde somente alguns dos seus nds sao enriquecidos.

Adicionalmente as fung¢des de ponta de trinca, um enriquecimento polinomial, a maneira de Torres et al.
[LO], Duarte et al. [15], uniforme sobre toda a malha foi executado até grau b = 2, com o propdsito de permitir
que as aproximacgdes acomodem modos de deformacdo mais ricos e a melhor incorporagdao das condicdes de
contorno de Neumann, visto que b = 1 pode nfo ser suficiente para aproximar o carregamento de superifice
apropriadamente.

Para viabilizar a comparag@o entre as duas versdes do MEFG para um dado grau de reproducibilidade polino-
mial, um grau polinomial b é definido para a base resultante, em outras palavras, para o sub-espago de aproximagao
uniformemente enriquecido com mondmios, como sugerido em Mendonca et al. [[16].

Além do enriquecimento polinomial uniforme, um enriquecimento localizado com um grau superior foi
também aplicado. Inicialmente, somente os nds do elemento contendo a ponta da trinca foram enriquecidos.
Este enriquecimento polinomial localizado minimo é chamado aqui de padrio “cloud”. Apds este, outra estratégia
foi testada, na qual todos os nés dos elementos ao redor daquele contendo a singularidade foram enriquecidos
também. Esta segunda abordagem ¢ referida como padrdo “layer”, veja a Fig. [Ife), e note que o elemento com a
singularidade, juntamente com a primeira camada de elementos ao seu redor, compdem uma regido completamente
enriquecida com fung¢des polinomiais de grau superior. Esta sequéncia de enriquecimentos polinomiais localizados
¢é executada para estudar sua influéncia no efeito de transicido causado pelo enriquecimento singular.

4Deve-se salientar que isto é uma escolha da presente investigacio e nio uma limitagio da metodologia.
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Figure 1. Discretizagdes para uma trinca definida por I'c = [0,60] x {60} (linha tracejada marrom). Fungdes
de enriquecimento singular sdo aplicadas de acordo com o padrao topolégico, nés marcados em verde. Fungdes
de enriquecimento polinomial sdo também localmente aplicadas. (e) Tomando a malha M3 como exemplo, os
n6s marcados em vermelho sdo enriquecidos com mondmios de grau superior aos aplicados no restante da malha
no caso do padrdo “cloud”. Para o padrio “layer”, os nés marcados em vermelho, assim como os nds azuis, sdo
enriquecidos com mondmios de grau superior.

2.2 Integracao numérica

No caso do MEFG C* enriquecido com fungdes singulares, a integracdo numérica das contribui¢des de
rigidez dos elementos requer esforgo especial. O esquema de quadratura usado aqui segue aquele concebido para a
investigacdo relatada em Torres et al. [10]. Deve ser enfatizado que somente um tnico esquema de quadratura foi
considerado para cada malha usada, independentemente do grau de enriquecimento polinomial e do tipo de PU.

3 Resultados e discussao

A taxa de liberacdo de energia G, no caso da MFEL, € igual a integral 7 [12,[17] e, por sua vez, esta tltima
pode ser relacionada aos fatores de intensidade de tensao [[18]. A integral 7 pode ser também relacionada as forgas
nodais configuracionais como discutido em Torres et al. [10], usando o formalismo da mecanica Eshelbiana [19].

Serdo examinados aqui os efeitos da suavidade da PU no computo da integral 7, cujo valor foi obtido
somando-se as componentes x das forgcas configuracionais G, (vide Torres et al. [[10]), pds-processadas, dos
trés nds ao redor da ponta da trinca.

Para o enriquecimento polinomial localizado, quer seja mediante o padrdo “cloud” ou “layer”, o grau poli-
nomial foi progressivamente aumentado até p = 3 para C°, e até p = 4 para C*. O grau p é o grau maximo dos
mondmios de enriquecimento polinomial. Assim, o nimero maximo de coeficientes nodais, para os nds nestas
zonas enriquecidas, ¢ o mesmo nas duas versdes do MEFG.

Nas figuras seguintes, os quatro pontos de uma mesma cor correspondem aos niveis de refinamento de malha,
conforme a Fig. [I] para cada combinagdo de grau polinomial uniforme b e localizado p estudados. Para cada
conjunto de quatro pontos foi realizado um ajuste de curva linear, a partir do qual foram obtidas as taxas de
convergéncia, buscando entender melhor os efeitos da suavidade na convergéncia-h. Para tanto, foi considerado o
logaritmo de GL'/2 a0 longo do eixo horizontal, com GL sendo o nimero de graus de liberdade do modelo, e o
logaritmo do erro relativo na integral 7 no eixo vertical.

Deve-se ressaltar que o padrdo topoldgico de enriquecimento singular pode ndo remover completamente a
singularidade da solug¢do que se pretende aproximar, como se pode argumentar ser possivel através do padrio
geométrico. O MEFG C°, em malhas de elementos quadrangulares, quando aplicando o padrdo topolégico de
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enriquecimento singular converge, para a energia de deformacio, com a mesma taxa que o MEF convencional sem
refinamento de malha especial (Laborde et al. [1]], Béchet et al. [2]).

Andlises complementares realizadas no dmbito desta investigacdo mostraram que em malhas de elementos
finitos triangulares a taxa de convergéncia do MEF, para a energia de deformacao, € ligeiramente menor que aquela
verificada para malhas de elementos quadrangulares. Deve-se observar que a PU em malhas triangulares é mais
pobre que a PU em malhas quadrangulares.

Entio, tem-se concluido, a partir do exposto na literatura, que o problema baseado em MEFG C° com padrio
topoldgico de enriquecimento singular se enquadra na categoria lﬂ no sentido de Szab6 and Babuska [20]]. Neste
contexto, a taxa de convergéncia tedrica para o MEFﬁ em termos da energia de deformacdo e GL'/2 ¢ 1, quando
usando refinos de malha regulares e uniformes, independentemente do grau da aproximacao, sendo portanto gover-
nada pela ordem da singularidadeﬂ

E também sabido que o erro em termos dos fatores de intensidade de tensio tende a convergir com a mesma
taxa que o erro na integral 7 (Béchet et al. [2]]). Além disso, a taxa de convergéncia para a integral 7 tende a ser
a mesma verificada para a energia de deformagdo no caso de MEF hierdrquico de alto grau polinomial (Szab6 and
Yosibash [21]]).

As figuras [2| e 3| mostram o erro relativo na integral 7 para o MEFG C° e C*, respectivamente, no caso de
carregamento para modo I puro de abertura de trinca. Por outro lado, os resultados obtidos para o carregamento
associado a0 modo misto de abertura de trinca sdo mostrados nas figuras @ e 5]
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Figure 2. Taxas de convergéncia h para MEFG C°, modo I puro.

Observa-se que, para aproximacdes CY com b = 1, o enriquecimento polinomial localizado via padrio
“cloud” (Fig.[2[a)) permite a redugdo do nivel de erro numa mesma malha. Porém, para um dado grau p localizado,
nota-se que ha perda da capacidade de convergéncia com o refino da malha a medida que este grau p aumenta.

De forma geral, o MEFG C° sem qualquer tipo de enriquecimento polinomial (ou seja, b = 1 e p = 0)
converge com taxa maior em modo I puro, se comparado a0 modo misto de carregamento, compare Fig. J(a) com
Fig.[|a). Similarmente, 0 mesmo se observa quando hd enriquecimento polinomial uniforme, de modo que b = 2
e p = 1, vide figuras 2Jc) e fc).

Notavelmente, na situagao Cocomb=1e p = 0, para as malhas consideradas, a taxa de convergéncia é
bem menor que a obtida via MEF, com malhas se conformando a trinca. Portanto, claramente, a PU linear a partir
de elementos triangulares, torna o enriquecimento singular topolégico bem menos interessante, se comparado ao
MEFG C° com elementos quadrangulares.

O enriquecimento polinomial via padrio “cloud” em aproximagdes C°, para ambos b = 1 e b = 2, promove
reducdo da capacidade convergente, sendo esta perda mais intensa no modo misto de carregamento. Adicional-

SClassificagdo quanto i posicdo da singularidade no dominio do problema.
6Com fungdes seccionalmente polinomiais.
70 leitor deve estar atento quanto i correspondéncia entre as taxas de convergéncia em termos de energia de deformacio e norma energia.
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Figure 4. Taxas de convergéncia h para MEFG C", modo misto.

mente, o padrdo “layer” de enriquecimento polinomial localizado promove a divergéncia da solu¢do. Deste modo,
nota-se que para 0 MEFG C° o enriquecimento polinomial localizado é completamente deletério.

Por outro lado, é interessante observar que aproximacdes C* com b = 1 convergem com taxas similares para

todos os graus p do padrao “cloud”, tanto para o modo I quanto o modo misto de carregamento. Nota-se, desta
forma, a indepedéncia do enriquecimento singular topoldgico com relacio ao enriquecimento polinomial localiza-
do em padrdo “cloud”, sendo este, portanto, desnecessdrio. Além disso, os niveis de erro no modo misto sao
ligeiramente menores que aqueles observados para modo I puro, compare as figuras [3(a) e [5{a). Ainda, relativa-
mente ao caso C* com b = 1, o padrdo “layer” somente reduz o nivel de erro numa mesma malha, 2 medida que
0 grau p aumenta, figuras b) e b). Porém, como também notado para as aproximagdes C?, verifica-se a perda
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Figure 5. Taxas de convergéncia h para MEFG C*, modo misto.

da capacidade de convergéncia perante o refino de malha a medida que o grau p aumenta, todavia com menos
intensidade que no caso C°.

O enriquecimento polinomial uniforme quando aplicado sobre PU suave, de modo que b = 2, permite que
o enriquecimento polinomial localizado via padrdo “layer” ainda promova convergéncia, muito embora com taxas
menores, vide figuras [3[b) e[5(b). O padrio “cloud” permite reduzir um pouco o nivel de erro numa dada malha
(Fig.[5[c)). Também, algum efeito no incremento da taxa de convergéncia pode ser verificado, conforme Fig. [3c).
A convergéncia em modo I puro ja se torna maior que no modo misto. Notavelmente, em oposi¢do as aproximagdes
CY, todas as situagdes com b = 2 no MEFG C* sio convergentes.

Ainda, com relagio ao caso C, o enriquecimento polinomial uniforme nio melhora as taxas de convergéncia,
permitindo somente uma reducdo do nivel de erro. Diferentemente, o enriquecimento polinomial uniforme sobre
PU C* promove redugio dos niveis de erro juntamente com uma melhora significativa das taxas de convergéncia,
compare a Fig.3(a) com a Fig. [3|c), assim como a Fig. [5[a) com Fig. [5(c).

Vale observar que o enriquecimento polinomial uniforme sobre PU suave permite taxa de convergéncia
ligeiramente maior que a unidade (a taxa de convergéncia do MEF convencional), veja a Fig. [3{c). Isto evidencia
que o enriquecimento singular topolégico ainda propicia alguma vantagem, justificando sua aplicagio no MEFG
C*, quando conveniente.

De qualquer forma, é essencial citar que poucas malhas foram usadas aqui e, possivelemente, as taxas de
convergéncia h podem ser diferentes se malhas mais refinadas fossem testadas, como em Béchet et al. [2]. Além
disso, € notdvel que o ajuste de curva linear ndo exibe correlagdes proximas a unidade em todas as situacdes.

4 Conclusoes

Ambos os enriquecimentos polinomiais localizados ndo sdo recomendados no caso de aproximagdes via
MEFG C° com b = 1, sendo o padrio “layer” muito mais deletério, 3 medida que as solugdes divergem com o refi-
namento de malha. O padrdo “cloud” de enriquecimento polinomial uniforme, quando aplicado em aproximagdes
MEFG C° com b = 1 e b = 2 ndo contribui em termos de taxas de convergéncia, no caso do modo I puro,
e contribui menos ainda no caso de modo misto. Ou seja, o padrdo “cloud” ndo ajuda a suavizar os efeitos de
mistura/transi¢io que surgem devido ao enriquecimento singular via padrao topoldgico. Adicionalmente, o padrdo
“layer” de enriquecimento polinomial localizado em aproximacdes C° torna o refino h divergente (figuras b) e
(de b) e (d)).

E notado que a taxa de convergéncia h ¢ praticamente inalterada a medida que o grau p aumenta via padréo
“cloud” no caso de aproximagdes C* com b = 1. Isto demonstra que 0 MEFG C* é menos sensivel a forma como
se procede o enriquecimento singular, e ainda pode sugerir uma minoracgao dos efeitos de transi¢ao/mistura.
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O melhor comportamento da convergéncia-h é obtido com MEFG C* com b = 2. O padrio “layer” de
enriquecimento polinomial localizado é desnecessério para aproximagdes suaves com b = 2 porque as taxas de
convergéncia correspondentes sao menores que aquelas obtidas com o padrio “cloud”.

O MEFG C* permite a convergéncia h da integral 7 com taxas ligeiramente maiores que o MEF conven-
cional quando b = 2. Isto pode sugerir que o padrio topolégico de enriquecimento no caso do MEFG C* ainda
pode melhorar o comportamento em convergéncia quando comparado ao MEF convencional.

Authorship statement. The author hereby confirm that he is the sole liable person responsible for the authorship
of this work, and that all material that has been herein included as part of the present paper is either the property
(and authorship) of the author, or has the permission of the owners to be included here.
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