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Abstract. This paper presents an analysis of plane stress problems using the first variant of the Meshless Local
Petrov-Galerkin (MLPG) method designed in the literature by MLPG-1. In this method, the Moving Least-
Squares (MLYS) is used as approximation function, and an integration scheme is proposed for avoiding the
numerical errors associated to the points of integration located outside of the global domain of interesting. An
example is presented in order to assess the accuracy and the stability of the proposed formulation by comparing
its numerical model with a reference model based on the Boundary Element Method (BEM) formulation.
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1 Introduction

Os métodos convencionais que fazem uso de malhas sdo os mais difundidos dentro da area da mecénica
computacional, porém apresentam algumas dificuldades para resolver alguns tipos de problemas, como para
grandes deformaces e deslocamentos, para a propagacdo de trincas e com descontinuidades. Em geral, para
resolver esses problemas, os métodos baseados em malhas utilizam processos iterativos para geracdo de malhas.
Apesar de eficaz, esses processos geram um custo computacional muito alto. Uma alternativa que vem sendo
estudada nos dltimos anos sdo os métodos sem malha que permitem uma resolucdo dos problemas de valores de
contorno sem o uso de malhas ou células.

Os primeiros trabalhos publicados nesta linha tinham como objetivo analisar problemas astrofisicos [1,2]
Anos depois NAYROLES et al. [1] apresentaram um estudo sobre o Método do Elemento Difuso (DEM - sigla
em inglés), usando o Método dos Minimos Quadrados Moveis (MLS — sigla em inglés). O Método de Galerkin
Livre de Elementos (EFGM — sigla do inglés) [2] foi criado a partir de uma modificagdo do DEM. O EFGM foi
aplicado, inicialmente, para problemas de elasticidade e conducdo de calor, usando o MLS como fungéo de
aproximacao.

Apesar de serem considerados como métodos sem malha, ndo sdo verdadeiramente sem malha, pois
necessitam de elementos para resolver as integrais de dominio. O primeiro método que ndo precisa de nenhum
tipo de elemento, seja de interpolacdo e da resolucdo das integrais, foi apresentado por ZHU et al. [3]. Apesar
disso, esse método apresentava algumas dificuldades com o tratamento de integrais singulares. Recentemente,
uma nova formulagdo baseada no método sem malha Petrov-Galerkin (MLPG — sigla em inglés), foi apresentada
por ATLURI e ZHU [4]. Essa formulacdo apresenta algumas vantagens com relacdo aquela baseada no método
de Galerkin, uma vez que ndo apresenta descontinuidade na segunda derivada das funcbes peso e de
aproximagdo. Um dos grandes atrativos desse método é a sua flexibilidade, permitindo assim a utilizagdo de
diferentes func6es de forma, funcbes de teste e 0 uso de subdominios locais de formas e tamanhos diferentes.

Portanto, esse artigo tem como objetivo a anélise de problemas de Estado Plano de Tensdo (EPT)
utilizando uma formulacdo baseada na primeira variante do MLPG usando um esquema de integragdo numérica,
a fim de evitar os erros numéricos associados aos pontos de integracdo localizados fora do dominio global de
interesse.
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2 Elasticidade

O comportamento de um corpo elastico e em equilibrio sub a agdo de forgas externas pode ser demonstrado
através das equacOes diferencias do equilibrio, que por sua vez devem ser satisfeitas em qualquer ponto do
interior do corpo.

Uij,j+bi=0 em () (1)
onde o;; € o tensor de tensdes de Cauchy correspondente ao campo de deslocamentos u; € b; € a componente das

forcas do corpo.
O problema no contorno pode ser descrito através das seguintes condicoes de contorno:

u; =u; emly, @

ti = O'ijnj = fi em Ft (3)

onde #; representa o deslocamento prescrito no contorno T, ; representa a forca de superficie prescrita no
contorno I} e n; representa o vetor normal unitario orientado para fora do corpo.

2.1 Estado Plano de Tensao

No estado plano de tensdo a espessura do corpo na direcdo do eixo z € muito menor se comparado com as
dimensdes dos eixos x e y. As forcas externas sao aplicadas somente no plano x-y e as tensées na dire¢do do eixo

z sdo nulas, logo:
O-JC
”e {ay] @

Txy

As componentes de deformacéo especifica podem ser escritas de forma similar:

gx
.o { Y } )
Exy

Apesar da tensdo na direcdo do eixo z ser considerada nula, existe deformacéo especifica na diregéo do eixo
z e esta deformac&o pode ser calculada a partir das deformagdes na diregdo dos eixos x e y:

v
& == 1—v (&x + &) (6)
A deformacdo especifica pode ser obtida a partir da relacdo deformacdo-deslocamento:
_Ou
"~ ox

_ov ;
& = 6)1 ( )
_Ou N dv

fy = dy Ox
onde u e v sdo, respectivamente, as componentes de deslocamento na direcdo x e y.
Usando a Lei de Hooke para o caso 2D, pode-se obter as tensdes a partir das deformacdes especificas:

o = D¢ (8)

onde c é a matriz de constantes do material, dada por:

Ex

1 v 0
p=—"-—|v 1 0 )
1=V [o 0 (1—v)/2l

CILAMCE 2020
Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC
Foz do Iguagu/PR, Brazil, November 16-19, 2020



André L. A. Silveira, José A. F. Santiago, Edmundo G. de A. Costa

3 Meétodo dos Minimos Quadrados Moveis

O método consiste em obter valores aproximados para qualquer ponto do dominio. Partindo do principio de
que a funcdo u(x) pertence ao dominio Q, podemos gerar um subdominio Qg a partir do ponto x;, no qual a
funcdo aproximada %i(x;) é valida. Esta funcdo aproximada é dada por:

i(x;) = Z p;j(x;) a;(x;) (10)
j=1
ou na forma matricial
u(x;) = p’ (xpa(x;) (11)

onde p(x) é a base monomial com m termos e a(x) séo os coeficientes a determinar do subdominio Q  no ponto
x;. O nimero de termos da base pode ser obtido a partir das seguintes expressdes:

m= (mb—l-l_l) - 1D
km _ (my, + 1)(mb3+ 2)(my + 3) 53D

onde m,, é a ordem do maior termo monomial.

Para a aproximagdo da funcdo Ui(x;), 0 ponto x; € escolhido como base e os pontos dentro do subdominio
Q, sdo denominados pontos do suporte X,. Para que sejam obtidos resultados satisfatorios, 0 nimero de pontos
do suporte deve ser maior do que o nimero de termos da base monomial.

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. (10) como U(x;, X, ), OU seja, cada ponto x; receberd a contribuicdo
do mon6mio aplicado em X,. Assim, tem-se:

(k%) = ) py(x)ay(x) (13)
=1

Como o método consiste em uma aproximacdo, o mesmo gera um residuo acumulado para cada
subdominio €. Essa funcéo residuo pode ser calculada da seguinte forma:

J@x) = ) Wk = %) [A: %) — Wl (14)
k=1

onde n é o nimero de pontos no subdominio Qg, w(x; — X;) € a fungdo peso associada ao ponto x; e U, é 0
valor prescrito da fungdo para o ponto X,,.

A funcdo peso, w(x; — X;.), é utilizada para que o erro seja funcéo da distancia de x; até o ponto x,,, dessa
forma a aproximacéo torna-se local, dependendo apenas do tamanho do suporte.

Substituindo a Eq. (13) na Eq. (14), tem-se:

2

n m
J(x) = Z w(x; — Xy) Z p;(x;)a;(x;) — Uy (15)
k=1 j=1
A Eqg. (15) pode ser escrita na forma matricial do seguinte modo:
J(x;) = [Pa(x;) — u]"W(x)[Pa(x;) — 1] (16)
Expandindo os termos da Eq. (16) na forma matricial, obtém-se:
WX —%p) - 0
W(x;) = [ : : ] 7)
0o owxi—%l,,

[P1()_(1) pm()_(1)l
p=| : - (18)
P1 (in)  Pm (in)

nxm
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a;(x)
w4
am(x) mx1
Uy u(x,)
u=1:!= : 20
RARREN &

O parametro a;(x) pode assumir qualquer valor. Portanto, para minimizar o erro e garantir que a fungao
i(x;) seja a mais proxima possivel da fungéo u(x;), deve-se derivar a Eq. (16), obtendo-se:

% = 2PTW(x;)Pa(x) — 2PTW(x,)u (21)

Em seguida, devemos igualar a Eq. (21) a zero, logo:
PTW(x;)Pa(x) — PTW(x,)u =0 (22)

A Eq. (22) pode ser reescrita da seguinte forma:
A(xp)a(x;) = B(xpu (23)

onde A(x;) = PTW(x,)P e B(x;) = PTW(x;). A matriz A(x;) ¢é simétrica (m X m) e a matriz B(x;) ndo ¢
simétrica (m X n).
Pré-multiplicando a Eq. (23) por A~1(x;), resulta-se:

a(x;) = A1 (x)B(x))u (24)
Substituindo a Eqg. (24) na Eg. (11), obtém-se:
u(x;) = p"(x)A (x)B(x))u (25)
Dessa forma, pode-se definir a fungdo de aproximagdo como:
¢"(x;) = pT(x)A (x)B(x;) (26)

sendo ¢7 (x;) uma matriz coluna (n x 1).

4 Formulacgéo proposta

Diferente dos outros métodos sem malha, 0 MLPG proposto para este trabalho utiliza a forma fraca local
sobre um subdominio local Q,, contido totalmente no dominio global Q. Assim, considerando a Eq. (1) para cada
subdominio €, temos:

d0;;
f <axu + bl) WidQS +a J(ui - al‘)Wl'dQS =0 (27)
S / rsu
onde w; é a funcdo de ponderacdo, I, é 0 contorno da condigdo essencial e a > 1 é 0 pardmetro de penalidade.
Expandindo os produtos e aplicando a regra do produto na Eq. (27), obtém-se a seguinte expressao:

f(wln]au)dl" f( % )dQ + f(wlb )dQs +a J-(ul u)w;dl' =0 (28)

00

onde 0Q,; = LU, UT}, sendo Lg o contorno do subdominio de integragdo €, e I, sendo o contorno da condigdo
natural. Para simplificar a Eq. (28), a funcdo de ponderacdo w é selecionada de forma que zere no contorno L.

Substituindo as Egs. (7) e (8) nas Egs. (28) e fazendo ¢ = Lu a seguinte expressdo pode ser reescrita na sua
forma matricial como:

fs DLudQ, — waDSLudF+a waudF = J-wtdF+a J-wSudF+ fwbdﬂ (29)
QS rsu l—‘S'Ll. FSt Fsu

onde:
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i g m
_ axl 0x2

dvy  0vy
O axz ax1

2
mo]

(30)

dx, 0x;

N:[n"l 0 an]
0 N, Ny,

IS 0
S‘[o s,

A matriz S é usada para checar se ou ndo existe uma condi¢do de contorno de Dirichlet prescrita no ponto
considerado. Assim, os coeficientes da matriz S séo definidos da seguinte forma:

S = { 1, se existe valor prescrito de U no contorno I,
L=

~ : . — 31
0, sendo existe valor prescrito de i no contorno [, (31)

Parai = 1,GdL, onde GdL é o grau de liberdade do modelo.
Portanto, adotando a seguinte solucdo aproximada:

u(x;) = ¢j(xi)ﬁ(xi) (32)

onde ¢/ (x;) é uma matriz 2x2n constituida de n matrizes 2x2 diagonal contendo as componentes da fungao de
aproximagdo correspondentes aos pontos x; (j=1,2,...,n) dentro do suporte local, centrado no ponto base x;
(i=1,2,...,N), sendo N o numero total de pontos. O vetor ti(x;) € chamado vetor de deslocamentos ficticios. Logo,
a matriz K;; e o vector f; sdo expressos por:

K; = f £,DLY’ (x,)dQ, — j wNDSLP’ (x;)dl" + a j wS¢/ (x;)dl (33)
QS l-‘Su Fsu
e
f, = fwf(xi)dr‘+a JwSﬁ(xi)dF+ Jwb(xi)dﬂs (34)
FSt Fsu 'QS

Note que K;; = 0 para qualquer x; que ndo pertence ao subdominio local . Em outras palavras, a matriz
K é esparsa.

5 Esquema de Integracao

A técnica tradicional de integracdo para 0 MLPG consiste na criacdo de um subdominio de integracdo €,
centrado no ponto base, onde todos os pontos de Gauss sdo distribuidos e fungdes de aproximacao sdo usadas
para cada um deles, como mostrado na Fig. 1 (a). Como o esforco computacional para essa técnica € muito
grande, técnicas alternativas vém sido aplicadas para evitar o custo computacional dos modelos numéricos.
Recentemente, KONDA et al. [5] propds um esquema que consiste basicamente da utilizacdo de um Unico
suporte compacto centrado no ponto base, usando a mesma fungdo de aproximacdo para todos os pontos de
Gauss, diminuindo assim o custo computacional dos modelos numéricos.

Para este trabalho, serd empregada uma técnica alternativa, fazendo uso de um subdominio de integracao
Q,; com tamanho reduzido, a fim de evitar os erros numéricos associados aos pontos de integracdo localizados
fora do dominio global de interesse, como mostrado na Fig. 1 (c).
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- Subdominio local (€
o . subdominio de integragéo o . s'ubdomimo de integracdo , L oL L. f )
. . ® * . ® ¢ 'Q
. .
. .
. e L4 e
. . . . . . .
. " subdominio local do
2 « Ppontode quadratura+ e . ¢
. . S . L4 . ®
. . . "_Subdominio local
Q * . . . Q * . . e .
* ponto base * ponto base
+ ponto de quadratura + ponto de quadratura
* pontos pertencentes ao subdominio * pontos pertencentes ao subdominio do ponto base
do ponto QQ quadratura Qs subdominio local
Qs subdominio local Subdominio de integragdo (Ci)
a) b) ©)

Figura 1. Esquema de integracdo: a) convencional, b) sugerido por KONDA et al. [5] e ¢) sugerido para a
formulacéo proposta.

6 Exemplo

Neste exemplo foi considerado um dominio quadrado submetido a carregamentos diversos, como mostrado
na Fig. 2(a). O problema possui E = 5000 Pa, L =3.0m, v=0.3 e P =10N. Para essa analise, foram
utilizadas as funcBes gaussiana com raio e Spline como fungdes peso com base monomial quadratica.

Ya Px
A A [
L[ I | Ip P
| D € = = — P
>
S
Px

L

A — i — A — o —

< 4

Figura 2. Dominio quadrado submetido a carregamentos diversos.

0.000 001 ¢ e
. : F 4*-Spline
£-0.002 S g I % Gaussiana com raio (c=r/1.0)[
> | Py T
©20.004 | IS 5
] 2 0.001
E 0.006 e
S o
$-0.008 ||oSpline &
e o Gaussiana com raio (c=r/1.0) ;
-0.010 L - 0.0001 . :
0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0
X (m) x (m)
a) b)

Figura 3. Comparacao da solucéo proposta com o MEC considerando um dominio quadrado submetido a
carregamentos diversos.
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A Figura 3 apresenta a comparagdo dos resultados da formulacéo proposta com o MEC para uma nuvem de
pontos de 125 pontos. As curvas foram computadas ao longo do eixo x em y=1.5m. Duas funcfes peso para o
MLS foram testadas. Em ambos os casos, a formulacdo proposta forneceu excelentes resultados (ver Fig. 3 (a))
com um erro absoluto abaixo de 0.01% (ver Fig. 3 (b)). Trés pardmetros “c” da fungdo Gaussiana com raio
foram testados, ¢ =r/1.0, c =r/2.0 e ¢ = r/3.0, sendo r o raio do suporte de aproximacao e bons resultados
foram obtidos. Nestes graficos, somente um parametro (c = r/1.0) foi apresentado. Além disso, a formulacdo
proposta forneceu resultados com um custo computacional reduzido por fazer uso de um Unico suporte compacto
centrado no ponto base para todos os pontos de integracéo.

7 Conclusions

The MLPG formulation was implemented and tested for a plane stress problem by comparing its numerical
model with a reference model based on the BEM formulation. An efficient integration scheme was used for the
proposed formulation, and an excellent agreement was always found.
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