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Abstract. This paper presents an analysis of plane stress problems using the first variant of the Meshless Local 

Petrov-Galerkin (MLPG) method designed in the literature by MLPG-1. In this method, the Moving Least-

Squares (MLS) is used as approximation function, and an integration scheme is proposed for avoiding the 

numerical errors associated to the points of integration located outside of the global domain of interesting. An 

example is presented in order to assess the accuracy and the stability of the proposed formulation by comparing 

its numerical model with a reference model based on the Boundary Element Method (BEM) formulation. 
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1  Introduction 

Os métodos convencionais que fazem uso de malhas são os mais difundidos dentro da área da mecânica 

computacional, porém apresentam algumas dificuldades para resolver alguns tipos de problemas, como para 

grandes deformações e deslocamentos, para a propagação de trincas e com descontinuidades. Em geral, para 

resolver esses problemas, os métodos baseados em malhas utilizam processos iterativos para geração de malhas. 

Apesar de eficaz, esses processos geram um custo computacional muito alto. Uma alternativa que vem sendo 

estudada nos últimos anos são os métodos sem malha que permitem uma resolução dos problemas de valores de 

contorno sem o uso de malhas ou células. 

Os primeiros trabalhos publicados nesta linha tinham como objetivo analisar problemas astrofísicos [1,2] 

Anos depois NAYROLES et al. [1] apresentaram um estudo sobre o Método do Elemento Difuso (DEM – sigla 

em inglês), usando o Método dos Mínimos Quadrados Móveis (MLS – sigla em inglês). O Método de Galerkin 

Livre de Elementos (EFGM – sigla do inglês) [2] foi criado a partir de uma modificação do DEM. O EFGM foi 

aplicado, inicialmente, para problemas de elasticidade e condução de calor, usando o MLS como função de 

aproximação. 

Apesar de serem considerados como métodos sem malha, não são verdadeiramente sem malha, pois 

necessitam de elementos para resolver as integrais de domínio. O primeiro método que não precisa de nenhum 

tipo de elemento, seja de interpolação e da resolução das integrais, foi apresentado por ZHU et al. [3]. Apesar 

disso, esse método apresentava algumas dificuldades com o tratamento de integrais singulares. Recentemente, 

uma nova formulação baseada no método sem malha Petrov-Galerkin (MLPG – sigla em inglês), foi apresentada 

por ATLURI e ZHU [4]. Essa formulação apresenta algumas vantagens com relação àquela baseada no método 

de Galerkin, uma vez que não apresenta descontinuidade na segunda derivada das funções peso e de 

aproximação. Um dos grandes atrativos desse método é a sua flexibilidade, permitindo assim a utilização de 

diferentes funções de forma, funções de teste e o uso de subdomínios locais de formas e tamanhos diferentes. 

Portanto, esse artigo tem como objetivo a análise de problemas de Estado Plano de Tensão (EPT) 

utilizando uma formulação baseada na primeira variante do MLPG usando um esquema de integração numérica, 

a fim de evitar os erros numéricos associados aos pontos de integração localizados fora do domínio global de 

interesse. 
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2  Elasticidade 

O comportamento de um corpo elástico e em equilíbrio sub à ação de forças externas pode ser demonstrado 

através das equações diferencias do equilíbrio, que por sua vez devem ser satisfeitas em qualquer ponto do 

interior do corpo. 

𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖 = 0    em Ω (1) 

onde 𝜎𝑖𝑗 é o tensor de tensões de Cauchy correspondente ao campo de deslocamentos 𝑢𝑖 e 𝑏𝑖 é a componente das 

forças do corpo. 

O problema no contorno pode ser descrito através das seguintes condições de contorno: 

𝑢𝑖 = 𝑢̅𝑖     em Γ𝑢 (2) 

𝑡𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑡𝑖̅     em Γ𝑡 (3) 

onde 𝑢̅𝑖 representa o deslocamento prescrito no contorno Γ𝑢, 𝑡𝑖̅ representa a força de superfície prescrita no 

contorno Γ𝑡 e 𝑛𝑗 representa o vetor normal unitário orientado para fora do corpo. 

2.1 Estado Plano de Tensão 

No estado plano de tensão a espessura do corpo na direção do eixo z é muito menor se comparado com as 

dimensões dos eixos x e y. As forças externas são aplicadas somente no plano x-y e as tensões na direção do eixo 

z são nulas, logo: 

𝜎 = {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} (4) 

As componentes de deformação específica podem ser escritas de forma similar: 

𝜀 = {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑥𝑦
} (5) 

Apesar da tensão na direção do eixo z ser considerada nula, existe deformação específica na direção do eixo 

z e esta deformação pode ser calculada a partir das deformações na direção dos eixos x e y: 

𝜀𝑧 = −
𝜈

1 − 𝜈
(𝜀𝑥 + 𝜀𝑦) (6) 

A deformação específica pode ser obtida a partir da relação deformação-deslocamento: 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜀𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

 (7) 

onde 𝑢 e 𝑣 são, respectivamente, as componentes de deslocamento na direção x e y. 

Usando a Lei de Hooke para o caso 2D, pode-se obter as tensões a partir das deformações específicas: 

𝜎 = 𝐷𝜀 (8) 

onde c é a matriz de constantes do material, dada por: 

𝐷 =
𝐸

1 − 𝜈2
[
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈) 2⁄

] (9) 
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3  Método dos Mínimos Quadrados Móveis 

O método consiste em obter valores aproximados para qualquer ponto do domínio. Partindo do princípio de 

que a função 𝑢(𝒙) pertence ao domínio Ω, podemos gerar um subdomínio Ω𝑠 a partir do ponto 𝒙𝑖, no qual a 

função aproximada 𝑢̃(𝒙𝑖) é válida. Esta função aproximada é dada por: 

𝑢̃(𝐱𝑖) = ∑𝑝𝑗(𝐱𝑖)

𝑚

𝑗=1

𝑎𝑗(𝐱𝑖) (10) 

ou na forma matricial 

𝐮̃(𝐱𝑖) = 𝐩𝑇(𝐱𝑖)𝐚(𝐱𝑖) (11) 

onde 𝐩(𝐱) é a base monomial com 𝑚 termos e 𝐚(𝐱) são os coeficientes a determinar do subdomínio Ω𝑠 no ponto 

𝐱𝑖. O número de termos da base pode ser obtido a partir das seguintes expressões: 

{
 
 

 
 𝑚 =

(𝑚𝑏 + 1)

1
                                   → 1𝐷

𝑚 =
(𝑚𝑏 + 1)(𝑚𝑏 + 2)

2
                  → 2𝐷

𝑚 =
(𝑚𝑏 + 1)(𝑚𝑏 + 2)(𝑚𝑏 + 3)

3
→ 3𝐷

 (12) 

onde 𝑚𝑏 é a ordem do maior termo monomial. 

Para a aproximação da função 𝐮̃(𝐱𝑖), o ponto 𝐱𝑖 é escolhido como base e os pontos dentro do subdomínio 

Ω𝑠 são denominados pontos do suporte 𝐱̅𝑘. Para que sejam obtidos resultados satisfatórios, o número de pontos 

do suporte deve ser maior do que o número de termos da base monomial. 

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. (10) como 𝐮̃(𝐱𝑖, 𝐱̅𝑘), ou seja, cada ponto 𝐱𝑖 receberá a contribuição 

do monômio aplicado em 𝐱̅𝑘. Assim, tem-se: 

𝐮̃(𝐱𝑖 , 𝐱̅𝑘) = ∑𝐩𝑗(𝐱𝑖)

𝑚

𝑗=1

𝐚𝑗(𝐱𝑖) (13) 

Como o método consiste em uma aproximação, o mesmo gera um resíduo acumulado para cada 

subdomínio Ω𝑠. Essa função resíduo pode ser calculada da seguinte forma: 

𝐽(𝐱𝒊) = ∑𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅𝑘)

𝑛

𝑘=1

[𝐮̃(𝐱𝑖, 𝐱̅𝑘) − 𝐮̅𝒌]
𝟐 (14) 

onde 𝑛 é o número de pontos no subdomínio Ω𝑠, 𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅𝑘) é a função peso associada ao ponto 𝐱𝑖 e 𝐮̅𝑘 é o 

valor prescrito da função para o ponto 𝐱̅𝑘. 

A função peso, 𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅𝑘), é utilizada para que o erro seja função da distância de 𝐱𝑖 até o ponto 𝐱𝑘, dessa 

forma a aproximação torna-se local, dependendo apenas do tamanho do suporte. 

Substituindo a Eq. (13) na Eq. (14), tem-se: 

𝐽(𝐱𝑖) = ∑𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅𝑘)

𝑛

𝑘=1

[∑𝐩𝑗(𝐱𝑖)

𝑚

𝑗=1

𝐚𝑗(𝐱𝑖) − 𝐮̅𝑘]

𝟐

 (15) 

A Eq. (15) pode ser escrita na forma matricial do seguinte modo: 

𝑱(𝒙𝑖) = [𝐏𝐚(𝐱𝑖) − 𝐮̅]
𝑻𝐖(𝐱𝑖)[𝐏𝐚(𝐱𝑖) − 𝐮̅] (16) 

Expandindo os termos da Eq. (16) na forma matricial, obtém-se: 

𝐖(𝐱𝑖) = [
𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅1) ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑤(𝐱𝑖 − 𝐱̅𝑛)

]

𝑛 × 𝑛

 (17) 

𝐏 = [
𝑝1(𝐱̅1) ⋯ 𝑝𝑚(𝐱̅1)
⋮ ⋱ ⋮

𝑝1(𝐱̅𝑛) ⋯ 𝑝𝑚(𝐱̅𝑛)
]

𝑛 × 𝑚

 (18) 
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𝐚(𝐱) = {
𝑎1(𝐱)
⋮

𝑎𝑚(𝐱)
}

𝑚 × 1

 (19) 

𝐮̅𝑗 = {

𝑢̅1
⋮
𝑢̅𝑛

} = {
𝑢(𝐱̅1)
⋮

𝑢(𝐱̅𝑛)
}

𝑛 × 1

 (20) 

O parâmetro 𝐚𝑗(𝐱) pode assumir qualquer valor. Portanto, para minimizar o erro e garantir que a função 

𝐮̃(𝐱𝑖) seja a mais próxima possível da função 𝐮(𝐱𝑖), deve-se derivar a Eq. (16), obtendo-se: 

𝜕𝐉

𝜕a
= 2𝐏𝑇𝐖(𝐱𝑖)𝐏𝐚(𝐱) − 2𝐏

𝑇𝐖(𝐱𝑖)𝐮̅ (21) 

Em seguida, devemos igualar a Eq. (21) a zero, logo: 

𝐏𝑇𝐖(𝐱𝑖)𝐏𝐚(𝐱) − 𝐏
𝑇𝐖(𝐱𝑖)𝐮̅ = 0 (22) 

A Eq. (22) pode ser reescrita da seguinte forma: 

𝐀(𝐱𝑖)𝐚(𝐱𝑖) = 𝐁(𝐱𝑖)𝐮̅ (23) 

onde 𝐀(𝐱𝑖) = 𝐏
𝐓𝐖(𝐱𝑖)𝐏 e 𝐁(𝐱i) = 𝐏T𝐖(𝐱i). A matriz 𝐀(𝐱𝑖) é simétrica (𝑚 ×𝑚) e a matriz 𝐁(𝐱𝑖) não é 

simétrica (𝑚 × 𝑛). 

Pré-multiplicando a Eq. (23) por 𝑨−1(𝒙𝑖), resulta-se: 

𝐚(𝐱𝑖) = 𝐀−𝟏(𝐱𝑖)𝐁(𝐱𝑖)𝐮̅ (24) 

Substituindo a Eq. (24) na Eq. (11), obtém-se: 

𝐮̃(𝐱𝑖) = 𝐩
𝑇(𝐱𝑖)𝐀

−𝟏(𝐱𝑖)𝐁(𝐱𝑖)𝐮̅ (25) 

Dessa forma, pode-se definir a função de aproximação como: 

𝛟𝑇(𝐱𝑖) = 𝐩
T(𝐱𝑖)𝐀

−𝟏(𝐱𝑖)𝐁(𝐱𝑖) (26) 

sendo 𝛟𝑇(𝐱𝑖) uma matriz coluna (𝑛 × 1). 

4  Formulação proposta 

Diferente dos outros métodos sem malha, o MLPG proposto para este trabalho utiliza a forma fraca local 

sobre um subdomínio local Ω𝑠, contido totalmente no domínio global Ω. Assim, considerando a Eq. (1) para cada 

subdomínio Ω𝑠, temos: 

∫(
𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑏𝑖)𝑤𝑖𝑑Ω𝑠

Ω𝑠

+ 𝛼 ∫(𝑢𝑖 − 𝑢̅𝑖)𝑤𝑖𝑑Ω𝑠
Γ𝑠𝑢

= 0 (27) 

onde 𝑤𝑖  é a função de ponderação, Γ𝑢 é o contorno da condição essencial e α ≫ 1 é o parâmetro de penalidade. 

Expandindo os produtos e aplicando a regra do produto na Eq. (27), obtém-se a seguinte expressão:  

∫(𝑤𝑖𝑛𝑗𝜎𝑖𝑗)𝑑Γ

∂Ω𝑠

− ∫(
𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗)𝑑Ω𝑠
Ω𝑠

+ ∫(𝑤𝑖𝑏𝑖)𝑑Ω𝑠
Ω𝑠

+ 𝛼 ∫(𝑢𝑖 − 𝑢̅𝑖)𝑤𝑖𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

= 0 (28) 

onde 𝜕Ω𝑠 = L𝑠⋃Γ𝑢⋃Γ𝑡, sendo L𝑠 o contorno do subdomínio de integração Ω𝐼  e Γ𝑡 sendo o contorno da condição 

natural. Para simplificar a Eq. (28), a função de ponderação w é selecionada de forma que zere no contorno L𝑠. 
Substituindo as Eqs. (7) e (8) nas Eqs. (28) e fazendo 𝜀 = ℒ𝑢 a seguinte expressão pode ser reescrita na sua 

forma matricial como: 

∫𝛆𝐰𝐃𝓛𝐮𝑑Ω𝑠
Ω𝑠

− ∫ 𝐰𝐍𝐃𝐒𝓛𝐮𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

+ 𝛼 ∫𝐰𝐒𝐮𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

= ∫ 𝐰𝐭𝑑̅Γ

Γ𝑠𝑡

+ 𝛼 ∫𝐰𝐒𝐮̅𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

+ ∫𝐰𝐛𝑑Ω𝑠
Ω𝑠

 (29) 

onde: 
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𝛆𝐰 = [

𝜕𝜈1
𝜕𝑥1

0 𝜕𝜈1
𝜕𝑥2

0 𝜕𝜈2
𝜕𝑥2

𝜕𝜈2
𝜕𝑥1

] 

(30) 
𝓛 =

[
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥1
0

0
𝜕

𝜕𝑥2
𝜕

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥1]
 
 
 
 
 

 

𝐍 = [
n𝑥1 0 n𝑥2
0 n𝑥2 n𝑥1

] 

𝐒 = [
𝑆1 0
0 𝑆2

] 

A matriz S é usada para checar se ou não existe uma condição de contorno de Dirichlet prescrita no ponto 

considerado. Assim, os coeficientes da matriz S são definidos da seguinte forma: 

S𝑖 = {
1,   se existe valor prescrito de u̅ no contorno Γ𝑠𝑢

0,   se não existe valor prescrito de u̅ no contorno Γ𝑠𝑢
 (31) 

Para 𝑖 = 1, 𝐺𝑑𝐿, onde 𝐺𝑑𝐿 é o grau de liberdade do modelo.  

Portanto, adotando a seguinte solução aproximada: 

𝐮(𝐱𝑖) = 𝛟
𝑗(𝐱𝑖)𝐮̂(𝐱𝑖) (32) 

onde 𝛟𝑗(𝐱𝑗) é uma matriz 2x2n constituída de n matrizes 2x2 diagonal contendo as componentes da função de 

aproximação correspondentes aos pontos 𝐱𝑗 (j=1,2,...,n) dentro do suporte local, centrado no ponto base 𝐱𝑖 

(i=1,2,...,N), sendo N o número total de pontos. O vetor 𝐮̂(𝐱𝑖) é chamado vetor de deslocamentos fictícios. Logo, 

a matriz 𝐊𝑖𝑗  e o vector 𝐟𝑖 são expressos por: 

𝐊𝑖𝑗 = ∫𝛆𝐰𝐃𝓛𝛟
𝑗(𝐱𝑖)𝑑Ω𝑠

Ω𝑠

− ∫ 𝐰𝐍𝐃𝐒𝓛𝛟𝑗(𝐱𝑖)𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

+ 𝛼 ∫𝐰𝐒𝛟𝑗(𝐱𝑖)𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

 (33) 

e 

𝐟𝑖 = ∫ 𝐰𝐭(̅𝐱𝑖)𝑑Γ

Γ𝑠𝑡

+ 𝛼 ∫𝐰𝐒𝐮̅(𝐱𝑖)𝑑Γ

Γ𝑠𝑢

+ ∫𝐰𝐛(𝐱𝑖)𝑑Ω𝑠
Ω𝑠

  (34) 

Note que 𝐊𝑖𝑗 = 0 para qualquer 𝐱𝑗  que não pertence ao subdomínio local Ω𝑠. Em outras palavras, a matriz 

K é esparsa. 

5  Esquema de Integração 

A técnica tradicional de integração para o MLPG consiste na criação de um subdomínio de integração Ω𝐼 , 
centrado no ponto base, onde todos os pontos de Gauss são distribuídos e funções de aproximação são usadas 

para cada um deles, como mostrado na Fig. 1 (a). Como o esforço computacional para essa técnica é muito 

grande, técnicas alternativas vêm sido aplicadas para evitar o custo computacional dos modelos numéricos. 

Recentemente, KONDA et al. [5] propôs um esquema que consiste basicamente da utilização de um único 

suporte compacto centrado no ponto base, usando a mesma função de aproximação para todos os pontos de 

Gauss, diminuindo assim o custo computacional dos modelos numéricos. 

Para este trabalho, será empregada uma técnica alternativa, fazendo uso de um subdomínio de integração 

Ω𝐼  com tamanho reduzido, a fim de evitar os erros numéricos associados aos pontos de integração localizados 

fora do domínio global de interesse, como mostrado na Fig. 1 (c). 
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 a) b) c) 

Figura 1. Esquema de integração: a) convencional, b) sugerido por KONDA et al. [5] e c) sugerido para a 

formulação proposta. 

6  Exemplo 

Neste exemplo foi considerado um domínio quadrado submetido a carregamentos diversos, como mostrado 

na Fig. 2(a). O problema possui 𝐸 = 5000 Pa, 𝐿 = 3.0m, 𝜈 = 0.3 e 𝑃 = 10 N. Para essa analise, foram 

utilizadas as funções gaussiana com raio e Spline como funções peso com base monomial quadrática. 

 

Figura 2. Domínio quadrado submetido a carregamentos diversos. 

 

a) 

 

b) 

Figura 3. Comparação da solução proposta com o MEC considerando um domínio quadrado submetido a 

carregamentos diversos. 
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A Figura 3 apresenta a comparação dos resultados da formulação proposta com o MEC para uma nuvem de 

pontos de 125 pontos. As curvas foram computadas ao longo do eixo x em y=1.5m. Duas funções peso para o 

MLS foram testadas. Em ambos os casos, a formulação proposta forneceu excelentes resultados (ver Fig. 3 (a)) 

com um erro absoluto abaixo de 0.01% (ver Fig. 3 (b)). Três parâmetros “c” da função Gaussiana com raio 

foram testados, c = r/1.0, c = r/2.0 e c = r/3.0, sendo r o raio do suporte de aproximação e bons resultados 

foram obtidos. Nestes gráficos, somente um parâmetro (c = r/1.0) foi apresentado. Além disso, a formulação 

proposta forneceu resultados com um custo computacional reduzido por fazer uso de um único suporte compacto 

centrado no ponto base para todos os pontos de integração. 

7  Conclusions  

The MLPG formulation was implemented and tested for a plane stress problem by comparing its numerical 

model with a reference model based on the BEM formulation. An efficient integration scheme was used for the 

proposed formulation, and an excellent agreement was always found. 
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