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Resumo. O estudo da atividade elétrica cardiaco humana € crucial para analisar perturbagdes e distirbios que
podem levar ao 6bito. O uso de simulacdes computacionais pelo método dos elementos finitos tem se tornado
uma alternativa para o estudo e entendimento da atividade elétrica cardiaca. Porém, para que as simula¢des com-
putacionais sejam confidveis a ponto de serem relevantes em aplicagdes clinicas, ainda é necessario identificar
quais parametros do modelo precisam de maior precisdo durante a calibragio e como eles afetam as previsdes do
modelo. Neste trabalho, é realizado um estudo de quantificacdo de incerteza sobre propriedades de orientagcdo das
fibras no tecido cardiaco considerando a orientagdo das fibras como um campo aleatério através usando a expansao
de Karhunen-Loeve. O objetivo deste trabalho € estudar o impacto das incertezas na orientacdo das fibras na velo-
cidade de propagacdo da onda de ativacdo elétrica. Os experimentos indicam o quanto a velocidade de propagagio
¢ afetada e mostram que a expansdo de KL é uma ferramenta fundamental no estudo de campos aleatdrios.
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1 Introducao

Até hoje as doencas cardiovasculares sdo responsaveis pelo maior nimero de mortes no mundo. Simulag¢des
computacionais sdo capazes de descrever fendmenos importantes do sistema cardiovascular e tém se tornando
ferramentas importantes em pesquisas médicas que ajudam a entender mecanismos complexos da atividade elétrica
cardiaca [1l]. Para a construcdo e utilizacdo desses modelos computacionais € preciso calibrar e definir uma série
de pardmetros dos modelos utilizando dados experimentais. O processo de obten¢do desses dados experimentais
esta sujeito a erros de medigdes e limitacdes técnicas, que podem resultar em incertezas nos pardmetros estimados,
que por sua vez irdo afetar as predigdes dos modelos computacionais.

A drea de quantificacdo de incertezas (do inglés, uncertainty quantification, UQ) visa estudar o efeito das
incertezas dos parametros na resposta do modelo. Essas técnicas tém sido muito utilizadas recentemente na 4rea de
modelos biolégicos e bioengenharia [2]]. No contexto da modelagem do coracdo alguns estudos foram publicados
recentemente [3H3]], entretanto, ainda hd muito a ser explorado. Nesse trabalho apresentamos uma anélise baseada
em quantificacdo de incertezas utilizando a caos polinomial e a expansdo de Karhunen-Loeve (KL) para avaliar o
impacto de incertezas na orientacdo das fibras na velocidade de propagacdo da onda de ativagao elétrica.

2 Modelo matematico

O modelo matemadtico que descreve a atividade elétrica no tecido cardfaco é baseado em uma equagdo di-
ferencial parcial (EDP) de reacdo-difusdo ndo-linear conhecida como equa¢do do monodominio, a qual é dada
por:

0 0
X <Cmaqt] + Imn(Uﬂ?)) = V : (qu)) + Istim7 8771;] = (1)777)7 il’l Qa (1)

onde v = v(x) é o potencial transmembrénico, y é a razdo superficie-volume, C,,, é a capacitincia da membrana
e D ¢ o tensor de condutividade. O termo de reacdo I;,,, controla a corrente i0nica total que € uma funcio de v e
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de de um vetor de variaveis de estado 7). Este termo é acoplado a um sistema de equagdes diferenciais ordindrias
(EDOs) representadas pela segunda equagdo em (I). Uma corrente aplicada externamente é representada pelo
termo i,

Nesse trabalho, para representar a geracdo e a forma do potencial de acdo nas células cardiacas utilizamos o
modelo simplificado de Mitchell-Schaeffer Mitchell and Schaeffer [6]. Este modelo é representado pelas seguintes
equagdes:

du  vu®(1—u) u dv Ti:; se U < Ugate 2
dt Tin Tout dt v

S€ U > Ugate

Tclose

2.1 Condutividade do tecido cardiaco

E importante ressaltar uma caracteristica importante da organizacio do tecido cardiaco que é o alinhamento
preferencial dos midcitos ao longo do seu eixo principal e o seu acoplamento fim-a-fim. Os midcitos cardiacos sdo
organizados em fibras que apresentam um alinhamento preferencial. A propagacdo da onda elétrica de excitagdo
no tecido cardiaco depende dessa orientag@o das fibras e das condutividades dos meios intracelular e extracelular.

Na equagdo do modelo monodominio, no primeiro termo do lado direito, o tensor D representa o tensor
de condutividade elétrica. Pode-se assumir que o tecido cardiaco € transversalmente isotropico e é representado
pelo seguinte tensor de condutividade: D(x) = (0; — 0¢)f ® f + 041, onde o0, e o} representam os valores da
condutividade do tecido na direc@o longitudinal as fibras e transversa as essas, respectivamente, f € o vetor unitario
da orientagdo das fibras e I é o tensor identidade.

2.2 Velocidade de propagacao

A velocidade de propagacgdo da onda elétrica de excitagdo CV no tecido cardiaco foi adotada como quantidade
de interesse. Em condigdes normais, a CV no tecido cardiaco é de aproximadamente 0.6 m/s [7]]. Para calcular a
velocidade de propagacdo entre dois nds x; e xo da malha de elementos finitos, o tempo da ativagdo elétrica AT
nesses nés é medido e a velocidade é dada por CV = ||x2 — x1]||/AT. O tempo da ativagéo elétrica AT é dado
como sendo o instante de tempo em que a derivada do potencial elétrico v atinge seu valor mdximo.

2.3 Soluc¢io numérica

Para a solugdo numérica do modelo monodominio (I)) utilizamos uma separagéo de operadores que divide
o problema em uma parte parabdlica linear e em um sistema de EDOs. Para a parte parabdlica o método dos
elementos finitos (MEF) € utilizado para discretizag@o espacial € o método de Euler implicito para discretizacao
temporal. Por outro lado, as EDOs sdo integradas com o método de Euler explicito. A formulacgdo cldssica de
Galerkin continuo com bases lagrangianas e aproximagdes de primeira ordem foram utilizadas no MEF. Mais
detalhes podem ser encontrados na literatura [[7].

3 Métodos para quantificacao de incerteza

Nesta secdio os métodos utilizados para a andlise de quantifica¢do de incertezas sdo apresentados. Discute-se
aqui o método da expansdo de caos polinomial [2] e a expansdo de Karhunen-Loéve [3] utilizada para tratar o
campo estocdstico da orientacao das fibras cardiacas.

3.1 Quantificacao de Incertezas

Para o estudo de propagacdo de incertezas no modelo da atividade elétrica cardiaca incluindo o campo de
orientagdo das fibras foi utilizado o método da expansao de caos polinomial (PC, do inglés polynomial chaos) [8].
A expansdo PC tem sido utilizada em diversas aplicac¢des [2]] como alternativa ao método cldssico de Monte Carlo
(MC), devido a suas propriedades de convergéncia rdpida e estabilidade [2]. A expansdo em PC permite criar uma
relacdo da resposta do modelo e as varidveis aleatdrias (ou pardmetros do modelo) através de uma expansdo polino-
mial, que possui um baixo custo de avaliacdo. Essa expansdo polinomial pode entdo ser usada para quantificagdo
de incertezas e € criada através de um conjunto de avalia¢do (diretas) do modelo. Neste trabalho a biblioteca
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ChaosPy desenvolvida por Feinberg and Langtangen [9] e disponivel para a linguagem de programagdo Python
foi utilizada para a criagcdo e manipulagdo das expansdes em PC exploradas neste trabalho.

3.2 Expansio de Karhunen-Loéve

Para quantificar e avaliar o impacto de incertezas no campo que descreve a orientagdo das fibras cardiacas f

a expansdo de Karhunen-Loeve foi utilizada [S)]. Para ser considerado um parametro de entrada do modelo que

apresenta variacio espacial, a orientag@o das fibras serd representada como um campo aleatério. No que segue

vamos considerar a orienta¢do das fibras como a soma de um campo aleatério representando uma perturbacdo F

e o campo da orientagdo das fibras original f;5;, que segue as propriedades da microestrutura do tecido cardiaco.
Sendo assim, temos que:

f(x,0) = frisio(x) + F(x,0), 3)

onde 6 representa a dependéncia de f com relagdo a alguma propriedade aleatéria. A perturbagdo F € representada
como um campo aleatdrio usando a expansdo KL (truncada) da seguinte forma:

Nkl

F(x,0) = F(x) + Y mn(0) v/ My (x), )
k=1

onde F(x) é o valor esperado do campo estocdstico em x e {1 (f)} representa um conjunto de varidveis aleatérias
gaussianas e independentes e (A, ¢ (x)) sdo os autovalores e autofungdes da seguinte integral:

/D Cly,x)¢i(y)dy = \id;(x) o)

onde D é o dominio do tecido cardiaco de interesse e C(y, x) a funcdo de covaridncia. Sem perda de generalidade
assumimos que F(x) = 0 e que a fungéo de covaridncia é tem a seguinte forma exponencial dada por:

2 |z -yl
C(may) = 0OKL €XpP | — 2 Vﬂ%y S D7 (6)
2%,

onde 0%, ¢ a variincia do campo e [, é o tamanho de correlagdo que define a escala espacial sobre a qual o
campo exibe correlacdo significativa [5].

De forma prética, para se calcular a expansido KL da equacdo (3), o seguinte problema de autovalores gene-
ralizado precisa ser resolvido: T¢, = A\;M¢,,, onde M € a matriz de massa calculada através do MEF e T ¢ a
matriz dada por T = M7 CM.

A expansao KL truncada reduz a dimensionalidade do espaco estocdstico de infinito para n g, e fornece uma
representacdo paramétrica do campo aleatério F(x, 0) através de ny, varidveis aleatdrias. A incerteza no campo
da orientagdo das fibras passa a ser oriunda das ng, varidveis aleatdrios independentes 7, ..., 7y, , as quais
seguem distribui¢des normais com média zero e desvio padréo unitario, isto é, n; ~ N (0, 1).

4 Experimentos computacionais

A seguir descrevemos dois experimentos computacionais para se avaliar a expansdo KL para o estudo de
incertezas na orientagdo das fibras e o quanto essa incerteza pode afetar a velocidade de propagacdo. Por fim,
mostramos a aplicagc@o da expansdo KL para construir perturbagdes no campo de orientagdes da fibra em dominios
tridimensionais representando o ventriculo esquerdo.

4.1 Efeitos da incerteza na orientacao das fibras na velocidade de propagacao

Consideramos um dominio bidimensional de tamanho 1 cm X 0.1 cm discretizado com elementos triangula-
res. A atividade elétrica foi simulada por 400 ms e um passo de tempo de tamanho At = 0.2 ms foi utilizado. Para
reproduzir a velocidade de propagagdo da onda no tecido cardiaco os valores das condutividades o; e o, foram
calibrados manualmente para os seguintes valores: o; = 4.75 e o; = 0.8. Para calcular a CV os nds localizados
em (0.77,0.05,0) e (0.25,0.05, 0) foram escolhidos.

O ndmero de amostras N, a ser utilizado foi considerado como Ny = Ny (Npar + Pa)!)/(Npar!Pa!), onde
Npqr € 0 nlimero de varidveis aleatdrios consideradas, Py € o grau do polindmio da expansdo PC e Nj, é um fator
multiplicativo. Mais detalhes podem ser encontrados em [2, 9]]. A seguinte configuracio foi utilizada N, = 2,
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P; = 3 e Npor = ngr, = 16, resultando em 1938 amostras. Para a escolha do nimero de termos da expansio
KL analisamos os autovalores da equagio (3), como mostra a Fig. [T} Considerando a queda da magnitude dos
autovalores, escolhemos n 7, = 16 termos para a expansao KL nos estudos realizados.

10734
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Figura 1. Autovalores da equagdo (3) para a malha de elementos finitos considerada nesse estudo com ogy, =
0.1radelrxr, =1.0cm.

Diferentes configuragdes para f;4;, foram utilizadas: um caso considerou que as fibras estéio orientadas como
frisio = [1,0, 0]7, enquanto outro caso considerou que as fibras variam a sua orientagdo no sentido endocardio-
epicardio. Para este caso considerou-se a orientagdo da fibra como func¢do da coordenada normalizada z (Z = 0
representa o endocardio e £ = 1 representa o epicardio). Desta forma, para representar a variagdo da fibra no
sentido endocdrdio-epicdrdio utilizamos ff;sio = [0, sin(c), cos(a)]”, onde v = § — 2% &. Sem a perturbagdo
da expansdo KL, no primeiro caso foi obtida uma velocidade de propagacdo C'V = 0.604 m/s, enquanto que no
segundo caso uma velocidade de C'V' = 0.280 m/s foi obtida.
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Figura 2. Boxplots da velocidade de propagacdo nos experimentos (a) com a orientacdo das fibras dada por
f = [1,0,0]T e (b) com a orientagdo das fibras dada por f = [0, sin(a), cos(a)], 7. Em ambos experimentos
foram utilizados nx = 16 termos da expansao KL.

A Fig. 2] mostra os resultados em termos da velocidade de propagagdo através de boxplots. Exploramos e
analisamos os seguintes valores dos pardmetros: ox = {0.1,0.25,0.5} e lxr = {0.1,0.5,1.0} cm conforme
utilizado por Rodriguez-Cantano et al. [3]].

Os resultados de ambos os casos (a) e (b) mostram que os valores obtidos sd@o proximos aos do caso sem
perturbag@o que correspondem a 0.6 e 0.28 m/s, respectivamente. Além disso, observou-se, conforme esperado,
que valores maiores para o g1, resultam em maior dispersdo dos resultados da CV. Por exemplo, para oxr, = 0.1
radianos quase nao houve variagcao da velocidade de propagacdo medida em ambos os casos. Por outro lado, para
ok = 0.5 radianos, observou-se uma significativa variacdo da CV, sendo que no caso (a) os valores mostraram
uma tendéncia a reducéo da CV e para o caso (b) um aumento. Por fim, o pardmetro ! 1, da expansdo KL reduz de
forma moderada o nimero de outliers a medida que aumentamos este pardmetro, uma vez que quanto menor [k,
maior serd a perturbacio no campo da orientacdo das fibras.
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4.2 Perturbacoes na orientacao das fibras em malhas 3D

O método utilizado para gerar perturbagdes no campo de orientag@o das fibras cardiacas baseado na expansio
KL foi estendido para o caso 3D e utilizado para gerar perturbacdes no campo das fibras de uma malha do ventriculo
esquerdo humano. A Fig. [5jmostra em (a) um corte da malha original com a orientagdo das fibras geradas por um
algoritmo baseado em regras [10], e em (b) uma amostra gerada com a perturbagio das fibras.

fibers X

(b)
Figura 3. Exemplo ilustrativo de parte do ventriculo esquerdo mostrando uma malha em (a) com orienta¢io das
fibras sem perturbacio e em (b) com perturbagdo gerada pela expansio KL.

5 Conclusoes

Nesse trabalho estudamos métodos de quantificacdo de incerteza para campos aleatérios como a expansao
de Karhunen-Loeve aplicados em um problema da eletrofisiologia cardiaca. Foi verificado o quanto incertezas na
orientagdo das fibras pode afetar a velocidade de propagagdo da onda elétrica no tecido cardiaco em dois cendrios
de simulag¢des simplificadas e bidimensionais. Por fim, o método da expansdao KL foi explorado para um caso
de aplicacdo em uma geometria do ventriculo esquerdo com orientacdo das fibras mostrando que a técnica de
expansdo KL & promissora para o estudo de campos aleatorios.
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