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Abstract. In the present study, a computational framework is developed to the determination of thin-walled profi-
les’ equilibrium paths. These developments apply a geometric nonlinear formulation of the Finite Element Method
(FEM) based on the Total Lagrangian description of equilibrium. Besides, the mesh is composed of positional shell
finite element, in which the nodal degrees of freedom are positions, generalized vectors and linear rate of thick-
ness variation. The material’s behavior is represented by the Saint-Venant-Kirchhoff constitutive law. Moreover,
the precisely obtaining of the fundamental equilibrium path is executed by the Arc-Length strategy coupled with
the nonlinear solution technique based on the Newton-Raphson method. In this sense, the main purpose of the
present study is to obtain the multiple equilibrium paths starting from the same bifurcation point. Therefore, a
path-following approach is developed to induce the search for the requested path. The strategy consists of impo-
sing a perturbation on the current configuration, which is related to the eigenvector of the required mode. This
eigenvector is computed by means of a buckling analysis performed on the current configuration. The perturbation
is imposed as an external force, being applied close to the bifurcation point and removed as soon as it enters the de-
sired path. In this way, the equilibrium paths that present a bifurcation point can be completely determined without
the consideration of imperfections on the initial configuration, as it is traditionally done. Finally, one example are
compared against data available in literature, in which the accuracy, robustness and applicability of the proposed
formulation are demonstrated.
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1 Introducao

Os avangos tecnoldgicos da industria do ago permitiram a utilizacdo de perfis de parede fina para finalidade
estrutural. No entanto, a espessura reduzida de tais perfis, em conjunto com sua aplica¢do para grandes vaos, os
torna susceptiveis a fendmenos de instabilidade local e global. Adicionalmente, € inerente ao processo de fabrica-
¢do desses elementos estruturais a presenga de imperfeigdes geométricas, que devem ser adequadamente inseridas
na andlise mecinica. Nesse panorama, abordagens analiticas para o estudo de tais perfis tornam-se limitadas,
dado o alto grau de complexidade para lidar com as especificidades do problema mecanico em discussdo. Diante
dessa problemdtica, os métodos numéricos sdo uma excelente ferramenta para promover a precisa representacao
mecanica das estruturas, especialmente em analises de estabilidade.

Dentre os métodos numéricos, o Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ amplamente empregado para estudo
do comportamento mecanico das estruturas. Diversos trabalhos aplicaram-no com sucesso para a determinagdo
de cargas criticas e de comportamento pds-critico de estruturas de parede fina, como Wagner e Wriggers [[1], Shi
[2], Fujii e Okazawa [3]], Basaglia et al. [4] e Radau et al. [5]. Destaca-se aqui a aplica¢do recente da formulacao
posicional do MEF para anélises de estabilidade a partir dos trabalhos de Soares et al. [6l [7]. Sua aplicagdo até
entdo se limitou a obtencdo de cargas criticas e de trajetérias de equiibrio secunddrias estdveis via método de
Newton-Raphson.

O presente trabalho visa mitigar essa limitacdo, permitindo que trajetérias secunddrias instaveis sejam pre-
cisamente determinadas. Nesse sentido, propde-se o emprego da estratégia Arc-Length, que inclui o incremento
de for¢a como uma varidvel do problema, acoplada com andlises de estabilidade ao longo da trajetéria. Para a
obtengdo de trajetdrias secundarias € determinada uma forga de perturbacio baseada no autovetor correspondente
ao modo escolhido. Esta forca é entdo aplicada na vizinhanca do ponto de bifurcagdo, de forma a ultrapassa-lo.
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Apresenta-se nas proximas se¢des a formulagdo numérica base, que inclui o MEF posicional e a estratégia de
solucdo Arc-Length. Descreve-se em seguida a forma de obtencdo da forca de perturbagdo. Por fim, um exemplo
numérico € apresentado, a partir do qual verifica-se a estratégia proposta.

2 Formulaciao numérica

Utilizou-se neste trabalho uma formulacio nao-linear geométrica baseada na descri¢do Lagrangeana Total do
equilibrio. Foi empregado o elemento finito de casca posicional, que possui posi¢des nodais, vetores generalizados
e taxa de variacdo de espessura como graus de liberdade. Esse elemendo finito foi primeiro apresentado por Coda
e Paccola [8] e as fun¢des de mapeamento que definem a cinematica do elemento sdo expressas como:

20 = ¢ @x + s et n

h
$'©) = Oy + T [+ ©)a"E] (Y @)

nas quais /g é a espessura da casca, ¢* é a funcdo de forma do né k, x* e y* sdo as posicdes nas configuracdes
inicial e atual, respectivamente, do né &, n* é o vetor normal do né k na configuracio inicial, vk & o vetor generali-
zado do nd k na configuragdo atual e a™ € a taxa de variacdo da espessura do né m. Esse esquema de mapeamento
estd apresentado na Fig. [T]

Figura 1. Mapeamentos das configuragdes inicial e atual a partir de um espago paramétrico adimensional

Adotou-se para a representagdo do material a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, cuja expressdo de
energia especifica é dada como:

1o () = %E:(E:E 3)

em que E € o tensor de deformacdes de Green-Lagrange e € = 2G[J + v/(1 — 2v)I ® I] € o tensor constitutivo
elastico, sendo G o mddulo de elasticidade transversal, v o coeficiente de Poisson, J o tensor identidade de 4*
ordem, I o tensor identidade de 2% ordem e ® denota produto tensorial.

As equagdes de equilibrio sdo aqui obtidas a partir do principio da estacionariedade da energia mecanica.
Dessa forma, assumindo a existéncia de um potencial IT composto pelas parcelas de energia de deformacado U e de
energia potencial das forgas externas P, isto é, Il = U + P, o equilibrio ¢ satisfeito quando a primeira varia¢ao do
potencial IT € nula, ou seja:

sti=su+op =29 4+ 2P} sq=0 @)
0q dq
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em que q é o vetor de pardmetros nodais generalizados que inclui posi¢do nodal y*, vetor generalizado v* e taxa
de variacdo de espessura ¥ de cada né k da discretizacdo.
Considerando a arbitrariedade de dq, a eq. @) resulta em um sistema nao-linear do tipo f"t — £t = 0, sendo:

oU [ du, OE

= — = dQ= | S:-—=dQ (5a)
6q Qo aq 0 Qo 0 0

g = 9P (5b)
aq

emque S = € : E € o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e £y é o dominio do sélido na
configuracio inicial.

E importante a defini¢io da matriz hessiana H da energia mecanica IT, necessaria para a realizacio de andlises
de estabilidade e para o processo de solu¢do via Newton-Raphson/Arc-Length. Sua expressdo é fornecida como:

OE OE d’E
H= — € —dQy+ S: —dQ (6)
Q 94 aq " o 0q®dq 0

Conforme j4 realizado nos trabalhos de Soares et al. [6,[7]] para o elemento finito aqui empregado, a determi-
nag¢do de pontos criticos da trajetdria de equilibrio pode ser obtida a partir do seguinte problema de autovalor:

(HE + ,uHG) Aq=0 )

em que u fornece os fatores de cargas criticas e Aq fornece os modos de instabilidade. As parcelas HE ¢ HC sio
fornecidas, respectivamente, por:

HE = @:G:@dﬂg (8)
Q, 99 aq
9’E
HG:/ S: ———dQ 9)
Q 9q®dq

3 Solucio via estratégia Arc-Length

A estratégia Arc-Length jd € bem conhecida na literatura, sendo pioneiros os trabalhos de Wempner [9], Riks
[LO] e Crisfield [[11]. Nesta se¢do € descrita a aplica¢do dessa formulag@o no contexto da formulacgdo posicional do
MEF.

Inicialmente considera-se que a forca externa € controlada por um fator 1. Assim, a equacao de equilibrio
pode ser reescrita como:

£ -2 =0 (10)

Para um par (q, 1) de solucio tentativa, em geral o equilibrio ndo é satisfeito. Desse modo, define-se o residuo
no equilibrio g, expresso como:

g(q, ) = f"(q) - AF™ (11)

Na estratégia Arc-Length, o fator A também passa a ser incégnita do problema. Dessa forma, € exigida uma
equagdo adicional para tornar o sistema definido. A equacdo adicional corresponde a um arco de circunferéncia
dado pela seguinte expressio:
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As? = Aq - Aq + Y2 ALPEE . Xt (12)

A estratégia para a resolucdo deste problema consiste na realizagdo de etapas de previsdo e corre¢ao, descritas
a seguir.

3.1 Estagio de previsao

Considera-se que para o primeiro passo da andlise € fornecido o incremento de carga Al;. Expandindo o
residuo dado pela eq. (11) em série de Taylor para q e A centrada em (g, o) e truncando em primeira ordem,
obtém-se uma primeira corre¢do para a solugao tentativa:

Aqy = A H (go, A0)F™ (13)

Com isso, a partir da eq. (I2) obtém-se o valor do arco Asy para a primeira iteragdo. Esse arco entdo se
mantém fixo para as iteracdes seguintes do primeiro passo.

Na primeira iteracdo de um passo k > 1 € conhecido o arco Asy. Portanto, as corre¢des Ad; e Aq sdo obtidas
a partir da série de Taylor, agora centrada em (qz—-1, Ax-1). Ap6s algumas manipulagdes algébricas, obtém-se:

A
Adg = + il (14)
\/[H‘l(qk—h/lk—ﬂfe’“] [ (qrot, Ao £ 4+ g 2fext - fext
Aq = AH (i1, Ao (15)

em que o sinal da eq. (T4) € tal que se obtenha um avango na trajetéria de equilibrio. Um critério para a determi-
nacgdo desse sinal é apresentado em Feng et al. [[12] e expresso como:

sign (Ady) = sign (Aqk_l CH Qe Ao )F + Al g2 fe’“) (16)

Atualiza-se entdo os parametros nodais qx = qx-1 + Aqy € o fator de carga Ay = Ax_1 + Ady e procede-se ao
estdgio de corre¢do.

3.2 Estagio de correcio

Para o estdgio de correcdo fixa-se o arco Asy utilizado no estigio de previsdo. E realizada novamente a
expansdo em série de Taylor, agora centrada em (qg, Ax). Apds diversas manipulagdes algébricas e eliminando-se
os termos de ordem superior em 0qx e 01, chega-se as seguintes expressdes para as novas correcdes oAy € dqy:

B Agqi - [H™ (qr, ) g(ar. )|
Aq - [H—l (qk’/lk)fext] + YA fext . fext

0y a7

oqi = H! (que, i) [044 £ — g(qu, i) | (18)

Atualiza-se por fim as correcdes Aqx = Aqi + 0qx € Ay = Adyg + 54k, os pardmetros nodais qx = qx + 0qx
e o fator de carga Ay = Ax + 0dy e repete-se o estigio de correcdo até que as correcdes dqy € 0dg se tornem
suficientemente pequenas.
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4 Estratégia para obtencao de trajetorias secundarias

A estratégia aqui utilizada para determinar trajetorias secunddrias a partir de um ponto de bifurcacio € baseada
na solugéo do problema de autovalor da eq. (7). O autovetor Aq correspondente ao modo de instabilidade desejado
pode ser utilizado como perturbacgio no processo de solucdo. Neste trabalho, essa perturbacio € inserida na forma
de uma forca externa denominada forga de perturbagéo, determinada como:

grer / (s : @)
Q dq

em que q, € o vetor de parametros nodais ao final do passo p escolhido para a imposi¢@o da perturbacédo e gP*" é
eXpresso como:

dQy - f"(q,) (19)

qrer

Aq
qpel‘ =q +a—— (20)
P Agll

em que « € um escalar que ajusta a intensidade da perturbagdo aplicada.

Esta forca de perturbacdo é determinada e inserida no processo de solucdo, adicionalmente a forca externa
X' j4 atuante, nas proximidades do ponto de bifurcacdo e retirada assim que se adentra na trajetéria secunddria
correspondente. Em Soares et al. [6] os autores utilizaram esta mesma for¢a de perturbacao, aplicando-a sobre a
configuracdo inicial e determinando a trajetéria de equilibrio por meio do método de Newton-Raphson.

5 Exemplo numérico: secao canal

Este exemplo foi proposto por Garcea [13]] e consiste numa viga biapoiada de sec¢do canal submetida a com-
pressdo em suas extremidades, conforme Fig. [2] O material empregado possui as seguintes propriedades: E =
2.1-10%, v = 0.3. As condigdes de contorno sio: w(0, y,0) = w(¢, y,0) = v(0,0,0) = v(£,0,0) = u(£/2,0,0) =0,
sendo u, v e w os deslocamentos nas dire¢des x, y e z, respectivamente. O carregamento é dado por p, = 1.0e o
fator A controla sua intensidade.

Imperfeicao local

Figura 2. Esquema estatico e dimensdes de interesse

Utilizou-se como discretizacdo uma malha estruturada com 5275 nés e 1120 elementos triangulares com
aproximacdo cubica. Garcea [13] ainda considera a presenca de imperfeicdes na forma de um par de forcas
concentradas atuando na secdo central da peca. Por brevidade, serd comparado aqui apenas o caso de imperfeig¢do
local (Fig.[2).

Nesse contexto, apresentam-se na Fig. [3] as trajetorias de equilibrio obtidas neste trabalho (MEF Posicional)
e as apresentadas por Garcea [[13]] (Nastran, Mixed e Frozen). As formulacdes Mixed e Frozen se baseiam na
expansdao de modos de instabilidade para a obtencdo das trajetérias, o que explica o distanciamento dessas com
relag@o as demais trajetdrias.

Destaca-se aqui a trajetdria de equilibrio obtida sem a imposicao da imperfeicao local. A trajetdria para além
do ponto de bifurcagdo foi obtida inserindo-se a forga de perturbagdo (eq. (I9)) nas proximidades do ponto de
bifurcacdo e retirada apds alguns passos. Observa-se que as trajetérias obtidas considerando a imperfeicdo local
se situam sempre abaixo da trajetdria obtida sem a imperfeicdo. Excegdo ocorre no caso do grafico de vg/va, em
que a diferenca entre as trajetorias € nitida, justamente por se tratar dos pontos onde a imperfeicdo local € aplicada,
sendo, portanto, maior seu efeito.
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Figura 3. Trajetérias de equilibrio dos pontos A, B e C da viga em sec¢do canal

As trajetérias de equilibrio obtidas neste trabalho considerando a presenca de imperfeicao local apresentam
boa concordincia com as apresentadas por Garcea [13]. Como no presente trabalho é empregada uma formula-
¢do ndo-linear geometricamente exata, as formulacdes que se baseiam na expansio de modos (Mixed e Frozen)
produzem resultados mais distantes. Ja os resultados obtidos via Nastran, que utiliza a formulagdo tradicional
de elementos finitos baseados em deslocamentos e giros, sdo os que mais se aproximam dos obtidos no presente
trabalho.

6 Conclusoes

Neste trabalho é apresentada uma estratégia para a determinacdo de uma for¢a de perturbacdo adequada
para induzir o processo de solu¢c@o a determinar trajetorias de equilibrio secunddrias. Essa forca é determinada
com base no autovetor obtido a partir de uma andlise de estabilidade sobre a configuracdo atual da estrutura.
Dessa forma, a forga de perturbac@o, quando aplicada, gera deslocamentos correspondentes ao modo desejado,
permitindo que a trajetdria secunddria correspondente seja obtida. Como vantagem dessa formulacio, cita-se a
possibilidade de determinagdo de trajetérias de equilibrio secunddrias para estruturas ideais, sem a necessidade
de se inserir imperfeicdes sobre a configuragdo inicial, como usualmente € realizado. Ainda assim, € necessario
atentar quanto ao aspecto de convergéncia do processo de solugdo, visto que € inserida uma forca adicional ao
sistema durante a andlise. Portanto, o desenvolvimento de uma estratégia para a insergdo desta forca sem que se
tenha prejuizo na taxa de convergéncia se faz necessario, até mesmo porque a matriz do sistema ja € quase singular
nas proximidades do ponto de bifurcag@o. Por fim, cita-se o exemplo numérico apresentado, no qual foi possivel
validar a implementacao da estratégia Arc-Length com a presenca de imperfeicdo local e demonstrar a utilizacdo
da forga de perturbacgdo para se determinar trajetdrias secunddrias quando ndo hd presenga de imperfeicdes.
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