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Abstract. Trusses are structural elements that present multi-stability, even under characteristic conditions of
geometry, contour and rigidity. Metamaterials, on the other hand, have been an increase motivation for studies
recently and their characteristics can be represented by hyperelastic constitutive models together with a
geometric shape of trusses. Thus, in this work, the behavior, linear and non-linear, of the stability and vibrations
of a hyperelastic neo-Hookean truss exhibiting Multistable behavior is investigated. For this, it is considered a
plane truss with two bars and geometric imperfections First an energetic formulation, considering large
displacements, is presented and the nonlinear equations of motion for a nodal load applied at the top node are
derived. Based on this formulation, the parametric buckling analysis of the truss under static load as a function of
the load and geometric imperfections. Then, the fundamental vibration frequency, nonlinear frequency—
amplitude relations and time history are obtained as a function of the static preload.
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1 Introduction

As trelicas sdo estruturas leves capazes de vencer grandes vaos, sendo usadas com frequéncia na construcdo
de pontes, em torres de transmissdo de energia e em estruturas de coberturas. Dentre as estruturas abatidas, tém-
se as trelicas planas de duas barras, também conhecida por trelica de Von Mises, que caracteriza um sistema
biestavel, uma vez que sua trajetoria de equilibrio apresenta dois trechos estaveis de equilibrio, a partir do qual a
estrutura pode atingir o ponto limite, invertendo sua posi¢do repentinamente, caracterizando um comportamento
que recebe 0 nome de salto dindmico ou snap through.

Kassimali e Bidhendi [1] estudaram a estabilidade e a resposta a grandes deformagdes da trelica de Von
Mises, submetida a trés tipos de cargas dindmicas: carga constante, impulso triangular e carga senoidal. J& Ario
[2] aplica a equacdo de Duffing a uma trelica plana de duas barras considerando a presenca da ndo linearidade
geométrica e massa concentrada no no superior da trelica, para realizar uma analise da estabilidade dinamica, do
comportamento bifurcacional e oscila¢cdes ndo periddicas e periddicas, considerando fenémenos cadticos.

Na literatura é possivel encontrar vérias pesquisas que estudam a estabilidade e vibraces de trelicas.
Porém, apenas um nimero reduzido destes trabalhos tende a considerar a ndo linearidade do material, como por
exemplo o trabalho de Fonseca [3], onde o autor realiza uma andlise paramétrica para investigar o
comportamento ndo linear, vibragdes, bifurcacdes e instabilidade de uma trelica plana de duas barras feita de
material hiperelastico e descrita pelo modelo neo-Hookeano.

Da mesma forma que os matérias hiperelasticos, os metamateriais podem sofrer grandes deformagdes e
deslocamentos, situacdo onde a multiestabilidade costuma ser desejavel. Rafsanjani et al [4] estudaram uma
classe de metamaterial formado por um arranjo periédico de unidades com geometria proxima a de uma trelica, e
consideraram o material sendo neo-Hookeano para realizar simulagdes numéricas e desenvolveram experimentos
em prototipos impressos em 3D, demonstrando que a arquitetura de encaixe das unidades que formam o
metamaterial poderia ser ajustada para gerar variadas respostas mecénicas ndo lineares, tornando este material
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adequado para o design de estruturas adaptéaveis, além da possibilidade de utilizacdo da energia dissipada no
fendmeno de snap through em aplicacBes de isolamento e amortecimento de vibracdes. As caracteristicas dos
metamateriais podem ser representadas por modelos constitutivos hiperelasticos, que descrevem o
comportamento mecanico do material por meio da energia de deformac&o especifica.

Neste trabalho sdo estudadas a estabilidade estética e vibragdes de uma trelica plana abatida de material
hiperelastico incompressivel, descrito pelo modelo constitutivo neo-Hookeano. A estabilidade estatica da trelica
é investigada pela obtencdo da carga critica das barras, dos caminhos de equilibrio das cargas verticais aplicadas
e dos esforgos axiais. O comportamento dindmico da treli¢a é analisado a partir das frequéncias naturais e modos
de vibracdo, bem como pela obtencéo das curvas de frequéncia-amplitude e relagdo frequéncia-carga.

2 Formulacdo matematica

A formulacdo matemadtica a seguir é baseada no trabalho de Fonseca [3]. Para realizar o estudo da
estabilidade estatica e vibracGes da trelica abatida de material hiperelastico neo-Hookeano, consideram-se duas
configuracbes geométricas nomeadas trelica perfeita e trelica imperfeita, conforme apresentado na Fig. 1,
adaptado de Fonseca [3]. Onde 8 é o angulo de abatimento, by, b, € b, sdo medidas da base, [,, [; € [, sdo
comprimentos das barras com &rea de secéo transversal A, e massa especifica p, e h, altura da trelica. A origem
do sistema de coordenadas encontra-se no nd superior da trelica perfeita. Para a configuracdo imperfeita, a
projecao horizontal do comprimento de uma das barras da trelica € 5% maior do que a da trelica perfeita, mas o
comprimento total da base permanece inalterado: b; + b, = 2b,.

bo

b, | by | b, |

(a) perfeita (b) imperfeita

Figura 1. Geometrias da trelica.

O comportamento mecanico do material hiperelastico que compde a treliga é descrito pelo modelo neo-
Hookeano, eq. (1), escrito em funcdo do fator de extensdo principal axial A, sendo C; um pardmetro do material.

n® barras 2
/‘lbi

i=1

Uma vez que W ¢ a energia de deformacdo especifica, para obter a energia de deformacéo total do sistema
U, integra-se W ao longo do volume da trelica. Portanto, a energia de deformagdo total U da treliga imperfeita €
dada pela eq. (2), onde a, e a, sdo os graus de liberdade adimensionalizados em relagéo a b, e h, nas direcdes
horizontal x e vertical y, respectivamente, e a variavel auxiliar r é a razdo entre os comprimentos de barra [; e L,.
Obtém-se da eq. (2) a expressdo da energia de deformacao total para a configuragdo perfeita da trelica, adotando-
seb; =bger=1.
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A energia devido ao trabalho de uma carga estatica vertical p,, aplicada ao no superior da trelica imperfeita
é dada pela expressdo da eq. (3) e para b; = b, tém-se para a trelica perfeita.

b
Vo, = —pysenf [ay - (b_(l, - 1)] 3)

A energia cinética para o sistema da treliga imperfeita é dada pela expressao da eq. (4), onde m representa a
massa da trelica e, novamente quando se considera b; = b, e r = 1 tém-se para a trelica perfeita.

1,2 /b
T =10 (—1

mly* (bl
6 \b,

3
) (cy’cos8? + dy*send?) + —— 5
0

3
o ) (a'xzcos&?2 + a'yzsenez) 4)

2.1 Analise estatica

Realiza-se a andlise da estabilidade estatica da trelica perfeita hiperelastica, submetida a carga vertical
aplicada no n6 superior, calculando inicialmente a carga de flambagem da barra da treliga. Isto é feito através da
expressdo da eq. (5), que fornece a carga critica para uma coluna hiperelastica neo-Hookeana, submetida a uma
carga axial de compresséo (Attard e Hunt [5]).

2
p. = n Peuler
r 1-— lnzpeuler (1 _ ﬁ) (5)
4 EA 42

Onde, n —modo de flambagem; P, —Carga critica de Euler; r, —raio de giracdo relativo a flexao em
y; 1, —raio de giracdo relativo a flexdo em z.

Na sequéncia calculam-se as cargas verticais e as cargas axiais na barra, ao longo dos seus respectivos
caminhos de equilibrio, onde a verificagdo da estabilidade das configuragcbes de equilibrio obtidas é feita
utilizando a forma quadratica da expressdo da energia potencial total IT da trelica perfeita.

2.2 Analise Dinamica

As formulagcbes obtidas nesta se¢do foram realizadas para as duas configuracfes da treliga: perfeita e
imperfeita. Apresenta-se o desenvolvimento referente apenas a trelica imperfeita, pois 0 mesmo se aplica a
trelica perfeita, bastando substituir b; = b, e r = 1 nas equagdes de movimento da trelica imperfeita.

Aplicando a variagdo no Lagrangiano e substituindo o pardmetro w = /C,;4,/ml, obtém-se as equacdes
ndo lineares de movimento descritas na eq. (6) e eq. (7).
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Lineariza-se os termos ndo lineares das equagdes de movimento utilizando expansdo em série de Taylor, e
resolve-se o sistema de equacdes linearizado através de um problema de autovalor e autovetor. Para a trelica
perfeita, obtém-se as equacdes linearizadas descritas na eq. (8) e eq. (9).

Qg + 6W2a,; — 6w2sen 02 a,y + 12w2cos0% a,y =0 (8)

ayq + 6W2ay,; + 12w?sen 02 ayy — 6W? cos 0 aq = 0 9)

E consequentemente as frequéncias naturais de vibracao, conforme apresentadas na eq. (10) e eq. (11).

Q, = 3v2w cos 0 (10)
Q, = 3vV2w sen 6 (11)

Para obtengdo da curva carga versus frequéncia, incrementa-se valores para a carga vertical Py aplicada ao
né superior da treli¢a, e para cada incremento de carga resolve-se as equagdes diferencias de equilibrio utilizando
0 método numérico de Runge-Kutta de 4° ordem, obtendo-se a resposta no tempo sem amortecimento.

As curvas frequéncia-amplitude sdo obtidas utilizando-se o método de Galerkin-Urabe e o método de
Newton-Rapshon.

3 Resultados numeéricos

Para a trelica perfeita considera-se comprimento de barra [, = 1 m e base com dimensdo b, = 0.966 m.
Para a trelica imperfeita adota-se para as barras os comprimentos [; = 1.05m e [, = 0.957m, relacdo entre 0s
comprimentos de barra r = 1.097, e bases com dimensdes b; = 1.014 m e b, = 0.918 m . Para ambas as
configuracbes da trelica considera-se area da secdo transversal da barra indeformada igual a A, = 2.89 X
1072 m?, angulo de abatimento 8 = 15" e pardmetro w =6.22. Considera-se para as trelicas analisadas os
parametros fisicos utilizados por Selvadurai [7], onde o parametro do material assume C; = 0,17 MPa e
p = 2200 kg/m3 para a massa especifica.
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Na Figura 2 apresentam-se os caminhos ndo lineares de equilibrio relativos a carga vertical aplicada (p,) e
ao esforgo axial (N) na barra, bem como a carga de flambagem das barras com valor P.. = 700.67 N. Os trechos
do em linha tracejada, em azul e vermelho, indicam equilibrio do tipo instavel que se inicia para a, = 0.44 e
termina em a,, = 1.56 g, os trechos em linha continua indicam equilibrio estavel.

400
0 =
S
) -400
<
O J
-800 — % N Py
1 ~ —‘V
Per
-1200 — — —
0 0,5 1 1,5 2 35

(Xy

Figura 2. Caminhos de equilibrio e carga critica.

Os trechos instaveis e estaveis das curvas em azul e vermelho sdo os mesmos, uma vez que a analise da
estabilidade considera a forma quadratica da expressdo da energia potencial total, que engloba o trabalho da
carga vertical p,,, geradora dos esforgos axiais N. Observa-se na Fig. 2 que os valores da curva em vermelho
estdo relativamente distantes do valor da carga de flambagem, isso ocorre devido a geometria abatida da trelica,
uma vez que pequenos angulos de abatimento provocam valores baixos de carga p, e cargas axiais com
magnitudes mais altas através da relagdo p, = 2sen 6 N, obtida por equilibrio de forgas no n6 superior da
trelica.

Da andlise dinamica linear obtém-se as duas primeiras frequéncias naturais para as trelicas perfeita e
imperfeita. Os valores obtidos para trés angulos de abatimento distintos sdo apresentados na Tab. 1 e
comparados com os valores obtidos por Fonseca [3]. Os valores de Q, e Q, equivalem, respectivamente, as
frequéncias de vibragdes nas direcdes y e x.

Tabela 1. Frequéncias naturais (rad/s) P - Perfeita, | - Imperfeita.

Q Q,

Presente Fonseca 0 o Presente Fonseca o o

i Trabalho (2018) Pl Trabalho (2018) P %
P I P I P I P I

15° 6.82 678 684 676 0.29% 030% 2547 24.07 2548 24.07 0.04% 0.00%

45° 18,65 16.81 18.65 16.82 0.00% 0.06% 18.65 17.76 18.65 17.75 0.00% 0.06%

75° 2547 2321 2548 2321 0.04% 0.00% 682 592 684 589 0.29% 0.50%

Observa-se da Tab. 1 que ndo ha divergéncia significativa entre os valores calculados para as frequéncias
de vibracdo neste trabalho com os valores obtidos por Fonseca [3]. A medida que o angulo de abatimento da
trelica @ aumenta, os valores das frequéncias naturais também aumentam em ambas as geometrias consideradas.

Posteriormente, sdo apresentados os resultados a partir da solugdo das equagdes ndo lineares governantes
do problema. Na Fig. 3 (a) e Fig. 3 (b), apresentam-se, respectivamente, as relacbes de frequéncia versus carga
para os sistemas estruturais das treligas perfeita e imperfeita.
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Figura 3. Relacédo frequéncia versus carga.

Os resultados apresentados na Fig. 3 mostram que o decréscimo na frequéncia natural de vibragdo é
provocado pelo aumento da carga aplicada até atingir um valor critico, ponto em que ela se torna instavel,
momento em que a frequéncia natural se torna nula conforme o critério dinamico de estabilidade. Para a trelica
perfeita, a carga critica na Fig. 3 (a) corresponde a 203 N, valor préximo ao obtido para a carga limite na curva
em vermelho da Fig. 2. Ja para trelica imperfeita Fig. 3 (b) o valor de carga critica obtida € de aproximadamente
236 N.

Da andlise dindmica ndo linear obtém-se as relacdes frequéncia-amplitude para as configuragdes de trelica
perfeita e imperfeita, em vibracéo livre. Para os casos onde as amplitudes néo séo despreziveis, normalizaram-se
as frequéncias obtidas pelas respectivas frequéncias naturais calculadas analiticamente e apresentadas na Tab. 1.
Desta forma, apresenta-se na Fig. 5 (a) e Fig. 5 (b), respectivamente, a relagéo entre as frequéncias normalizas w
e amplitudes de vibragdo A e B para a trelica perfeita e imperfeita. Ressalta-se que as amplitudes néo
apresentadas na Fig. 4, em cada caso estudado possuem valor desprezivel.

0.1 0,6
_ 0.08 o |
] I
éf 1 g 0,4 —
= 0,06 S
) o
- i o 4
o 0
20,04 E
g_ | %0,2 =
< : <
0.02 ()y-Amplitude B | — ()1-Amplitude B
1 — Qx-Amplitude A ()p-Amplitude A
0 L e 0 B S E—
0,999 1 1,001 1,002 1,003 1,004 1 1,04 1,08 1,12 1,16
Frequéncia Frequéncia w
(a) perfeita (b) imperfeita

Figura 4. Relacéo frequéncia — amplitude para as trelicas.
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Na curva apresentada na Fig. 5 (a), para valores de amplitudes proximas de zero, ambas as frequéncias de
vibracdo apresentam valor préximo da sua frequéncia natural obtida pela solugdo linear. Ja na curva da Fig. 5
(b), para valores de amplitudes proximas de zero, a frequéncia de vibracdo Q. apresenta valor mais préximo da
sua frequéncia natural analitica do que a frequéncia de vibracdo Q; apresentando a maior diferenca, sendo de
aproximadamente 4% em relagdo aos valores obtidos pela solugdo linear. Além disso, observa-se um
comportamento de ganho de rigidez das trelicas com o aumento da amplitude de vibragdo em ambos 0s modos
estudados, sendo esse ganho de rigidez maior nos modos associados a direcao x.

4  Considerac0es Finais

Como consideragdes finais deste trabalho observa-se que o caminho ndo linear de equilibrio da carga
vertical apresentada na curva em vermelho da Fig. 2, que ao atingir o ponto limite, a trelica perfeita estudada
inverte sua posicéo repentinamente saltando para um segundo trecho estavel, caracterizando o fenémeno de snap
through. Além disso, no caminho de equilibrio relacionado ao esforgo interno da barra, curva em azul na Fig. 2,
a instabilidade do sistema se inicia quando o esfor¢o atinge o valor de carga critica de Euler, como era esperado.

Para os trés angulos de abatimento da trelica analisados e apresentados na Tab. 1, observa-se que as
frequéncias naturais de vibracdo da trelica imperfeita sdo menores que os valores observados para a trelica
perfeita. Observa-se também que, tanto para trelica perfeita quanto imperfeita, que o abatimento produz um
aumento dos valores das frequéncias naturais. Por fim, para ambas as configuragdes de trelica, perfeita e
imperfeita, ha um maior ganho de rigidez com o aumento da amplitude de vibragdo para modos associados a
direcdo x.
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