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Abstract. Estruturas de concreto armado sdo frequentemente utilizadas em edificacbes no Brasil, devido a
abundancia de matéria prima e facilidade construtiva. As cidades estdo cada vez mais se constituindo em
aglomerac0es verticalizadas, edificagdes altas em terrenos relativamente pequenos. Quando se trata de edificacdes
esbeltas, além de ser feita uma anélise dos esforcos de maneira linear, deve-se analisar a estrutura considerando os
efeitos de segunda ordem provenientes da ndo-linearidade geométrica, por exemplo. Neste contexto, o presente
trabalho traz uma contribuicdo ao estudo na &rea da estabilidade estrutural, e apresenta um programa
computacional de analise de pértico plano ndo somente no comportamento linear, mas também no comportamento
ndo-linear da estrutura, a partir do processo P-Delta. Foi escolhida e implementada a técnica da carga lateral
ficticia, um de seus métodos aproximados, para considerar os efeitos de segunda ordem da estrutura analisada.
Isso ¢ feito a partir de iteragcBes na aplicacdo do processo até que haja a convergéncia nos resultados a valores
definitivos de esforcos e deslocamentos da estrutura. O resultado final de cargas, portanto, foi utilizado na
configuracdo dos esforgos internos e nos deslocamentos. O codigo computacional foi implementado na linguagem
de programacdo PYTHON, com uso o método da rigidez direta, adicionalmente considerando a implementacéo de
um operador tangente, onde é possivel obter o valor final de deslocamentos utilizando apenas os valores obtidos
na andlise linear e na primeira iteracdo P-Delta. Sdo apresentadas aplicacdes para comprovar a eficicia da
formulagdo escolhida.

Keywords: Efeito P-Delta; Carga Lateral Ficticia; Método da Rigidez Direta.

1 Introducéo

Segundo Carmo [1], a construcdo de edificios cada vez mais altos e esbeltos vem sendo forcada por diversos
fatores, entre eles o aumento populacional e a limitagdo do espaco fisico dos grandes centros urbanos. Estruturas
com grandes dimensdes geram um tipo de problema que pode ser desconsiderado em edificacBes menores, que é
o efeito de segunda ordem. Este efeito é decorrente do comportamento ndo-linear da estrutura, que leva em conta
a ndo-linearidade (ndo-linearidade fisica) do material utilizado na construcdo e também a mudanga de posicao da
estrutura quando submetida aos esforcos (ndo-linearidade geométrica), que resultam em uma descentralizacdo das
cargas aplicadas nos pavimentos superiores. Em edificagdes de dimensdes verticais menores, essa descentralizacéo
gera uma excentricidade pequena, e que pode ser desconsiderada no calculo da estrutura, porém, na medida em
gue a estrutura aumenta em sua altura, a excentricidade gerada passa a ter um valor consideravel, que interfere
diretamente no célculo dos esforgos da estrutura.

A estabilidade global de uma estrutura é um fator essencial a ser analisado durante a elaboragao de um projeto
estrutural, visto que toda estrutura sofre deformacdes, portanto, sdo afetadas por esforcos de segunda ordem, que
podem acarretar na instabilidade global do sistema. Assim,é fundamental que esses esforcos sejam levados em
consideracdo no célculo geral da estrutura, visando garantir a seguranga.

Em estruturas de concreto armado, o estudo do efeito de segunda ordem apresenta uma complexidade devido
ao fato de a estrutura apresentar dois tipos de ndo-linearidade, a ndo-linearidade fisica e a ndo-linearidade
geométrica. Segundo Pinto e Ramalho [2] a ndo-linearidade fisica do concreto armado se deve ao comportamento
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do material, que ndo é elastico perfeito, levando em consideracéo efeitos como a fissuracédo, fluéncia, escoamento
das armaduras e outros fatores menos importantes. Por outro lado, a ndo-linearidade geométrica leva em
consideracdo as acBes adicionais provenientes do deslocamento horizontal da estrutura, gerando alteragdo na
configuracéo dos esforgos, podendo levar o sistema ao colapso. A partir da posi¢do deformada de uma estrutura,
sdo gerados efeitos adicionais, denominados efeitos de segunda ordem, que mudam as solicitacfes atuantes. Por
sua vez, a analise de estabilidade global avalia como a estrutura se comportara em relacdo a essa mudanca de sua
configuracdo inicial.

Um dos procedimentos automatizados utilizados na analise da ndo-linearidade geométrica é o método P-
Delta, abordado por Lopes [3] como efeito de ndo-linearidade que ocorre em qualquer estrutura na qual os
elementos estdo submetidos a forgas axiais. E, portanto, um processo que avalia os efeitos de segunda ordem que
ocorrem na estrutura. Varios métodos de calculo consideram esse efeito, e sdo classificados como métodos
rigorosos ou exatos, métodos aproximados e métodos simplificados (DINAR et al. [4] e KONAPURE &
DHANSHETTI [5]). Nesse trabalho, sera adotado um dos métodos aproximados.

Segundo Souza e Pereira [6], nos processos aproximados o equilibrio é estabelecido na posicéo deslocada,
mas os efeitos de segunda ordem séo indiretamente introduzidos, seja a partir da reducdo da rigidez dos elementos
ou da aplicacéo de forcas laterais ficticias no modelo de calculo, transformando o problema néo-linear em uma
sequéncia de problemas lineares, que tem uma resolucdo mais simplificada. Os métodos mais conhecidos sao:
Método de Dois Ciclos Iterativos, Método da Carga de Gravidade Iterativa, Método da Rigidez Negativa e o
Método da Carga Lateral Ficticia. Esse tltimo foi o método selecionado para ser implementado para realizacéo da
analise de segunda ordem constante no presente trabalho.

2 Método das Cargas Laterais Ficticias (Processo P-Delta)

O método aproximado do processo P-Delta mais utilizado em trabalhos académicos é o método das cargas
laterais ficticias. Consiste em considerar a alteracdo nas configuracGes de esforgos internos a partir do
deslocamento horizontal na estrutura ocasionado pelas forgas externas atuantes. Para aplicar esse método,
determina-se uma carga ficticia que ajustard o calculo dos esforgos internos de acordo com o desalinhamento das
cargas verticais em cada ponto da estrutura.
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Figura 1. ConfiguracGes da estrutura: (a) indeformada; (b) deformada
Fonte: Adaptado de Moncayo [7].

Na Figura 1, pode-se observar uma estrutura sob um estado de carregamento que causa um deslocamento
horizontal. A partir de uma analise linear da estrutura, obtém-se 0 momento resultante na base da estrutura,
conforme eq. (1):

M, = —F.L. (D)

Observando a configuracdo final da estrutura, percebe-se que além do efeito da carga horizontal, ha um
desalinhamento da estrutura, e a carga vertical também passa a influenciar no momento resultante na base, como
pode ser expresso na eq. (2) a seguir:

M} = —F.L—P.A. )

Para compensar esse aumento na intensidade do momento resultante no apoio da estrutura, uma nova carga
horizontal deve ser calculada e adicionada a forca ja existente, atualizando o carregamento e recalculando, tanto o
novo deslocamento, como a nova carga ficticia até que a estrutura atinja a estabilidade. A intensidade da carga
ficticia deve ser igual ao produto entre a carga vertical e o deslocamento horizontal, dividido pela altura da estrutura
em andlise, dessa forma, a forca horizontal adicionada no ponto estudado, ira gerar um momento resultante igual
ao P-Delta gerado pela carga vertical, como visto na eq. (3) e a devida substituicdo na eq. (4):
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(4)

M}=—-F.L—-F'L

Ressalte-se que o processo de obtencdo da configuragdo estabilizada, demanda rodadas iterativas de calculo

de novos deslocamentos laterais, transformacéo em cargas laterais ficticias e analise da estrutura ao novo vetor de
forgas. Portanto, o processo pode ser encontrado no literatura como processo iterativo. Pode-se obter maiores

informacdes sobre 0 método das cargas laterais ficticias, da formulacdo as aplicacGes, em Moncayo [7] e Silva et

al. [8].
2.1 Meétodo da Rigidez Direta
O método da Rigidez Direta é amplamente utilizado para se realizar analises estruturais devido a sua
facilidade de automatizacdo, além de seus resultados eficientes. Segundo Soriano [9], o Método da Rigidez Direta
utiliza deslocamentos como incognitas primarias, e é formulado a partir do equilibrio em cada nd de um modelo
em funcdo de seus deslocamentos. O sistema algébrico compacto do método da Rigidez Direta é formulado
®)

conforme a eq. (5), a seguir,
[RI{u} = {F},

na qual, [R] é a matriz de rigidez da estrutura, {F} é o vetor de forgas e {u} é o vetor de deslocamentos.

A partir da escolha do elemento que serd utilizado na discretizagéo da estrutura, observado-se os sistemas de

coordenadas globais e locais, sdo definidas as matrizes de incidéncia cinematica e as matrizes de rigidez dos

elementos. A partir do triplo produto matricial, pode-se chegar a matriz de rigidez da estrutura a partir das matrizes

dos elementos. Na ideia de considerar a parte da viga imersa no pilar que tem uma dimensdo maior, pode-se
trabalhar com um elemento especial, que leve em conta nas extremidades a possiblidade de trecho com médulo de
rigidez a flexdo infinita. Teoricamente, isso trara menor comprimento de vao livre das vigas, o que modificara a

distribuicdo de momentos fletores, importantes dentro da andlise estrutura.

2.2 Acoplamento do P-Delta no Método da Rigidez Direta
Para acoplar o método das cargas laterais ficticias em um algoritmo que utiliza 0 método da Rigidez Direta,

pode-se aproveitar o fato de que na analise linear, o deslocamento horizontal de cada n6 da estrutura em questdo
ja é calculado. Pode-se, portanto, implementar com facilidade uma rotina para que sejam atualizados 0s
carregamentos horizontais no algoritmo linear, em func¢do dos deslocamentos horizontais e do carregamento

vertical aplicado na estrutura, de forma iterativa.

/
Figura 1. Pértico em configuragdo indeformada e deformada

Fonte: Adaptado de Portugal [10].

Na Fig. 2, mostra-se um pértico em sua configuracéo indeformada inicialmente e, também, sua configuracéo

deformada apds a aplicacdo do carregamento global, para se calcular as cargas ficticias a serem adicionadas no
carregamento lateral. Deve-se observar o deslocamento individual entre o né superior e 0 n6 inferior de cada
elemento vertical e em cada um deles aplicar o método das cargas laterais ficticias. Adaptando-se ao método as

eg. (3) e as forcas horizontais F em cada andar (Fig. 2), chega-se na eq. (6).
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Fl— PA_Pj A (6)
J L (Hj—H;)

Apos realizar todas as analises dos elementos verticais do portico e atualizar os resultados obtidos, uma nova
configuracdo de carregamento é encontrada, e assim deve ser realizada uma nova analise linear da estrutura com
as novas forcas laterais aplicadas. Seguem-se tantas aplicacGes do método da carga lateral ficticia quantas
necessarias, repetindo as iteragOes até que a estrutura atinja a estabilidade, resultando em uma nova configuracao
de esforgos.

3 Implementacdo Computacional

Para realizar a analise linear e, em seguida, a de segunda ordem das estruturas adotadas, foi elaborado um
programa de célculo utilizando-se a linguagem computacional PYTHON, que permite o uso de uma ampla gama
de bibliotecas disponiveis para realizar os varios calculos. Nesse programa foi implementado um algoritmo que
usa 0 método da rigidez direta para efetuar a analise linear da estrutura. Ainda, foram implementados passos
adicionais para realizar o método das cargas laterais ficticias, refazendo os calculos necessarios até que a estrutura
atinja um patamar de estabilidade.

A definicdo das cargas laterais ficticias inicia-se com base na eq. (2), considerando-se, agora, esforcos
cortantes ficticios juntamente com esforgos cortantes reais, em funcgéo das diferencas de deslocamentos laterais
em andares adjacentes, tomando-se como base um pavimento i (LACERDA et al. [11]). Para adaptagdo ao método
utilizado, pode-se considerar os deslocamentos de cada n6 individualmente, considerando entdo os deslocamentos
horizontais de um né de um pavimento i e uma coluna de pilares j em relacdo ao n6 posicionado na mesma coluna
de pilares j e no pavimento i-1. A eq. (7) define com encontrar a forca ficticia a ser aplicada novamente na estrutura.

_ Pii
Vij = L_i](Aij = A1), @)

na qual, P;; representa o esforco vertical aplicado no no ij; Li € a altura do pavimento i-1; e Ajje Ai.1j representam
os deslocamentos laterais dos nés da coluna de pilares j dos pavimentos i e i-1, respectivamente.

A partir da eq. (7), pode-se determinar a carga lateral ficticia (Hl-j) no no ij a ser aplicada, no novo passo
iterativo, conforme definido na eg. (8).

Hij = Vij = Vipa - (8)

E, portanto, o conjunto de cargas laterais ficticias que serdo utilizadas para a se achar o novo vetor das acdes
nodais.

O algoritmo para analise linear de pértico plano, via processo dos deslocamentos, é amplamente conhecido
e de fécil implementacdo computacional. No caso presente, verifica-se a modificagcdo em varios passos apenas do
vetor das acBes globais, com a soma das variacOes das cargas laterais ficticias. Assim, a matriz de rigidez uma vez
definida, permanece a mesma para todas as demais fases. A inversdo da matriz apenas precisa ser realizada uma
Unica vez. Portanto, a partir do inicio do processo iterativo, a cada novo vetor de agdes, basta a sua multiplicagéo
pela inversa da matriz de rigidez e ja sdo definidas as incognitas deslocamentos globais. O ponto de parada do
processo iterativo esta relacionado com o nivel de precisdo que se deseja estabelecer, trabalhando-se com um
nimero méximo da mantissa com valor nulo.

Por outro lado, da observacdo do comportamento da relagdo entre as variacGes da forga horizontal e os
deslocamentos nesta direcdo sugiu um procedimento alternativo as iteraces em valores constantes, descrevendo
um representacao grafica em patamares (escada) até chegar no valor de convergécia. O gréafico descreve uma reta
(Figura 3), portanto, capaz de ser expressa em dois pontos. Assim, pode-se trabalhar no conceito de um operador
tangente que leva ao valor final do deslocamento desejado, utilizando-se os valores dos deslocamentos obtidos na
andlise linear e na la iteracdo, conforme a formulagéo das cargas laterais ficticias.
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Figura 3. Relacéo linear para a convergéncia do deslocamento horizontal final

Tendo como base a eq. (7), que determina a variacao das cargas laterais ficticias, a partir dos deslocamentos
horizontais (na origem, obtidos na analise linear), chega-se a eq. (9), relagdo entre os deslocamentos laterais de
um determinado pavimento, capaz de determinar o deslocamento na iteragdo n-ésima a partir dos deslocamentos
obtidos na analise linear e na primeira iteragéo.

o
2(S‘lin - 61

5, 9)

4 Aplicagéo

Para testar o algoritmo implementado computacionalmente, foi escolhido a aplicacdo 3.1 desenvolvida em
Silva et al. [8], um pértico plano de um andar, ndo contraventado, conforme Fig. 4 (a). O material é aco, com
modulo de elasticidade longitudinal igual a 205.000 MPa, coeficiente de Poisson 0,30. O pértico é formado por
dois pilares de 5 m de altura e uma viga de vao igual a 10 m (pilares CS 400x137 e viga CVS 500x217). O
escoamento das colunas se da com cargas na ordem de 6.090 kN. A carga vertical foi incremental até trés vezes
esse valor, utilizando uma carga horizontal igual a 10% da carga vertical. A Fig. 4 (b) representa a deformada da
estrutura e define os nos.

18.0 KN

-«
-—

l 12180 KN
[
)
-

10m

10m

Figura 4. Pértico plano: (a) defini¢do da estrutura e forgas aplicadas (1° incremento); (b) deformada e numeracéao
dos nos.
Fonte: Silva et al. [8]

Os resultados obtidos neste trabalho foram compilados no Quadro 1, comparativamente aos resultados
apresentados em Silva et al. [8]. Demostram a adequacao do codigo implementado, com pequenas diferencas para

os valores referéncias. O nimero de iteragfes necessarias a convergéncia foi de 8.

Quadro 1. Resultados obtidos no presente trabalho e nas referéncias de Silva et al. [8]

N6 3 Elemento 3 Elemento 1 N6 1
Andlise Deslocamento(m) Normal(kN) Cortante(kN) Fletor(kN.m)
Silva Trabalho Silva Trabalho Silva Trabalho Silva Trabalho
Linear 0,12440 0,12445 18.666,5 | 18.666,47 917,79 917,79 2.599,20 2.599,19
P-Delta Robot 0,28182 19.153,0 969,90 5.325,18
P-Delta STAAD | 0,28188 U 19.153,0 eSO 969,92 ) 5.325,75 LGN
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Na Fig. 5 sdo representadas as curvas referentes as analises linear, da referéncia P-Delta Robot e deste
trabalho.

0.3
0282, | [— Linear p
— - - - Trabalho PDelta A
E Eieic Robot PDelta ¢ - . 3
N ) | | ! D
S véh lin o2 o SR
0 = o v
S véh are
§ e l'l b
= véh_PArobot Lo
2 ' 0.1 pe e
o. l
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0 F Fr A

Forga Aplicada’Forga Referéncia
Figura 5. Comportamento do deslocamento horizontal do ponto 1

Vale ressaltar que foram processadas nove (9) configurages de carga lateral, uma (1) linear e oito (8) em
iteracBes (com a condicdo de parada atribuida no codigo computacional deste trabalho). Utilizando-se um operador
tangente, conforme eq. (9), foram necessarias apenas dois (2) procesamentos para a obtengdo dos mesmos valores
ja relatados.

5 Conclusoes

O processo P-Delta foi apresentado sucintamente no presente trabalho como procedimento para anélise da
ndo-linearidade geométrica de porticos planos. Seu acoplamento a um co6digo computacional de analise linear de
porticos planos é de facil execucédo e o resultado obtido de processamento de casos comprovam a eficécia desse
processo. Na aplicacdo apresentada, o programa computacional escrito em liguagem PYTHON foi testado e
ofereceu bons resultados frente a exemplos da literatura. Pode-se concluir que o comportamento da variagcdo das
cargas laterais ficticias com relagdo aos deslocamentos correlatos, possibilita chegar no valor do deslocamento na
n-ésima iteracdo rapidamente, utilizando-se ndo de operadores constantes nas iteragces, mas uma espécie de
operador tangente. Os resultados obtidos foram os mesmos quando foram feitas todas as iteragdes. Sugere-se
aplicar esse modelo a casos diversos na intencéo de sedimentar esse entendimento. Paralelo ao estudo do operador
tangente, sugere-se também, em trabalhos futuros, estudar a implementagdo de trechos de elementos com rigidez
infinita, para que seja avaliada de forma mais precisa a alteracdo na configuragdo de esforcos da estrutura com
pilares largos.
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