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Resumo. Nos tltimos anos, o campo de otimizagao topoldgica estrutural acumulou vasta contribui¢ao cientifica,
principalmente envolvendo os métodos SIMP, BESO e da derivada topoldgica. H4 interesse especifico na solucao
de problemas complexos de engenharia, como os multifisicos e ndo-lineares, que podem ter abordagem simplifi-
cada com técnicas cuja andlise seja puramente discreta, como no caso do BESO. Mais recentemente, a penalizagdo
material do SIMP e o método phase field foram incorporados ao BESO, conduzindo a resultados bastante satis-
fatérios. Sendo assim, nesse trabalho, um método alternativo de otimizacao topoldgica é proposto com o intuito
de utilizar tal beneficio de andlises discretas, adaptando a sensibilidade da nova versdao do BESO ao método de
representacdo de dominio por funcdo level-set (LS). Nesta proposta, denominada BESO-LS, a sensibilidade do
BESO ¢ utilizada para guiar a funcdo level-set em dire¢do a um minimo local do problema de otimizagdo to-
poldgica. A presente técnica se destaca por enriquecer o método BESO com o critério de otimalidade advindo
da level-set, cujo algoritmo é extremamente simples e bastante eficiente. A aplicabilidade do método BESO-LS ¢
demostrada através da realizacdo de exemplos numéricos no contexto de minimizacdo da complacéncia estrutural,
bem como na sintese de mecanismos flexiveis.
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1 Introducao

Otimizacdo topoldgica estrutural consiste em resolver problemas de minimizacdo para uma determinada
fungdo custo, retirando e/ou incluindo material no dominio de andlise. Alguns métodos consagrados na litera-
tura, como SIMP, BESO, derivada topolégica, entre outros que tratam este tema, estdo resumidos no trabalho de
Ferrer [lL], na secdo introdutéria. Com a motivacdo de simplificar abordagens complexas, este estudo utiliza uma
técnica discreta de otimizacdo topoldgica estrutural, o método BESO (Bidirectional Evolutionary Structural Op-
timization), em conjunto com o método de representacdo de dominio por funcio level-set (LS). A formula¢io do
BESO ¢ feita com base na discretizagdo do problema via Método dos Elementos Finitos, enquanto a determinagéo
da topologia 6tima € realizada por uma classificag@o relativa de nimeros de sensibilidade calculados para cada
elemento da malha. Huang e Xie [2] apresentaram uma versdo atualizada do BESO, que aplica o esquema de
interpolacdo material com penalizacdo. Recentemente, Gao et al. [3]] propuseram uma combinagdo do BESO com
o método phase field, aprimorando o processo de otimizag@o. Nesta linha de aprimoramento, a presente proposta,
chamada BESO-LS, ao adaptar o BESO ao método level-set, possibilita a aplicagdo do algoritmo de otimizagdo
topoldgica proposto por Amstutz e André [4], enriquecendo a presente técnica com seu critério de otimalidade, de
forma simples e eficiente. Para validacdo do método aqui proposto, alguns exemplos numéricos no contexto de
minimizagdo da complacéncia estrutural, bem como na sintese de mecanismos flexiveis, sdo apresentados.

2 Formulacao do Problema

SejaD C R2, aberto e limitado, o dominio de anélise do problema, composto por dois subdominios: 2 C D,
representando um material elastico, e D\ (2, representando um material complacente. Veja o problema representado
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na Fig.[I] onde os contornos I', e I" 7, de Dirichlet e de Neumann, respectivamente, sdo tais que 0D = I'p UT'y
el'p NT'y = . Além disso, o vetor g é uma tragdo aplicada em I'y e u é o campo vetorial de deslocamentos.
Para caracterizar a distribui¢do dos materiais, considera-se um parametro p, definido como

1, sex e,
p(z) == (1)
po, sex€D\Q,

com 0 < pg < 1. Tal caracterizagdo é imposta através do tensor de tensdes de Cauchy o(u) = pC(Vu)?,
considerando isotropia material, onde p é dado pela eq. , C é o tensor de elasticidade e (Vu)®, o tensor das
deformagdes. Para uma descricdo completa da formula¢do do presente problema no continuo, ver Novotny e
Sokolowski [S]], capitulo 5, por exemplo.

"Ir =q

///////

L*, D

Uy, =

Figura 1. Problema eldstico definido no dominio de referéncia.

A formulagdo pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) da equacdo de equilibrio associada ao problema em
questdo pode ser escrita como:

KU =F, 2)

onde K = KT = pKj é a matriz de rigidez global do sistema e K, é a matriz de rigidez nominal, com p dado
pela eq. (I), F', o vetor forca e U, a solugdo discreta do problema. A partir desses elementos, os problemas de
otimiza¢do aqui tratados podem ser descritos da seguinte forma:

inimizar Q) + 819, 3)

na qual W é o funcional de forma, isto é, a funcéo objetivo, e § é uma penalizagdo volumétrica que controlard a
fracdo de volume ao final do processo de otimizagdo.

3 Analise de Sensibilidade

A proposta central do presente trabalho consiste em integrar o método de representacdo de dominio por
funcgdo level-set a sensibilidade do método BESO, apresentado por Huang e Xie [2], a fim de resolver o problema de
minimizagéo da eq. (3). Desta forma, a ideia é remover um elemento K¢ e substitui-lo por K¢, com K¢ = pP K,
onde K é a matriz de rigidez nominal do e-ésimo elemento finito, p € o fator de penalizagdo (em geral, p = 3,
segundo Huang e Xie [2]) e v = v(x) é o contraste nas propriedades materiais definido como

00, sex €,
~y(x) = . 4)
Py, sexeD\Q,
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com 0 < 7y < co. A forma perturbada da matriz de rigidez K pode ser avaliada como

K, = K-—p’Kj+yp"Kg
K — (1 —7)p" K. Q)

A sensibilidade associada € definida da seguinte forma

K o= lim Berse =K
) Ap—0 Ap
= —(1—7)pp" K. (6)
Portanto, a sensibilidade da eq. (Z) ¢ dada por
KU=-KU=(1-~)ppP KU® = U= (1-~)ppP 'K 1KU®. (7

A introdug¢do do contraste v induz o método de representagdao de dominio por funcdo level-set, como proposto
por Amstutz e Andri [4]. Esta estratégia simples permite que a sensibilidade BESO guie a funcdo level-set em
direcdo a um minimo local do problema de otimizagao topolégica com base no critério de otimalidade associado.

4 Algoritmo de Otimizacao Topolégica

Nesta se¢do, o algoritmo de otimizagdo topoldgica é apresentado. Baseado na combinag¢do dos métodos de
representacdo de dominio por funcio level-set e BESO, este algoritmo, originalmente apresentado por Amstutz e
Andri [4]], basicamente busca uma condi¢do de otimalidade local para o problema de minimizagdo da eq. (3), em
termos do gradiente topoldgico e da fung@o level-set. A fungdo level-set @ caracteriza a regido eldstica, 2 C D, e
aregido complacente, D \ 2, da seguinte forma

<0, sex €
Q(x)§ >0, sexeD\Q, (®)
=0, sex € .

Uma condigdo suficiente de otimalidade local para o problema na eq. (3) € apresentada por Amstutz [6] como:
U(z) >0, VzeD, )
onde \I/(ac) ¢ o gradiente topoldgico do funcional de forma ¥ em x € D. Portanto, define-se

b(z) = _?’(33), se ®(x) <0, ou b(x) <0, se®(z)<0, 10
+U(x), sed(x) >0, b(z) >0, se®(x) > 0.

A condig@o na eq. (T0) é satisfeita somente se b coincide com @ por um fator estritamente positivo, isto &, 3 7 > 0
tb=7d,0u

=0, Y

b, P,
0 := arccos [ < I (D) ]

161 22 () | @ | 2 (D)
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onde 6 € o angulo entre as fungdes b e ¢ e serd utilizado como a condi¢do de otimalidade neste algoritmo.

O processo de otimizagdo inicia-se com a escolha de uma fungio level-set inicial @y, tal que || ®o||12(p) = 1.
Numa iteragdo n qualquer, calcula-se a funcdo b,, associada a fung¢do level-set ®,,. Entdo, ®,,,; € atualizada de
acordo com a seguinte combinacéo linear entre as fungdes b, e @,,:

Boir = — [sin (1 — k)8) B, + sin (k) — 2

, Vn €N, (12)
sin 6, 160l L2 (D)

onde k € o tamanho do passo, determinado por uma busca linear a fim de diminuir o valor da funcdo objetivo
U(Q,), com €, usado para denotar o dominio associado a ®,,. O processo termina quando 6 < ey, onde ¢ € 0
paramétro de tolerancia solicitado. Além disso, numa iteracdo n, quando k < ¢, sendo £ > 0 outro parimetro

de tolerancia de entrada, mas 6 > £¢y, um refinamento da malha de D é realizado e o processo iterativo é retomado.
Para um detalhamento completo do algoritmo apresentado, ver, por exemplo, Novotny e Sokolowski [S]].

5 Experimentos Numéricos
5.1 Complacéncia

Como forma de validar o presente método, o primeiro exemplo a ser estudado serd o da minimizacio da
complacéncia estrutural. A complacéncia, amplamente utilizada em inglés como compliance, pode ser interpretada
como o trabalho realizado pelas forgas externas e seu funcional de forma discreto (MEF) é dado por

U=F-U. (13)

Derivando a equagdo acima em relagdo a perturbacdo considerada e utilizando a expressdo obtida para U, dada
pela eq. (7), tem-se que

v = F.-U
(1 =y)pp? 'K KGUC - F
= (1—ypp" 'KU*-K~'F
(1 —y)ppP tKSU® - U*. (14)

Da definigdo do contraste na eq. (@), segue, finalmente, que

. +(1 — K§Ue - U¢, em (2,
g —J T —po)pKs 15)
—(1 = po)pph KgU®-U®, em D\ Q.

Exemplo numérico

Neste primeiro exemplo, o dominio inicial é representado por um retangulo com altura h = 1.0, largura
w = 2.0, engastado em toda sua aresta esquerda e com um carregamento concentrado g aplicado no ponto médio
de sua aresta livre (veja Fig. 2(a)). O dominio é discretizado em uma malha triangular de elementos finitos,
inicialmente com 3200 elementos e 1661 nds. Demais pardmetros, com respeito ao material e ao processo de
otimizagio, estdo apresentados na Tab. [I] Foi considerada a hipétese de estado plano de tensdes.

A topologia resultante, representada na Fig. se mostra compativel com os resultados da literatura, veja
Ferrer [1], Huang e Xie [2], Amstutz e Andrd [4] e Bendsge e Sigmund [7]. No gréifico da Fig. E], confirma-se
a convergéncia da minimizacdo do funcional de forma e do angulo theta (f) durante o processo de otimizacao.
Nota-se que cada um dos trés picos na curva de theta € induzido por um refinamento de malha para aprimoramento
de resolucd@o. O processo contabilizou 60 iteragdes, alcangando um volume de cerca de 36.0% do volume inicial.
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Tabela 1. Exemplo da viga engastada: ParAmetros.

Parametro  Valor Parametro Valor

E 1.0 7 1.0
Po 1073 p 3

€k 1073 v 1/3
g /180 Jé] 3.5

(a) chute inicial (b) topologia final

Figura 2. Exemplo da viga engastada.

4.5 T T T T T 200
Funcional de Forma
0 U Angulo Theta
: 1150
<
g ; =
S35y é
g 1100 o
< =
X g
g «
LE 150
2.5
5 L et ) S 4= 0
0 10 20 30 40 50 60
Iteracoes

Figura 3. Exemplo da viga engastada: convergéncia do funcional e do angulo theta.

5.2 Mecanismos flexiveis

Mecanismos flexiveis sdo estruturas compostas por um dnico componente cuja forma permite realizar deslo-
camentos complexos a partir de excitagdes simples. Para descri¢do do modelo mecanico de um mecanismo flexivel
genérico, ajusta-se o problema da Se¢@o[2] Primeiramente, I'x € dividido em trés partes mutuamente separadas
Lin, Tout € To, tal que 'y = Ty, U T4 U Ty, Objetiva-se a maximizagdo do deslocamento de saida w4 sobre
'yt em uma direcdo especifica para um dado deslocamento de entrada w,, sobre I';,,. Novamente, para mais
detalhes acerca da formulacao completa do problema no continuo, veja Novotny e Sokolowski [5], capitulo 5.

A forma discreta (MEF) do funcional de forma para mecanismos flexiveis é dada por

V=F, U+ k&l U, (16)

onde x > 0 é um parametro de peso. Considera-se ainda para esta andlise o seguinte estado adjunto associado:
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KV = —F,, — kF,u;. (17)

Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior e utilizando a solucdo do estado adjunto introduzido, tem-se que

(Fin + KFout) - U

(L=y)pp" 'K K§U® - (Fy 4 KFout)

(1= y)pp" ' K§U® - K~ T (Fin + KFout)

= —(1—7)pp" ' K5U® - V" (18)

Por fim, da defini¢éo do contraste na eq. (4), segue que

. —(1 = po)pKeU® - Ve, em Q,
B (1 — po)pKS§ : (19)
+(1 = po)ppy “KGU®- Ve, emD\ Q.

Exemplo numérico

Como exemplo de um problema de mecanismos flexiveis, objetiva-se a sintese de um mecanismo inversor.
O dominio inicial € um quadrado 1x1, fixado em seus vértices esquerdos e com carregamentos nos centros das
arestas laterais, como ilustra a Fig. Os demais parametros estdo representados na Tab. Analogamente
ao exemplo anterior, o dominio foi discretizado em uma malha triangular de elementos finitos, inicialmente com
10000 elementos e 5101 nés. Uma sequéncia consecutiva de trés refinamentos de malha também foi realizada para
aprimoramento resolutivo. Manteve-se a hipétese de estado plano de tensdes para este exemplo.

Tabela 2. Exemplo do mecanismo inversor: Parametros.

Parametro  Valor Parametro Valor

E 1.0 ” 1/3
Qin 2.0 Qout 1.0
Po 1073 p 3
€k 1073 K 10
g /180 Jé] 3
.
D
.
(a) chute inicial (b) topologia final (c) deformacdo amplificada

Figura 4. Exemplo do mecanismo inversor.

A topologia resultante do mecanismo inversor estéd disposta na Fig. e é consonante com os resultados da
literatura (Bendsge e Sigmund [7]], Lopes e Novotny [8]] e Huang et al. [9]]). Com o intuito de esclarecer o funciona-
mento deste mecanismo, uma deformagao amplificada foi simulada na Fig. O processo de otimizagdo atingiu
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uma fracdo volumétrica de aproximadamente 21.6% do volume inicial em 41 iteracdes. A Figura [5|demonstra a
convergéncia ao longo do processo.

4 : : : : 200
2t Funcional de Forma
------- Angulo Theta
0F 1150
g X
27 S
2 : é
S 4r 1100 o
~ i)
! 2
g <
2 8t 150
-10 1
12 : : : : 0
0 10 20 30 40 50

Iteracoes

Figura 5. Exemplo do mecanismo inversor: convergéncia do funcional e do angulo theta.

6 Conclusoes

A contribuicdo principal do presente trabalho é um método alternativo de otimizacdo topoldgica estrutural,
através da integra¢do dos métodos BESO e level-set, viabilizando uma ferramenta simples e de baixo custo com-
putacional. A proposta apresentada obteve resultados satisfatérios quando comparados a exemplos disponiveis na
literatura. Trabalhos futuros envolvem aplicacdo em problemas ndo-lineares e multifisicos, assim como avaliagdo
do método em estruturas compostas por mais de um material.
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