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Abstract. In structural optimization, one of the most fascinating fields is Topological Optimization (TO). In this
article, the evolutionary topological optimization methods Smoothing Evolutionary Structural Optimization (SESO)
and Sequential Element Rejection and Admission (SERA) are used to minimize the growth of compliance using the
Method of Moving Asymptotes (MMA) and the Optimality Criteria (OC) that applies the deterministic procedure
with lagrangian multipliers. The effect of changing asymptotes is to control the generation of subproblems, which can
both stabilize and accelerate the convergence of the overall process. The three- dimensional topological optimization
of the cantilever beam is performed. Therefore, to optimize the computational solution, such as cost and excess
memory, which occur in these types of problems, a Preconditioned Conjugated Gradient Method (PCG) is used as an
iterative solver. The results obtained are compared with the Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) that
uses for convergence the OC.

Keywords: Topology Optimization, SESO, SERA, Method of Moving Asymptotes, Optimality Criteria

1 Introducao

A Otimizagdo Topoldgica (OT) busca a distribui¢do 6tima de material no dominio da solugdo para maximizar um
desempenho mecanico sob determinadas restricdes. Seus algoritmos removem e adicionam seletivamente os
elementos ineficientes para obter uma configuragido 6tima, Tovar et al. [1]. A OT ¢é considerada um campo importante
na Otimizagdo Estrutural (OE), area que atende interesse de projetistas e fabricantes de projetos mecanicos. E um
campo de pesquisa que nas duas ultimas décadas apresentou uma rapida expansdo de problemas planos para
tridimensional. Possui importantes aplicagdes praticas nas industrias automotiva e aeroespacial ¢ hoje é uma
ferramenta importantissima na Industria 4.0 com aplicagdes em Manufatura Aditiva (MA), para exemplificar esse
potencial da OT, o trabalho de Zegard e Paulino [2] mostra uma integragdo da OT com a MA aplicada na area médica
com a reconstrucdo de cranio facial. Munk ef al. [3] abordam o problema de OT na asa de uma aeronave hipersonica
considerando os efeitos da temperatura na estrutura, usando o algoritmo BESO. Sigmund [4] desenvolveu um codigo
Matlab, para otimizagdo de topologia com base na minimizagdo da compliance, usando critérios de otimizagdo que
dependem da sensibilidade da funcdo objetivo. Liu e Tovar [5] desenvolveram um c6digo computacional para o estudo
da OT de estruturas tridimensionais. O programa implementado no MATLAB usando modelo SIMP. Zuo e Xie [6]
implementaram um algoritmo de OT usando Python e emprega método BESO em conjunto com o software Abaqus.
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No presente artigo, para resolver o problema da OT, usam-se os métodos de Critério de Otimalidade,
Optimality Criteria (OC) [4] e o das Assintotas Mdveis - Method of Moving Asymptotes (MMA) visto em
Svanberg [7]. Esses métodos foram implementados nos processos evolucionarios de OT, Smoothing Evolutionary
Structural Optimization (SESO) - Simonetti ef al. [8] - e Sequential Element Rejection and Admission (SERA),
Rozvany e Querin [9]; e sdo usados para minimizar o crescimento da compliance. O método MMA baseado em
gradiente ¢ empregado para resolver o problema e a andlise de sensibilidade ¢ realizada para lidar com problemas
de grande escala. O método OC ¢ o método mais usado em OT por ser rapido e eficiente. Apresenta-se um problema
da OT tridimensional de grande escala aplicada a uma viga em balango. Para a resolug@o dos sistemas lineares, que
demanda um alto custo e excesso de memoria, o Método dos Gradientes Conjugados com o uso do pré-
condicionador Jacobi ¢ usado. Os resultados obtidos tem boa acuracia com o exemplo extraido da literatura,
mostrando que SESO e SERA sdo métodos evolucionarios de otimiza¢do com capacidade para resolver problemas
de OT tridimensionais com baixo custo computacional e facil implementagdo. Destaca-se que um indice de
performance proposto por Liang ef al. [10] foi implementado e incorporado ao modelo.

2 Meétodos Evolucionarios

Os métodos de otimizagdo estrutural evolucionarios sdo baseados em uma heuristica simples de que a
estrutura evolui para um 6timo, removendo lentamente do dominio da solucdo elementos ineficientes para a
estrutura. Destaca-se que nos métodos SESO e SERA certas regides do material podem ser adicionados e
removidos do dominio de projeto até que uma configuracdo 6tima seja alcancada, sendo assim de natureza
bidirecional. Mas, a principal diferenga entre eles esta na heuristica de remog¢édo ¢ adigdo dos elementos do
dominio da estrutura. No método SERA sdo usados dois critérios separados de remogéo ¢ adicdo de elementos
do dominio, permitindo a alteracdo de status "virtual" para "real" e vice-versa. A topologia final é construida com
todo o material real presente na estrutura. O método SESO usa apenas um critério para realizar esse
procedimento, em que elementos que atendam este critério sdo removidos do dominio, ordenados e agrupados
com um percentil dos grupos com menores compliance e sdo descartados enquanto seu percentil complementar
sdo devolvidos a estrutura suavizando o processo de remogao radical do método classico ESO. Além disso, o uso
de variaveis discretas garante que a topologia final esta livre de regides cinzentas como ocorre em métodos
continuos: SIMP. Destaca-se que o método SESO tem como variaveis discretas os elementos do dominio
enquanto o SERA possui como variavel a densidade de cada elemento.

2.1 Formulagéo do problema de otimizacéo - SESO e SERA

O problema de otimizagéo para 0 método SESO, [8], pode ser escrito da seguinte forma

Minimizar C=FTu
sujeito a Ku=F (D)
n
V(x) = inTVi <V
i=1
X={1 X% . X} x;=10"° ex; =1.

V; € 0 volume o do elemento, V* é o volume prescrito, X o vetor de variaveis e Xj representa a variavel de projeto
do j-ésimo elemento. A formulagéo do problema de otimizagdo usando 0 método SERA pode ser escrito como:

Minimizar C=FTu
sujeito a Ku=F 2
n

xVi
V(x) = Z 7 <V com x; = {xpin, 1}

i=1 0
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V; corresponde ao volume de cada elemento finito do dominio de projeto, VV*é o volume prescrito e V;, é o volume
do dominio de projeto. Com x; sendo a densidade do elemento que € a variavel de projeto do SERA.

2.2 Indice de performance

Uma abordagem apresentada por [10] em sua pesquisa de estruturas elasticas lineares mostra que em um
projeto final que tem por objetivo o nivel de rigidez definido tem sua performance baseada na remogdo dos
elementos com menores energia de deformacao. Define-se assim um indice de performance baseado em energia e
eXpresso por:

_ GoVo

PI = .
CkVk

@)

PI ¢ o indice de performance da estrutura, C, ¢ a compliance inicial, V; o volume inicial da estrutura, C; € a
compliance e V}, o volume na k-ésima iteragdo. Esse pardmetro tem a capacidade de monitorar o procedimento
de otimizacdo detectando pequenas perturbagdes na compliance devido a remogao desses elementos.

2.3 Esquema de filtragem

Nos métodos evolucionarios discretos considera-se que cada elemento individualmente seja definido como
ausente, indicado com o algarismo inteiro “0” ou presente “1”. O fato de minimizar a compliance resulta em
valores minimos e maximos possiveis para cada elemento individual, sem considerar a estrutura total. Isso ndo é
benéfico para o procedimento de otimizagdo pois os elementos podem ficar conectados por apenas dois nos,
resultando em um padrao de tabuleiro de xadrez. Esse problema pode ser solucionado pelo uso de varias técnicas
de filtragem, sendo as mais comuns a filtragem por densidade ou sensibilidade. Nesse sentido, emprega-se o
processo de filtro de densidade proposto por Bruns e Tortorelli [11] cuja fungdo ¢ escrita da seguinte forma:

N

Xi = N . (4)
H..v.

com N é o nimero de elementos vizinhos ao elemento x;com volume Vj , %; é a média ponderada dos elementos

vizinhosax; com H;; = R — d;; seu fator de ponderacéo, d;; = /(x; — x;)% + (v; — ¥;)? + (z; — z;)? adistancia
entre os centros do elementos x; e x;, R raio da esfera cujo centro € o centro do elemento Xj, com (x;,y;, z;)
e(x;,y;, z;) sendo as coordenados dos centros dos elementos x; e x;, respectivamente.

Figura 1 — Esquema do filtro espacial

2.4 Analise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade do projeto € necessaria para a solugdo do problema de OT, uma vez que elas
quantificam a relagdo entre as mudangas nas variaveis do projeto, as mudangas na funcdo objetivo e restri¢des.
Nesta pesquisa, sdo necessarias sensibilidades em relagdo as variaveis de projeto que sdo usadas nos algoritmos
MMA e OC. Existem varios métodos empregados para obter sensibilidades de projeto, [5], Gebremedhen et al.
[12] e Ghabraie et al. [13]. Assim, sem alterar a sua heuristica de remocdo, ver [8], e usando uma versao
modificada do SESO, pode-se escrever:
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Ei(x) = Epin + xi(Eg — Emin) (5)

com E,;n € 0 modulo de elasticidade para o material “vazio”, valor utilizado E,,;, = 107 usado para evitar a
singularidade na matriz de rigidez K(x), E, ¢ o modulo de elasticidade para o material “solido”, x; representa a
variavel de projeto, neste caso, o elemento do dominio, assumindo valores 0 (zero) ou 1 (unidade) para uma
otimizacdo discreta. Portanto, a matriz de rigidez usando (5) pode ser escrita como:

K(x) = ?:1[Emin + xi(EO - Emin)] kzp- (6)

n representa o nimero de elementos finitos no dominio do projeto, k? é o termo da matriz de rigidez do elemento.
Derivando a equacéo de equilibrio K (x)u(x) = F e fazendo algumas manipulagdes matematicas chega-se a:

Ou(x)/0x; = =K~ (x) (0K (x)/0x;)u(x). ()

Aplicando a equagéo (7) na derivada da fungio objetivo, equagéo (1), em relagio a x; e usando a expressdo FT =
u’ (x)K (x) obtém-se:

0C(x)/0x; = —u” (x) (0K (x)/0x;) u(x) ®)
Substituindo a derivada de (6) em relacdo a x; na equacéo (8), a sensibilidade da funcdo objetivo é reescrita como:
AC(x)/0x; = —u" () [(Eg — Emin) ki Tu(x) €))

O algoritmo SESO é baseado no célculo da funcdo custo quando um elemento é removido da malha de elementos
finitos. Esta sensibilidade é obtida por procedimento de diferencas finitas. Neste artigo, 0 método SESO e SERA
é aplicado em problemas da OT e a compliance é adotada como funcdo objetivo a ser minimizada, sujeita a
restricdo de volume. Portanto, as expressdes de sensibilidade dos métodos mencionados resultam em equagdes
similares com interpretaces fisicas diferentes pois, 0 método SERA tem como variavel de projeto a densidade do
elemento, enquanto o método SESO tem como variavel de projeto o elemento.

3 Algoritmos de Otimizacao

3.1 Método das assintotas moveis (MMA)

O MMA ¢ um algoritmo de programag¢ao matematica adequado para OT, usado para restringir o problema de
otimizacdo a muitas restricdes a varias variaveis de projeto. Em cada etapa do processo iterativo do algoritmo,
um subproblema de aproximagdo convexa ¢ gerado e resolvido. A geragdo destes subproblemas é controlada pelas
assintotas moveis, as quais podem ambas estabilizar e acelerar a convergéncia do processo geral [7]. A solugdo
otima do subproblema pode ou ndo ser aceita: se aceita, a iteragdo se completa; se ndo, uma nova iteragdo ¢é
realizada, na qual um novo subproblema ¢é gerado.

As iteragOes sdo repetidas até que os valores das aproximagdes da funcdo objetivo e das restri¢des se tornem
maiores ou iguais aos valores da funcdo original, quando avaliada na soluc¢ao 6tima do subproblema, isto é, até
que a condig@o conservadora seja satisfeita para as fun¢des envolvidas. As aproximagdes que caracterizam o
método sdo fungdes racionais cujas assintotas sdo atualizadas em cada iteragdo. Destaca-se que o uso de
aproximagdes racionais se justifica em diversos problemas da engenharia em que surgem variaveis reciprocas, ou
seja, interagdo e esfor¢o mituo. Dada a fungdo objetivo ou uma restrigdo C(x). As fungdes de aproximagio sdo
dadas por:

Kk C T Si
CO) = oM+ ) |t — (10)
1 Ui — X X; — Li
com r; e s; sdo definidos como:
2
Se,dC(x)/0x; > 0entdor; = (Ui(k) - xi(k)) ,0C(x)/0x; e s;=0 (1D
2
Se,d0C(x)/0x; < 0 entdos; = —(xi(k) - Lgk)) ,0C(x)/0x; e 1,=0 (12)

Para o prolema de otimizagdo em compliance a equagdo (12) é atendida pois, dC(x)/dx; < 0. Entdo 0 MMA
fornece ao projeto atual uma aproximacdode um problema de programacéo linear do tipo:
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(x(k) L(k)) Jc
minimizar Z L(") ((k))

sujeitoa  Xv—7v S 0 com x € x¥ (13)

onde x* ={x e)(|0,9LEk) + O,lxl-(k) <x; < O,9Ui(k) + 0,1xl.(k) vi=1,2,..,n com Lgk) e Ui(k) sendo as
assintotas inferiores e superiores, respectivamente, k é a iteragdo atual, n 0 nimero de variaveis de projeto, x* variavel
de projeto e ¥ o volume prescrito. A seguinte regra heuristica é proposta por [7] para atualizagdo das assintotas, de
modo que nas duas primeiras iteragdes externas, quando k = 1 e k = 2 adotam-se:

Ul + L8 = 2x (14)
U -1 =1
Parak > 3
Ul + L = 24
) _ [0 _
com

0’7(xi(k) _ xi(k—l))(xi(k—l) _ xi(k—z)) <0
Yi(k) = 1,2(xi(k) _ xi(k_l))(xi(k_l) _ xi(k_Z)) 50 0s)
1 (xi(k) _ xi(k—l))(xi(k—l) _ xi(k—z)) ~0

Observa-se na equacdo (15) que o MMA guarda o sinal de trés iteragdes consecutivas. Quando os sinais
alternam, detecta-se que os valores das variaveis de projeto oscilam, ou seja, (x(k) (" 1))(x(k v (" 2)) <
0, as assintotas aproximam do ponto de projeto x( ) Se os valores das variveis de prOJeto ndo oscilar, entao o MMA
afasta as assintotas do ponto de projeto com o objetivo de acelerar a convergéncia. Existem duas abordagens para
resolver os subproblemas no MMA, a dual e a do ponto interior primal-dual. A abordagem dual é baseada na
dualidade de relaxamento lagrangiano correspondente ao subproblema, o qual busca a maximizag&o da funcéo
objetivo cOncava sem outras restricdes e da condicdo de ndo negatividade nas variaveis. Esse problema dual é
resolvido por um método de Newton modificado e, em seguida, a solucdo 6tima dual pode ser traduzida para uma
solucdo 6tima correspondente do subproblema primal, e neste artigo, usa-se 0 método de Newton.

3.2 Critério de otimalidade (OC)

O OC é uma abordagem cléssica para problemas de otimizagdo de topoldgica, descrito em Bendsge [14], e
esta associado a obten¢do do resultado mediante o atendimento da condicdo de Karush-Kuhn-Tucker. O
lagrangiano para o problema de otimizacdo, equacéo (1), indicado por Meijboom [15] pode ser escrito como:

L=Cx)+AV(x) = V) + AL (Ku—F) + T A (™" — xp) + Xy A0 — x™™)  (16)

A; sdo os multiplicadores lagrangianos. A optimalidade ¢ alcangada quando as derivadas do lagrangiano L em relagdo
as variaveis de projeto (x;) sdo iguais a zero, dL/dx; =0 V i = 1,2,...,n, assim:

dL/dx; = 0C/dx; + 10V /ox; + AT d(Ku)/dx; — A5 + A% 17)

Assumindo que as restrigdes do limite superior e inferior ndo estejam ativadas,( A, = A5 = 0), o carregamento seja
independente do projeto (OF /dx; = 0), a derivada da funcdo objetivo é em relacdo a varidvel de projeto, equacao
(8), que a derivada do volume em relagéo a variavel de projeto é dada por dV /dx¢ = V, e expandindo a derivada
d(Ku)/0x; = 0, - regra do produto na eq. (17) - e derivando a equacdo de equilibrio, chega-se a

oL/dx; = —uT (0K /dx)u + AV, (18)
Igualando a equagdo (18) a zero tem-se:
Wt | T _ e
A= v, = . =B, =1 (19)

Desta forma, as variaveis de projeto agora podem ser atualizadas usando:

xkt1 = Bexk (20)
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Assim, com o objetivo de impedir que a varidvel mude muito em uma iteracdo, um limite mdvel, m, é
introduzido. O esquema heuristico de atualizagdo do OC pode ser formulado como:

max (X, x¥ —m) se x¥(BE)T < max (X, x¥ —m)
xktt =1 xK(BE)T se max(xpin, xK —m) < x¥(BH)" < min(1,x¥+m) (21)
min(1,x¥ + m) se x¥(BS)" = min(1,xk +m)

assumindo n = 0,5 que é o coeficiente de amortecimento numérico para estabilizar a iteracdo e m = 0,2 é
recomendado para problemas da OT em minimo compliance, [4], de modo que o valor do multiplicador
Lagrangiano A pode ser encontrado por um algoritmo cléassico de bisseccdo. O critério de parada utilizado foi o
nimero maximo de iteracOes, que é estabelecido a priori e também o valor da diferenga numérica entre o resultado
obtido para a variavel de projeto em uma nova iteracdo, com o critério definido por &, que é a tolerancia
estabelecida parada dado por: |xf*! — x¥| < ¢

4 Exemplo numérico -viga em balanco

Analisa-se uma viga engastada com a carga vertical distribuida na ponta de P = 100N, com dimensoes de
L,=120cm,L, =20cm eL, = 20 cm, com 48 mil elementos hexaédricos, cuja formulagéo estaem [5], E =
100MPa e v = 0,30, adotando € = 1072 e R,,,;, = 1,2. Os valores das assintotas inferior e superior, L(i") e Ui("),
sdo atualizadas usando uma alteracdo na primeira desigualdade da equacéo (15) com 0,5 para atenuar a oscilagéo.

A Figura 2 mostra as configurages 6tima no dominio da solugdo para o problema de minimo usando os
métodos evolucionérios SESO e SERA usando os algoritmos de otimizacdo MMA e OC e resolvido pelo Métodos
dos Gradientes Conjugados com o precondicionador Jacobi. A estrutura evolui para tal configuragdo com um
volume final de 20% do volume inicial. Destaca-se que as topologias 6timas usando 0 MMA séo semelhantes,
mais esbelta e de mais facil manufatura que as topologias apresentadas pelo algoritmo OC.

As compliances das solugdes do SESO, Cypya = 2335,27 e Cp = 2449,79 e o custo computacional usando
SESO com o algoritmo MMA foi 30% maior que o usando OC. No SERA as compliances sdo respectivamente,
Cuma = 2333,64 e Cy = 2386,92, e seu custo computacional usando o algoritmo OC foi 13,4% menor que com
0 uso do MMA. A Figura 3 mostra os histéricos de evolucdo da funcdo objetivo usando os dois métodos
evolucionérios. A fungéo objetivo para os métodos SESO e SERA aumentam, com um grande salto, devido a uma
remog¢do maior de elementos causado pelo indice de rejeicdo (RR=0,1) do SESO e um indice de progressao
(PR=0,1) do SERA, em seguida ocorre pequenas variagdes devido a quebra de barras durante o processo iterativo
de otimizagdo. Apos alcancar o volume prescrito, nas iteragdes subsequentes, enquanto 0 volume permanece
inalterado, a energia de deformacao converge gradualmente para um valor constante.

SESO SERA

i \m ﬂ m\mﬂ

Figura 2. Topologia Otima — algoritmo empregado a) MMA e b) OC

\ \ \
= : ! e

’

- e

’ .
’

; J / J

SESO SERA

Figura 3. Histdrico da evolugdo (a) SESO+MMA (b) SESO+OC (¢) SERA+MMA e (d) SERA+OC
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5 Conclusoes

Este artigo faz uma abordagem de dois métodos diferentes de otimizacao topoldgica baseadas em procedimentos
de minimizacdo da compliance aplicados a problemas eléstico linear 3D. Os métodos SESO e SERA foram
implementados em codigo Matlab e os resultados obtidos possuem boa acurdcia com o apresentado na literatura.
O cddigo livre, apresentado em [5], foi usado para introduzir os métodos mencionados acima, usando os algoritmos
de otimizacdo MMA e OC, nos quais o elemento finito hexaédrico é usado para discretizar o dominio de projeto
e uma analise elastostatica é usada para construir a funcio objetivo. E possivel concluir que os modelos
implementados podem gerar topologias 6timas que podem suportar as cargas aplicadas sob condi¢des de contorno
definidas. Além disso, com os resultados apresentados, fica claro que os métodos SESO e SERA, cujas variaveis
de projeto séo, respectivamente, os elementos do dominio e a densidade de cada elemento do dominio, possuem
configuragBes 6timas bem préximas e com baixo custo computacional.
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