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Abstract. O problema de selecio de portfélio é, sem duivida, um dos tépicos mais desafiadores da area financeira.
Desde a contribui¢do inicial de Markowitz, vérias técnicas e modelos aplicdveis foram propostos. Com o desen-
volvimento de métodos de otimizagdo online, ou seja, os algoritmos de aprendizado dindmico, tem se mostrado
como uma abordagem eficaz para a criagdo de portfdlios eficientes. Algoritmos amplamente utilizados no con-
texto da selecdo de portfélio online concentram-se no uso de informagdes sobre o retorno dos ativos para tomada
de decisdo, embora as informacdes sobre a varidncia também tenham se mostrado eficientes. Além disso, estudos
como Li, Bin, et al [[1]] mostram que os precos relativos das acdes podem seguir a propriedade de reversdo a média,
que ainda ndo foi totalmente explorada pelas estratégias atuais. A reversdo a média modela a distribui¢do dos
retornos dos ativos como uma distribuicdo gaussiana, analisando os precos de curto prazo sobre os precos médios
de longo prazo, possibilitando decisdes de compra e venda com base na avaliagdo do preco do ativo referente a
cotacdo histdrica. Neste trabalho, implementa-se uma variacao da estratégia de selecao de portfdlio online denom-
inada Reversdao da Média Ponderada pela Confianca (CWMR - sigla em ingé€s para Confidence Weighted Mean
Reversion), para que informagdes importantes sobre o risco das a¢des sejam consideradas na etapa de projecdo
do algoritmo. Para controlar o risco de cada estratégia de investimento, usamos o modelo CAPM (Capital Asset
Pricing Model) com Beta variante no tempo. As carteiras construidas foram comparadas com a Uniform Con-
stant Re-Balanced Portfolio (UCRP) e o indice BOVESPA. Utilizamos dados da BOVESPA de janeiro de 2000 a
dezembro de 2017 com observacdes didrias.

Keywords: Selecdo de portfélios, Otimizagdo online,reversao a média, CAPM variante no tempo.

1 Introducao

O processo de selecio de portfélios € um problema de decisdo no qual o investidor deve alocar uma quantidade
de riqueza em um conjunto finito de ativos dentro de um horizonte de tempo. A modelagem do problema deve
definir a decisao do investidor,ou seja, o investidor decide quanto de sua riqueza ird destinar para cada um dos ativos
disponiveis no mercado. Cada ativo representa uma oportunidade de investimento distinta e a decisdo realizada
para uma alocacdo é um portfélio. Neste problema, o investidor busca alocar seu dinheiro em um mercado de
acdes de maneira a obter uma boa relagdo entre o retorno esperado e o risco.

A escolha do portfélio 6timo € um problema tao antigo quanto o proprio mercado de agdes. Entretanto, foi a
partir do trabalho de Markowitz [2]] que o problema foi tratado através de uma formulagcdo matemadtica. A moderna
Teoria de Carteiras, introduzida por Markowitz, apresentou o risco e a diversificacdo do portflio como fatores
inerentes as decisdes de investimento, em oposi¢do ao senso comum da época, que era a concentracio dos recursos
no ativo de maior retorno esperado.

Nas ultimas décadas, abordagens baseadas em técnicas de aprendizado de maquina t€m sido intensamente
aplicadas, tornando-se uma area de pesquisa importante e ativa, por oferecer a possibilidade de definir estratégias
onlinfﬂ de investimento que permitem maximizar a riqueza sem a utilizacdo de pressupostos estatisticos sobre o
preco dos ativos.

IClassificamos como otimizagio online procedimentos em que as entradas chegam uma a uma e a cada nova entrada o algoritmo deve tomar
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O uso de aprendizado de maquina em problemas de selecdo de portfélios se fundamenta em trabalhos como
[3H6], estes mostraram que um portfélio constante reequilibrado para um alocag@o especifica, Constant Rebal-
ancing Portfolio (CRP), pode ser mais vantajoso do que selecionar uma carteira baseada em uma medida de de-
sempenho e manté-la durante todo periodo. O CRP é uma estratégia cldssica que explora, de modo indireto, a
ideia de negociacdo baseada em reversdo a média. Embora bem fundamentado, em termos tedricos, segundo [7]],
o esquema passivo do CRP apresenta limitagcdes para alcancar um bom desempenho na pratica. Borodin et al [S§]]
mostraram que redistribuir a riqueza explorando heuristicamente a reversdo a média, via correlacdes estatisticas,
pode ser significativamente superior quando comparada com o melhor CRP em retrospectiva.

Os algoritmos de otimizagao online derivaram dos trabalhos de [9]] que exploram somente informagdes sobre
o retorno das a¢des em um portfélio. Estratégias que se baseiam ndo somente no retorno dos ativos [10, [11],
inspiradas no algoritmo CWMR [7]] (Confidence Weighted Mean Reversion) tem se mostrado efetivas. O algoritmo
CWMR modela o vetor de portfélio como uma distribui¢iio gaussiana e atualiza sequencialmente a distribuicao dos
retornos, aplicando técnicas de aprendizado online para explorar o principio da negociacdo de reversdo a média,
usando o algoritmo de aprendizado online Confidence Weighted (CW) [12, [13]].

Avaliando empiricamente o desempenho de estratégias baseadas em reversao a média no mercado Brasileiro
, constata-se que embora apresentem desempenho superior as estratégias de referéncia, basear-se no procedimento
de venda de ativos com retorno superior a média e comprar ativos em desvalorizagdo pode construir portfélios com
risco elevado. Naturalmente, a decisdo de investimento em um ativo nao esta relacionada somente ao retorno total
obtido, hé de se avaliar o risco a ele relacionado, uma vez que, € a combinacao desses dois fatores que exerce efeito
sobre o valor do ativo.

Neste trabalho, explora-se caracteristicas especificas possibilitadas pelo algoritmo CWMR, mas modificamos
a etapa de projecdo para que sejam considerados fatores de risco importantes na composicio do portfélio. Para
controle da composicao de risco dos portfélios construidos, utiliza-se o modelo Capital Asset Price Model (CAPM)
com [ variante no tempo.

Neste sentido, este trabalho combina caracteristicas do método de selecdo de carteiras online, que possuem
alto poder de adaptacdo e sdo eficientes computacionalmente, com técnicas de aprendizado dindmico aplicadas a
uma estratégia intuitiva de vender ativos com excesso de retorno e comprar ativos desvalorizados. Além disso, a
cada iteracdo, calcula-se o risco atual e € realizada uma previsdo online de qual serd o risco na etapa posterior,
levando em conta essa nova informacdo na decisdo de alocacdo da riqueza.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na se¢éo [2]apresenta-se a configurag@o basica do problema de
selecdo de portfélios. Em seguida, na se¢do[3] faz-se uma breve reviso de trabalhos relacionados ao tema exposto
que motivaram a técnica proposta. Na se¢do 4] apresenta-se a modelagem matematica da estratégia utilizada e as
técnicas utilizadas para calcular o risco dos portfélios. Na secdo [5] mostra-se os detalhes de implementagdo dos
algoritmos. Na se¢do[6] realiza-se os experimentos e discuti-se os resultados obtidos, comparando o desempenho
dos diferentes portfélios construidos com benchmarks do mercado, avaliando o retorno final e a estrutura de risco.
Por fim, na secfo [/| exibi-se as conclusdes do estudo e aponta-se algumas diretrizes para o desenvolvimento de
trabalhos futuros.

2 Selecao de portfolios online

Um problema de sele¢do de portfélios online pode ser escrito como uma sequéncia infinita de funcdes de
custo convexas {cy,cg,..} € um conjunto de solugBes vidveis S, C R™. A cada etapa ¢, o algoritmo utiliza
uma estratégia s; € S, e apds escolher essa estratégia avalia o custo em ¢;. Uma vez que nem toda informagao
esta disponivel, o algoritmo usa o desempenho ¢t = 1,...,¢ — 1 para definir a posi¢ao futura. Os algoritmos de
otimizagao de portfélios online se baseiam no preco atual dos ativos para selecionar a alocac¢do futura do portfélio,
o que significa que as informagdes sobre o preco dos ativos chegam sequencialmente e a decisdo de alocagdo é
realizada de imediato.

Em cada periodo de negociagdo ¢, parat = 1,...,7, um investidor observa um vetor de retornos x;, onde
cada componente z;; é o retorno da ag¢do ¢ no tempo ¢ com preco de fechamento até ¢ — 1. O vetor b; contém a
proporcdo aplicada em cada um dos n ativos. A riqueza de um portfélio aplicado em b,, considerando somente
um periodo, pode ser calculada pelo produto interno b, x;.

Uma vez que considera-se para fins de andlise que todo valor € reinvestido e adota-se o preco relativo, a
riqueza do portfélio aumentaria multiplicativamente. Assim, ap6s 1" periodos de negociacdo, o investimento de
acordo com uma estratégia de portfélio b™ produz uma riqueza cumulativa S,,, que aumenta a riqueza inicial em
um fator de [];_, b/ x;, isto &,

uma decis@o sem saber quais serdo as proximas, isto €, operam sobre um conjunto de entradas que ndo € previamente conhecido. Tratamos essa
questdo na Segio[Z]
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S, (b",x") = SOHthxt 1)
t=1
onde Sj denota a riqueza inicial.

3 Trabalhos relacionados e motivacao
3.1 Trabalhos relacionados

O uso de aprendizado de maquina em problemas de selecdo de portfélio é baseado em trabalhos como [3-
6ll, que mostraram que um portfélio com reequilibrio constante pode ser mais vantajoso. do que selecionar um
portfélio com base em uma medida de desempenho e manté-lo ao longo do periodo. Além disso, Cover [9]]
demonstrou que existe uma estratégia de alocacdo constante que proporciona o melhor crescimento de riqueza
de longo prazo (Best Constant Rebalancing Portfolio - BCRP). Portanto, os métodos de aprendizado de miquina
geralmente utilizam o BCRP como estratégia de referéncia.

Cover e Ordentlich [14]] propuseram o algoritmo Weighted Universal Portfolio que tem Regret O(nlogT)
e complexidade de tempo O(T™), onde n é a quantidade de agdes e T' o nimero de periodos analisados. Uma
vez que a complexidade cresce exponencialmente com o nimero de a¢des, esse algoritmo € geralmente invidvel na
prética.

Helmbold et al. [15]] introduziu o Exponential Gradient Algorithm, uma variagdo do método de otimizacio
gradiente descendente.

Com uma estratégia semelhante a usada em [9]], o algoritmo Successive Constant Rebalanced Algorithm
proposto por Gaivoronski e Stella [16] discretiza o conjunto de solucdes vidveis em um simplex selecionando
iterativamente os melhores portfélios em cada periodo. negociagao.

Zinkevich [17] propds o algoritmo Online Gradient Descent que usa informagdo de primeira ordem, ou
seja, primeiras derivadas, e portanto tenta aproximar funcdes por fungdes lineares. Os estudos [18-20]] usam
informagdes de segunda ordem sobre o retorno atual de cada ativo, explorando assim a curvatura das fungdes de
recompensa.

Embora estratégias do tipo Follow-the-Winner tenham se mostrado convenientes dentro do contexto de selecao
de portfdlio online, onde evidéncias empiricas demonstradas em [21H23[] indicam que, muitas vezes, apostar na
estratégia oposta pode trazer ganhos, ou seja, um principio comum e famoso em finangas, a saber, reversdo a média.

O algoritmo Anticor, proposto por Borodin et al. [8]] utiliza informacdes estatisticas histéricas para reequi-
librar o portfélio de acordo com a ideia de negociacdo de reversdo a média. Desde entdo, diversas estratégias
de alocag@o online foram propostas, com destaque para as apresentadas nos trabalhos [[L1} [12} 24-27], todas elas
se baseando no simples principio de comprar titulos com baixo desempenho e vender titulos com bom desem-
penho, referenciando-se por métodos online. A reversdo a média t€ém se mostrado crucial para construir estratégias
eficientes de selec@o de portfdlio online.

3.2 Motivacao

Em geral, algoritmos amplamente utilizados no contexto de selecao de portfélios online, como por exemplo
Exponential Gradient) (EG) e Online Gradient Descent (OGD), adotam a ideia de uma negocia¢do baseada no
seguimento de tendéncia, ou seja, assume que o preco seguird a mesma tendéncia que o ultimo prego relativo,
assim, acdes que obtiveram um bom desempenho na negociacdo passada tendem a permanecer desta forma nas
negociacdes que se seguirem. Embora bastante intuitivo, em muitas situagcdes de negociacdo de curto prazo, os
precos das acdes podem ndo seguir tendéncias anteriores, como empiricamente evidenciado em trabalhos como
[28L 29]. Neste trabalho, seguimos uma premissa oposta, onde, empiricamente, assume-se que uma a¢ao nao terd
crescimento constante em todas as negociagdes. Por outro lado, uma a¢do em queda, em média, ndo ird permanecer
tendo este comportamento repetidamente, caso contrario, ndo serd mais negociada. O método utilizado baseia-se
na ideia de negociagdo de reversdo a média, que no contexto de selecdo de carteiras implica que as a¢cdes com
bom desempenho tendem a apresentar desempenho pior do que outras nos periodos de negocia¢do subsequentes,
e as acdes com baixo desempenho tendem a desempenhar melhor. Portanto, se quisermos maximizar o proximo
retorno do portfélio, busca-se minimizar o retorno esperado em relag@o ao prego relativo de hoje, ja que o préximo
preco relativo tende a reverter. Segundo Lo e MacKinlay [28]], a efetividade da reversdo a média se deve as auto-
covariancias cruzadas positivas entre os ativos. Utilizando dados do mercado de acdes americano, Li et al. [7]]
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mostraram que a reversdo a média € de fato verificada na pratica.

Além disso, grande parte das abordagens de selecdo online exploram apenas informagdes sobre o retorno
das acdes, enquanto, segundo Li et al. [7], informagdes sobre a volatilidade também podem ser levadas em
consideracdo. Este estudo nos baseia-se tanto em informagdes sobre o retorno quanto de sua variancia.

Além disto, o trabalho utilizou a implementag¢ao do algoritmo CWMR, porposto por Li et al. [7], que combina
caracteristicas importantes do aprendizado Ponderado pela Confiangca (CW) [13,30]], com principios empiricos da
reversdo a média. Para explorar as informagdes tanto dos retornos quanto da varidncia, o vetor de portfélio é
modelado como uma distribuicdo gaussiana, em seguida, é atualizado sequencialmente de acordo com a ideia
de reversao a média. Diferentemente da estratégia Constant Rebalanced Portfolio, apresentada na secio e
amplamente utilizada como referéncia em selecio de portfélios online, o CWMR explora ativamente a propriedade
de reversdo a média dos mercados financeiros suportado por um método de aprendizado poderoso.

4 Formulacao do Problema

O vetor de portfélio ¢ modelado para o ¢ — ésimo dia de negociagdo como uma distribui¢do Gaussiana
com média ;x € R™ e a matriz de covariancia diagonal 3 € R™*™ de varidveis nao correlacionadas. O valor 1;
representa o conhecimento do ativo j no portfélio. O termo da matriz de covariancia diagonal ;; ou 032- representa
a confianga que temos no valor médio do portfdlio ;.

No inicio do dia de negociagao i, o portfélio b, € construido com base na distribui¢ao N (i, 3), b; ~ N (1, o)
Entdo, depois que o preco relativo x; € revelado, o portfélio aumenta sua riqueza por um fator de b; - x;. O
retorno didrio do portfdlio pode ser visto como uma varidvel aleatdria de uma distribuicdo gaussiana univariada,
D~N (u - X, xiTExi) . A média do retorno didrio do portfélio € o retorno do vetor médio do portfdlio e a
variancia € proporcional ao comprimento da projecdo de x; em X. De acordo com a ideia de negociagdo de
reversdo a média, a probabilidade de uma carteira lucrativa para o préximo dia de negocia¢do b em relacdo a um
limite de reversdo a média e € definida como,

Prpon(u,s)[D < €] = Prpenus) [P xi < ¢ 2)

Para fins de simplifica¢do, podemos escrever Pr[b - x; < ¢]. A distribuicéo é atualizada para garantir que a
probabilidade de uma carteira lucrativa seja maior do que um nivel de confianga 6 € [0, 1],

Prib-x; <€ >0 3)

Se o retorno esperado do preco x; for menor que um limite com alta probabilidade, o retorno real para o
dia de negociagdo ¢ + 1 tende a ser alto com uma probabilidade correspondentemente alta, uma vez que o prego
tende a se inverter. Entdo, o CWMR escolhe a distribui¢do mais proxima da distribuigio atual A" (j1;, 3;). Como
resultado, no dia de negociacdo ¢ + 1, o algoritmo define os parametros da distribuicdo resolvendo o problema
conhecido como otimizag@o bruta CWMR, a saber:

(K41, Xe41) = arg min Dxr, (N (p, B) IV (g, 24))

s.a. PribTx, <¢ >0
p € Ap(4)
O problema de otimizagdo acima reflete a motivacdo da estratégia. Por um lado, p; atual € a reversdo a
média lucrativa, ou seja, a primeira restri¢do ¢ satisfeita, 0 CWMR escolhe a mesma distribuicdo, resultando em

uma estratégia de CRP passiva. Por outro lado, se u; ndo satisfaz a restrigdo, entdo o CWMR busca uma nova
distribuicao que seja lucrativa e préxima da distribuicao atual.

4.1 CAPM variante no tempo

Com base no modelo cléssico proposto por Markowitz em [2], os trabalhos [311[32] iniciaram um modelo de
precificacdo de ativos de capital classicamente denominado CAPM (Capital Asset Price Model). Até meados da
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década de 1950, o consenso era que o desempenho deveria ser medido pelo retorno ao longo de um periodo sem
ajuste de risco. Estudos sobre a relag¢@o risco-retorno na década de 1960 contribuiram para o desenvolvimento do
modelo [32H34]. O CAPM introduziu duas novas premissas no modelo cldssico de Markowitz: o de expectativas
homogéneas e taxa livre de risco. A suposicao de expectativas homogéneas afirma que os investidores t€ém as mes-
mas perspectivas sobre retornos esperados, desvio padrdo e covariancia de ativos (suposicao de mercado eficiente).
O pressuposto da taxa livre é que exista um investimento no mercado em que sua remunerac¢io seja assegurada
exatamente conforme o esperado, fatores econdmicos e ciclicos ndo t€ém a capacidade de afetar a liquidez de tal
investimento.

Analiticamente, dado um portfdlio ¢ e assumindo um portfélio p com w; aplicado a taxa livre de risco e
w, = 1 — wy aplicado ao portfélio c, teremos:

B[Ry =wiRy + (1 —wy)E(R.) )

op = (1 —wy)o, (6)

Onde E[R,] e o, representam o retorno esperado e o desvio padrdo da carteira, respectivamente. Usando as
equacdes[5]e[6] podemos escrever a relagdo linear entre o retorno esperado da carteira e o risco associado como:

FE(R.)— R
R )
E[R;] — Ry = Bi(E(Ry) — Ry) (8)
8, = %;Rm) ©)
0-7?’7.

Onde E(R,,) ¢ o retorno esperado da carteira de mercado e Ry ¢ a taxa de retorno do ativo livre de risco.

A relacdo entre retorno e risco no CAPM, que existe na relacdo entre o retorno do mercado e o do ativo
subjacente no célculo do beta(3), construiu o alicerce que estruturou a teoria de andlise de investimentos e, mais
especificamente, avaliacdo de desempenho métodos.

Esta relacdo entre o retorno alcangado versus o risco incorrido pode ser estendida para avaliar o desempenho
da carteira. Para analisar seu desempenho, € necessario comparar a carteira em questdo com outras alternativas
disponiveis no mercado.

Claro que existem criticas ao modelo, sendo a mais notavel a sensibilidade de 8 em relacdo ao periodo de
estimacdo. E razodvel supor que o risco de uma determinada empresa muda com o tempo e que essa percepgio do
investidor € muito dificil de prever.

Para incorporar esse aspecto, alguns autores propdem o uso de modelos estruturais sendo S uma varidvel
latente no tempo. Ou seja, seu valor ndo é observado diretamente sendo necessario estima-lo. Para estimar tais
modelos estruturais, uma ferramenta amplamente utilizada sdo os filtros de Kalman, onde, sob certas hipéteses
de normalidade das observacdes € possivel propor uma estrutura para a dindmica de § dos ativos e extrai-la com
algoritmos de otimizacgdo [33]].

Para estimar o § de cada ativo, usamos um modelo de espagco de estado onde [ € uma variavel latente.
Assumimos que o $ em cada momento é um passeio aleatério com choques gaussianos, gerando um modelo de
nivel estocastico.

O problema ¢ formulado da seguinte forma. O retorno de um ativo especifico ¢ no periodo ¢ é dado por

v =B+ e, (10)
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onde 7" é o retorno do mercado no periodo ¢ e ri" é a taxa livre de risco no periodo ¢ € € é um idiossincratico
choque no perfodo ¢ no ativo i com média zero e varidncia o7. Além disso, 3} segue um processo de passeio
aleatdrio, ou seja,

i _ pi i
Biy1 = B + v, (11)
onde v; é uma varidvel aleatéria gaussiana com média e variancia zero sigmazﬁ i
;

Os parametros do modelo o2, U%i e a condi¢do inicial 5 podem ser estimados pela maxima verossimilhanga

e pelo vetor de estado 3¢ de cada ativo i pode ser estimado usando as equagdes recursivas do filtro de Kalman.
Para o modelo proposto, as equacdes de atualizacdo do filtro de Kalman sdo dadas por

€ =1~ (12)
F, =P, + o0}, (13)
Biy = Bi + Pr{" Fy e}, (14)
Py, =P, — PF['P,, (15)

onde K; = PtFt_1 € o ganho de Kalman. As equagdes de previsao sao

Bi1 = Bl (16)
Py = Py + 03, (17)
P =B+l (18)

e Py, Py, s@o a covaridncia prevista e atualizada do estado 3;.

4.2 Meétricas de avaliacao de risco

A fim de comparar o desempenho do risco entre diferentes estratégias, faremos uso de duas medidas am-
plamente adotadas, o Value at Risk (VaR) e o Conditional Value at Risk (CVaR). O VaR € a avaliacdo da perda
potencial mixima a que um investidor estaria exposto ao longo de um determinado horizonte de tempo, para um
intervalo de confianca especificado (« nivel de confianga), ou seja, tenta resumir a perda maxima esperada em
apenas um ndmero dentro de um horizonte de tempo, com um certo grau de confianga estatistica. O VaR pode ser
interpretado como o valor pelo qual as perdas ndo excederdo (1 — «)% dos cendrios. De modo geral, o VaR de
uma carteira representa um quantil maior da perda estimada da carteira (ou um quantil de retorno menor). Artzner
et al. [36] definem o valor de VaR determinado nivel de confianca na forma:

VaR = —inf{r|P(R<r) > a}

onde, r é o retorno pertencente a distribui¢do do portfélio, in f{r|A} é o limite inferior de r dado um evento A, e
inf{r|P(R < r) > «} indica o menor percentil da distribui¢do de retorno.

O CVaR ¢ uma medida que indica a perda média que ultrapassa o VaR, ou seja, dada uma probabilidade «, o
CVaR é definido como a média dos retornos menor que o quantil (1 — «) da distribui¢do dos retornos.

Se todos os cendrios tiverem a mesma probabilidade de ocorréncia, o CVaR € calculado como o retorno
esperado do cendrio de pior caso (1 — «)%. O CVaR de nivel « pode ser formalizado como [37]:

CVaR, = Elr|r > VaR,(r)]

Onde r representa o conjunto de retorno do portf6lio, e VaR,(r) é VaR com nivel de confianga de 100 (1 — «)%.

5 Detalhes da implementacao
5.1 Algoritmo CWMR [
O algoritmo proposto procede a busca pela solu¢do baseando-se em técnicas tipicas de otimiza¢do convexa

assim como proposto por [7]] . As solugdes para as otimiza¢des sdo mostradas nas Etapas 1 & 2, a serem descritas.
Um maior detalhamento do desenvolvimento € descrito em [[7]]
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Etapa 1.
1. A solugdo para o problema de otimizagdo final da varincia é expressa como:

x; —X;1
Hit1 = Mg — Nip12 (H) ;

M - X

=3 2\i410%;%;

onde \;11 corresponde ao multiplicador Lagrangeano .
Etapa 2.
2. A solug@o para o problema de otimizag¢do final do desvio padrdo é expresso como:

b d
Hit1 = by — Ajg1 25—,
Hi - X4

X; X;r

B =3+ Ao =

—Xi1Vidtr/A2,  VEGHAV; o .
onde V; = x/¥;x; e VU; = iR 5 * denotam a varia¢do do retorno do portfélio para o

. ’ . — T . . s . . . . .
1 — éstmo eX; = % representa a média ponderada de confianca do preco relativo <. Inicialmente, sem
i

nenhuma informacdo disponivel para a tarefa de selecdo online, simplesmente inicializamos a média do portfélio
w1 para o portfélio uniforme e a matriz de covariancia do portfélio >; para o desvio padrio igualmente %, ou
variancia equivalente #

Na configuracio padrdo do algoritmo CWMR, um problema remanescente € que o b,, resultante poderia ser
negativo, uma vez que a forma padrio nao considera a restri¢do de ndo negatividade na solu¢do. Uma solugdo
possivel para este problema seria simplesmente projetar o y resultante em um dominio simplex para garantir
factibilidade da restricdo na qual o somatério de by, by, ...b, = 1. Alternativamente, para solucionar este prob-
lema, definimos o conjunto de alocagdes possiveis B como

> bi=1, b>0 (19)

Desta forma, ndo é permitido que o algoritmo assuma posi¢des vendidas ou alavancagem e toda riqueza
deverd ser alocada em cada periodo. Neste ponto, destacamos que o algoritmo sempre tem a op¢do de alocar
riqueza nos titulos livres de risco, o que implica que a alocacdo de toda a riqueza em todos os periodos ndo é
restritiva como parece a primeira vista. O algoritmo funciona entdo da seguinte maneira; a cada passo atualizamos
a distribui¢@o do portfélio da mesma forma que o algoritmo tradicional, na forma descrita na etapa 5 do Algoritmo
atualizamos entdo o vetor de alocacdo e projetamos no conjunto vidvel usando uma métrica apropriada, neste
caso, a norma euclidiana.

Para controlar o risco usando § do portfélio, assumimos intervalos [S,in, Bmaz] que 0 portfélio deve obede-
cer. Como o indice 3 € linear em relag¢do ao retorno de cada ativo, o 5 de todo o portfélio € uma combinagdo linear
do B de cada ativo, ponderado pelo respectivo valor destinado ao ativo. Portanto,

n

> b8} € [Brmin: Bmaa), P bi=1, b>0p, (20)
=1

=1

By ={beR"

onde 3 é o 3, varidvel no tempo, do i — ésimo ativo no tempo t. E importante notar que ndo estd claro se B 8
ndo esté vazio. Por exemplo, a intersegdo de Y b;3f < Binax € Y. bint > Bimin €std vazia se ndo houver nenhum
ativo i no perfodo ¢ tal que 3{ > 3, ou ndo ha nenhum ativo i no perfodo ¢ tal que 3 < Bz

Para remover qualquer tipo de viés de antecipagio, a estimativa de 3} para o investimento em ¢ + 1 pode usar
apenas a informacao disponivel de t = 1, ..., ¢. Portanto, ndo apenas o algoritmo em si, mas também a estimativa
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do espaco de estados deve ser adaptada a filtragem F} gerada por {r;}!_; O pseudo-cédigo é apresentado em

Algorithm 1: CWMR g

input : z = retorno ativos, by = alocagfo inicial

fort=1,...,Tdo

1: Gere o portfélio by a partir de N (g, 3¢);

2: Receba o prego relativo das agdes X; = (T¢1, .. ., Ttm);

3: Calcule o retorno didrio e o retorno cumulativo: S; = S;_1 X (by - x¢);
4: Calcule as seguintes variaveis:

1TEtXt

M, =y - x V, =x,; 3;x Xy = ————
t = [t - X¢, t + 2atX¢, t 1S,

5: Atualize a distribui¢do do portfélio:

At41

A el
Varidncia ¢ pyqq =y — A1 Xtht

Zt+1 = (Z;l + 2)\t+1d)diag2 (Xt))i

At41
\/* AoVt )\%+1¢2Vt2+4vt
Uy = 5

Desvio padrao

frer1 = i — A1 B X
-1
—1 A
Yip1 = (Zt + ¢ A (Xt))
6: Projete o conjunto viével tal como
bi(111) = argminyep, [|b — ¢

s

end

6 Experimentos

6.1 Conjunto de dados e estratégias de comparaciao

Em geral, para testar a reversdo a média, a frequéncia real de negociacido € um parametro-chave. Embora os
pesquisadores em financas frequentemente testem dados semanais, optamos por desconsiderar custos de transagdo
e realizamos os testes com dados em frequéncia didria.

Para avaliar o desempenho do algoritmo proposto, foram utilizados dados do mercado aciondrio brasileiro,
de empresas que fazem parte da carteira teérica da Bovespa (IBOVESPA), coletados por meio do banco de dados
do software Economadtica. A base de dados do IBOVESPA contém observacdes dos retornos das agdes de 59
empresas, esse nimero inclui as empresas que deixaram de fazer parte do indice, bem como as empresas que
integraram o indice de 1° de janeiro de 1998 a 28 de dezembro de 2017.

O IBOVESPA ¢ o mais tradicional indice brasileiro, tendo em sua carteira tedrica acdes de empresas com alto
volume de negociagdo.

Para estimar o modelo CAPM para o IBOVESPA, considerou-se como ativo livre de risco a média aritmética
ponderada da rentabilidade intrinseca dos titulos da Divida do Tesouro Nacional de emissao do Tesouro Nacional
em poder do Tesouro Nacional do Banco Central do Brasil. Como retorno de mercado utilizamos o IBrX-100. To-
dos os resultados foram comparados com o Indice de referéncia do mercado e com a carteira seguindo a estratégia
UCRP - Uniform Constant Re-Balanced Portfolio [38]].

6.2 Resultados

Inicialmente, analisamos o comportamento do algoritmo CWMR sem qualquer alteracdo em sua etapa de
projecdo originalmente proposta. Em relacdo as configuragdes de parametros do CWMR, existem dois principais,
a saber, ¢ e € . O pardmetro ¢ se refere a confianga e ¢ é o pardmetro de sensibilidade. Em geral, os melhores
pardmetros dependem do conjunto de dados analisados. No experimento, sensibilizamos os parametros, variando
dentro do intervalo [0, 10], assim como no trabalho [7]. Como resultado, para o mercado brasileiro, observamos
que o parametro ¢ de confianga tem resultado quase nulo no desempenho do algoritmo, optamos portanto, em
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manté-lo no mesmo valor proposto em [7], 0.5. Com relag@o ao parametro ¢, ap6s a sensibilizagdo, foi possivel
concluir que valores inferiores a 0.953 levaram o algoritmo a construir carteiras que investem parte significativa do
portfélio em ativos com abrupta desvalorizacdo, levando a uma perda tio rapida de capital que levam o portfélio a
valores proximos de zero, nao sendo possivel recuperar as perdas. Por outro lado, valores superiores a 1.589 sdo
capazes de construir portfélios capazes de superar as estratégias de comparagdo UCRP e indice BOVESPA. Em
particular, ajustamos o pardmetro de confianga ¢ para 2, 394, ou o nivel de confianca equivalente a 956, pois ap6s
este valor ndo sdo mais percebidos aumento no retorno dos portfélios. Na Figura [I] apresentamos a evolugdo do
crescimento da riqueza para os parametros e variando de 0.953 a 2, 394.

Retorno acumulado
———
——
=
g
——
——
-

Figure 1. Comparacdo entre os portfélios construidos pelo algoritmo CWMR com pardmetros variando entre 0.953
e 2.39.

Analisando o perfil de risco VaR e CVaR dos portfélios construidos com cada um dos parametros ¢ sensibi-
lizados. E possivel perceber que a medida que aumentamos o valor de € em um patamar superior a 1.589, temos
retornos cada vez maiores, porém associamos a um grau de risco cada vez maior.

Afim de comparar o resultado obtido pelo CWMR com estratégias adotadas pelo mercado, implementamos o
algoritmo UCRP. Na Figura 2] plotamos o portf6lio construido pelo algoritmo CWMR utilizando parimetro € que
obteve 0 maior retorno acumulado, o Indice BOVESPA ¢ a estratégia de investimento UCRP. Em termos de retorno
acumulado podemos aferir que o desempenho do algoritmo CWMR € consideravelmente superior ao benchmark
utilizado, entretanto, como podemos verificar na Tabela [I] o risco associado ao portfélio construido pelo CWMR
¢ da mesma forma mais elevado. De fato, avaliando graficamente, é facil deduzir que a estratégia possibilitou dois
momentos de queda demasiadamente abrupta. Isso ocorre pois o algoritmo persiste na compra de ativos que estdo
se desvalorizando no momento da queda, comprando a¢des de companhias que apresentem um desempenho ainda
pior do que o mercado, acentuando as perdas da carteira.

CWMR
——— IBOVESPA
UCRP

/
i ~f/”“'“*\»w‘*”\'\«/~\/,/:s/”‘“//ﬂ
s o0 o

2 2000 2015
Dias

Figure 2. Comparacao entre o portfélio construido pelo algoritmo CWMR, UCRP e o IBOVEPA
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Table 1. Risco portfélios CWMR, UCRP e o IBOVEPA

CWMR I_Bovespa UCRP
1% 5% 1% 5% 1% 5%
VaR -0.0686739 | -0.0434964 | -0.0389916 | -0.0397507 | -0.0486473 | -0.0325524
CVaR | -0.0938140 | -0.0511346 | -0.0691797 | -0.0494233 | -0.0847651 | -0.0474781

Para validar a hipdtese de que € possivel controlar a qualidade do portfélio utilizando as premissas do modelo
CAPM através da restricdo imposta na etapa de projecdo do algoritmo, realizamos inicialmente testes impondo
como restricdo que o 3 da carteira esteja dentro do intervalo variando entre 0.25e0.5. Desta forma, esperamos
a construgdo de um portfélio menos arriscado do que a carteira de mercado. De fato, na Tabela 2} vemos que
o risco do portfélio selecionado pelo algoritmo CWMR-S € inferior ao selecionado pelo CWMR. Em termos de
retorno acumulado, é possivel aferir na Figura 3] que o desempenho do algoritmo CWMR-3 foi capaz de superar
tanto o indice de referéncia quanto a estratégia UCRP. Especificamente, quando comparamos o retorno acumulado
do CWMR com o CWMR-4, vemos que o tltimo, mesmo apresentando valores absolutos inferiores, possui um
crescimento de riqueza mais contante e suave.

A

Y,
A W rm
W VAR "2
. ﬂ\jw &4 \er Y

/d A W W
w2 YN e "\
} V ha WNWMW o

N

Figure 3. Comparag@o entre o portfélio construido pelo algoritmo CWMR, CWMR-/3 e UCRP e o IBOVEPA

Beta Portfolio

Dias

Figure 4. Beta portf6lio CWMR-3 variando entre 0.25¢0.5

Alternativamente, testamos a hip6tese de capacidade de controle da qualidade dos ativos definindo um inter-
valo de 3 variando entre 0.9 e 2. Pelas premissas tedricas do modelo CAPM, seria esperado construir uma carteira
disposta a correr riscos superiores aos do mercado. De fato, pela Figura [5] podemos constatar que o portfélio
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selecionado pelo algoritmo CWMR-/3 possui forte correlagdo com o mercado, superando a estratégia do CWMR
em todo periodo de anilise. E interessante destacar que em periodos onde a composicdo da carteira conseguiu
selecionar portfélios com 5 > 1 estdo associados a periodos de ganhos elevados. Este fato pode ser observado na
[e] Avaliando o risco de cada uma das estratégias neste cendrio, observamos na Tabela 3] um perfil de risco muito
similar, indicando que estratégia do algoritmo CWMR foi mais eficiente considerando a relacdo entre retorno e
risco.

Retor
_—
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=
;# ——
‘,s
= —_—
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Figure 5. Comparagao entre o portfélio construido pelo algoritmo CWMR, CWMR-Beta e UCRP e o IBOVEPA

Beta Portfolio
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Figure 6. Beta portfélio CWMR-Beta variando entre 0.9 e 2

Table 2. Comparagdo risco portfélios CWMR e CWMR-Beta com beta restrito entre 0.25¢0.5

CWMR CWMR Beta
1% 5% 1% 5%
VaR -0.0586739 | -0.0334964 | -0.039074 | -0.0216806
CVaR | -0.0838140 | -0.0511346 | -0.058553 | -0.0337573
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Table 3. Comparacio risco portfélios CWMR e CWMR-Beta com beta restrito entre 0.9 e 2

CWMR CWMR Beta
1% 5% 1% 5%
VaR -0.0586739 | -0.0334964 | -0.0680864 | -0.0347814
CVaR | -0.0838140 | -0.0511346 | -0.0810739 | -0.0524091

7 Conclusao

Neste trabalho, foram explorados os beneficios de combinar um controle de risco do portfélio com o algo-
ritmo CWMR. Trabalhar com o 3 variante no tempo foi fundamental para capturar adequadamente a correlago de
cada ativo com o mercado.

Verificamos que a estratégia de investimento do algoritmo CWMR pode construir portfélios com risco ele-
vado. Esse efeito mantém a estratégia de compra de ativos que estdo se desvalorizando em patamares superiores a
média. Em momentos de crise acentuada, seguir essa estratégia pode trazer perdas irreparaveis.

Foi possivel concluir que o uso da técnica de controlar o risco com o uso do cdlculo do § na etapa de
projecdo € uma estratégia eficiente. O algoritmo proposto, CWMR-{3, foi capaz de superar os indices de referéncia
selecionando carteiras com perfil de risco mais desejavel.

Como direcao de pesquisas futuras, pode-se propor o uso de fungdes de aprendizado dinadmico para definir o
melhor intervalo de beta para o momento, possibilitando a aplicacdo da técnica em diferentes cendrios dentro do
mercado.
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