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Abstract. The recursive boundary element technique has been used successfully in scalar problems for
recalculation of potential and directional derivatives solutions. It was used for solving problems governed by
Laplace, Navier, and Poisson Equations. In the present work, nodal values on the boundary calculated using the
Finite Element Method are reused by applying them in the boundary element integral equation, aiming to calculate
internal directional derivatives of the basic variable of the problem. It is well known that these internal directional
derivatives calculated by the Finite Element Method (FEM) present low accuracy. Here, to confirm the robustness
of the proposed model, computational tests are performed, in which the FEM results in the classic form are
compared with those obtained by the recursive procedure described former. The solution of problems through the
Boundary Element Method is also presented and benchmark problems that have a known analytical solution are
chosen for analysis, to better assess the quality of the results.
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1 Introducéo

Um esforco significativo tem sido despendido na area de pesquisa de métodos numéricos para obtencdo de
formulagBes mais abrangentes, capazes de atender aos crescentes desafios da engenharia moderna. Paralelamente,
algumas técnicas numéricas tradicionais tém sido objeto de adaptacdes para alcancar melhor desempenho,
aproveitando-se dos avancos contemporaneos da analise e modelagem matematica, do ganho na velocidade de
processamento dos computadores atuais e também da sua maior capacidade no armazenamento de dados. Contudo,
tais métodos numéricos também podem ser aprimorados através da identificacdo de certos procedimentos,
adotados com sucesso em outros métodos, que podem ser vantajosamente absorvidos e adaptados no seu contexto.
Isto ocorreu envolvendo procedimentos relacionados as diversas modalidades de esquemas adaptativos, tais como:
realocacdo de pontos de discretizacdo; refinamento de malha com adensamento de nds; e enriquecimento das
funcdes de forma ou aproximagéo do campo. Também é destacavel a inser¢do de esquemas de solugdo iterativa,
voltados para melhorar a precisdo numeérica, e ainda o uso de funcdes de base radial, usadas na interpolacéo
numeérica com o Método dos Elementos de Contorno (MEC) [1,2,3] e atualmente difundido nas formulagdes
alternativas do Método dos Elementos Finitos (MEF) [4,5] atuando como recurso substancial nas diversas
formulacBes meshless para delimitar o raio de ag8o na interacdo dos pontos de discretizacdo e substituindo os
elementos e sua conectividade [6].

Seguindo essa tendéncia, 0 uso recursivo da equagdo integral de contorno é aqui apresentado como um
recurso auxiliar para melhorar o desempenho do MEF no célculo de derivadas direcionais das variaveis basicas ou
primais do problema em regides internas do dominio em andlise. Sabe-se que o célculo de derivadas direcionais
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internas com o MEF em problemas de potencial estacionario, envolvendo fisicamente temperatura, pressao e
campo elétrico, entre outras, apresentam baixa precisdo numérica no célculo das grandezas decorrentes,
respectivamente fluxos de calor, velocidades e corrente elétrica. Isto se deve ao fato de que, no MEF, tais grandezas
sdo obtidas através de derivadas das fun¢des de aproximacdo que definem o campo gerado em cada elemento.

O procedimento recursivo ndo é uma técnica iterativa, mas um procedimento simples de recalculo de
variaveis baseado em um esquema tipico usado para calcular valores internos com 0 MEC, onde a equacdo integral
de contorno é reutilizada. A ideia central é que a equacéo integral do MEC é equivalente a uma sentenca de residuos
ponderados e a sua reutilizagdo implica numa nova minimizacdo de erros. Quando se calculam valores internos
com o MEC, a equagdo integral é reutilizada e por essa razdo os valores calculados internamente possuem maior
precisdo do que os valores de contorno [7,8,9].

A proposta do presente trabalho é utilizar os valores de contorno obtidos com o MEF e aplica-los na equacgéo
integral do MEC para célculo das derivadas direcionais internas. Esta equacédo integral ndo realiza derivacdes na
aproximagao do campo e é correlata a uma sentenca de residuos ponderados, relacionada ao calculo dos fluxos.
Por essa razdo, espera-se uma precisdo numeérica superior ao esquema classico do MEF.

Para implementar o esquema proposto, é preciso dispor de todos os valores do potencial e derivadas normais
no contorno. Os resultados dos potenciais no contorno sdo obtidos diretamente através do MEF; porém, as
derivadas normais ao contorno precisam ser aproximadas e foram obtidas de duas maneiras. A primeira consiste
do célculo classico das derivadas de fungdes polinomiais de primeira ordem, utilizadas como fungdes de
aproximacdo no interior dos elementos de contorno; a segunda, através das derivadas de uma aproximacao
construida com funcBes de interpolacdo de base radial do tipo exponencial. Estas fun¢des serdo aplicadas no
elemento finito tangente pela sua aresta ao contorno do dominio para os céalculos dos fluxos normais; os demais
elementos contribuem para o calculo das derivadas direcionais no interior do dominio através de seu baricentro.

Serdo abordados ao longo deste trabalho dois experimentos numéricos com condicdes de contorno prescritas
do tipo Dirichlet e Neumann, e para cada exemplo serdo avaliados os comportamentos dos erros relativos médios
percentuais ao longo do refinamento de malha.

2 Equacéao de governo e o esquema recursivo do MEC

As aplicacOes dos métodos aqui apresentados terdo como enfoque a equagéo de governo de Laplace em meios
homogéneos e envolvendo processos estacionarios, como mostra a Eq. (1):

ku;(X) =0. 1)

Paraa Eq. (1) o termo k representa o “bulk modulus” e o seu valor sera considerado como unitario. Aplicando
os procedimentos tradicionais do MEC [2] sob a Eq. (1), encontra-se a forma integral inversa como mostra a Eq.

2):
c®uE) + [ uXq" &X) dr X) = [ aXw' X dr (X) =0, o)

nesta equacdo o temo X = X(x;; x,) representa o ponto campo de um dominio discreto Q(X) com contorno
definido em I'(X) e & é um ponto particular chamado de ponto fonte. As fungdes u*(&; X) e g™ (§; X) correspondem
respectivamente a solucao fundamental e o produto escalar entre o gradiente de u*(&; X) com a normal ao contorno
rx).

Demonstra-se que para pontos € internos ao dominio Q(X) o valor da constante ¢(€) vale 1 e que, uma vez
conhecidos os valores de u(X) e q(X) no contorno I'(X), é possivel calcular os potenciais internos u™t (¥) através
da Eq. (2), na seguinte forma:

wm () = [0 a0 € X) dr(X) - [ o u()q° (€ X) dr(x). ®3)

De forma similar ao que foi feito para obter os potenciais internos, pode-se obter os valores das derivadas
direcionais relacionadas do ponto de potencial u™(€), bastando apenas deriva-lo em relagio as coordenadas
x; e x, do ponto fonte & = §(x;; x,) de acordo com a Eq. (4):

duint(z) _

dX]' f[‘(x

dlu*(X d[q* (X
400 TEERAr () — [ u () T Ar ). @)

fr(x

Por conseguinte, as derivadas direcionais da solucdo fundamental u*(€; X), cuja expressdo (—1/2m)Inr é
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bem conhecida na literatura, é dada por:

dlu*(EX)] rj

®)

dx; ~ onr2”
De maneira similar, o escalar g*(&; X) que tem como valor (— 1/2mr?)r;n; possui derivadas direcionais:

dxj 2w

r4 r2|

d * :X 2 T . .
[q*(§X)] — 1 [ r;rin; n]] (6)

Assim é possivel considerar os valores de contorno u(X) e q(X) calculados pela aplicacdo no MEF e inseri-
los na equagdo integral do MEC para o calculo das derivadas direcionais conforme a Eq. (4).

3  Estratégias MEF para obter as derivadas direcionais no interior do dominio

O MEF utiliza-se de uma combinacdo linear finita de fun¢bes conhecidas, usualmente chamadas de funcbes
de base, sendo estas e as suas derivadas de primeira ordem pertencentes ao espago das funcbes de quadrado
integravel, ou seja, pertencente ao L?(€). Desta maneira, ao escolher uma fungéo auxiliar ¢(X), encontra-se a
forma integral fraca para o problema de Laplace (vide Eq.(1)) conforme a Eq.(7)

T 100X = f 0 1, () p(X) AT(X). @)

Para obter o campo de solugéo potencial, foi escolhida uma fungdo ¢(X) do tipo polinomial, de primeira
ordem e com suporte localizado no ponto nodal dos elementos finitos, os quais sdo definidos aqui com geometria
triangular. Obtida a solucéo para o potencial, o calculo das derivadas direcionais é realizado usualmente através
de uma derivacéo das fung¢des de interpolacdo em nivel de elemento, conforme mostrado no item 3.1.

E possivel, contudo, realizar este calculo de outras formas. Além do procedimento recursivo do MEC, no
item 3.2 é apresentada uma estratégia baseada na interpolacdo com funcBes de base radial. A adocdo deste
procedimento extra permite melhor avaliar a robustez do procedimento baseado no acoplamento de equacdo
integral do MEC com o MEF aqui proposto.

3.1 Utilizando funcéo polinomial

O recurso inicial para a obtencéo dos fluxos no contorno e internos do MEF foi utilizar a mesma funcdo de
base aplicada no desenvolvimento do MEF para o problema potencial, sendo necessario conhecer a solugdo
potencial nos pontos nodais dos elementos triangulares. Desta forma, para cada elemento finito foi construido o

seguinte sistema matricial
us§ 1 x1 x5 |raq
ve=|us|=(1 =x x [az

us§ 1 x{" x3/'|l4s3

= GA. ®)

Na Eq. (8) U€ é o vetor solucédo para o elemento, G a matriz de interpolagdo e A o vetor dos coeficientes de
influéncia. Com isto, é possivel encontrar a Eq. (9) que permite o calculo do potencial dentro do elemento através
do uso das funges de interpolacdo, onde:

u®(xy,Xp) = @1 (1, X)US + @2 (X1, x)u3 + @3(x1, x3) U3, )

e desta maneira obtém-se o calculo das derivadas direcionais conforme a Eq. (10), posicionadas no baricentro do
elemento (fig.1)

[0¢1 992 093]

Uy
qle] 0x; 0x; O0xi || &
=— us |. 10
[CIze 0p; 09, 0¢3 ui (10)
1 2 2530 ug

dx, Jdx, O0Ox,
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ug{xiulxﬂ

uf(xg, x3)
ug(xy', x7)

Figura 1. Localizagdo das derivadas direcionais no elemento finito triangular

3.2 Utilizando a interpolacédo por funcao de base radial

As experiéncias ja realizadas demostraram a potencialidade da utilizagdo de fungdes de base radial (FBR)
nas aproximacdes de integrais de dominio com o MEC [10,11]. Assim, foram realizados alguns testes e definiu-se
a FBR do tipo exponencial como um recurso viavel para o processo de interpolacdo, funcéo esta dada por:

FI(x),X) = e~ "), (11)

Alguns experimentos realizados com a FBR exponencial podem ser visualizados em [12]. O parametro a
pode ser associado ao distanciamento entre dois pontos nodais consecutivos pertencentes a I'(X), enquanto r
representa a distancia radial euclidiana entre os pontos base X’ e os pontos campo X de varredura de F/ (X7, X).

Com isto, o valor do potencial no baricentro do elemento (vide Fig. (2)) pode ser aproximado de acordo com
aEq. (12)

ue(XH] [FrXL XY FRX%LXY  FRX3 XY
ue(XZ) — Fl(Xl;XZ) FZ(XZ;XZ) F3(X3;X2)
we(XH|  [Flxhx®) PR3 X% PR3 x°)

azl . (12)
3

(x3:¥3)

Figura 2. Distancias radiais do ponto de baricentro aos pontos nodais do elemento finito triangular

Ao encontrar os coeficientes de influéncia, define-se a fungdo de interpolagdo para o potencial dentro do
elemento e em consequéncia, calcula-se as derivadas direcionais conforme Eq. (13) a sequir:

ou(xt AFY (X1 Xt OF2(X% Xt OF3(X3; xt
( )_0(1 ( )+a2 ( )+a3 ( )_

= (13)
6xl- axi axi axi

4 Experimentos numéricos

Os exemplos a seguir apresentam o comportamento do erro relativo médio durante o refinamento das malhas
geradas definido na Eq. (14) e as caracteristicas das malhas MEF podem ser visualizadas na Tab. 1. Para a medicao
de ERM (vide Eq. (14)), os termos v@"44t ¢ ™M™ representam os valores analiticos e numéricos de varredura
respectivamente; v2n4lit e n o maior analitico e o nimero total de pontos nodais do intervalo considerado. Para o
caso do processo de interpolacdo com FBR, foi definido experimentalmente um valor de alfa fixo para todas as
malhas valendo 0,253, onde 0,25 corresponde ao distanciamento dos pontos de contorno da Malha 1. Pela Eq. (14)

ERM% = —Z

anallt num
anallt (14)
Vinaior
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Nos dois exemplos foram comparados os resultados obtidos por quatro procedimentos: MEF classico,
calculando as derivadas a partir do gradiente das funcbes de aproximacdo; MEF com fungdes de base radial para
o0 calculo das derivadas direcionais; MEF com célculo das derivadas direcionais pelo MEC (procedimento
recursivo); e para uma melhor avaliacdo, foram incluidos os resultados obtidos usando exclusivamente o MEC.

Tabela 1. Caracteristicas das malhas utilizadas no MEF

Nomeclatura Total de pontos Total de pontos Total de elementos Total de pontos
nodais nodais no contorno finitos médios internos
Malha 1 41 16 64 48
Malha 2 145 32 256 224
Malha 3 545 64 1024 960
Malha 4 2113 128 4096 3968
Malha 5 8321 256 16384 16128

4.1 Primeiro exemplo

O primeiro exemplo considera um quadrado de lados unitarios com condigdes de contorno conforme mostra
a Fig. (3). As Fig.(4) e Fig. (5) apresentam os resultados internos de derivada direcional.

u(xy,1) = cosh(x,) sen(1)
10;1) ANRRAN N
t 170
L/
Ml0.%2) _ Ch(0) sen()n, . ' Nllox2) _ b1 sene)n,
+ cosh(0) cos(xz)n, + cosh(1) cos(xz)n;

v

Q(X)

[0:0] ANN SNNRNNNN 11;0]
u(xy,0) = cosh(x;) sen(0)

Figura 3. As marcacgdes em vermelho indicam as condigdes de contorno de Dirichlet, bem como a solugéo
analitica para o potencial em todo o dominio

1,0E+01 MEF interpolando no elemento com
= '\‘\' fungo polinomial
= 1,0E+00 |f---------====-- - Reg =] - MEF interpolando no elemento com
= \..\' FBR exponencial
§ 1.0E-01 —— MEC com dados MEC no contorno
S
S o | - A~ MEC com dados MEF por funcéo
S 1,0E-02 polinomial no contorno
% ---@--- MEC com dados MEF e funcéo

10E-03 FBR exponencial no contorno

1 2 3 4 5

Malhas

Figura 4. EMR% para o valor de du/dx;interno

CILAMCE 2020

Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC
Foz do Iguagu/PR, Brazil, November 16-19, 2020



O esquema recursivo do MEC aplicado ao célculo das derivadas direcionais internas do MEF

MEF interpolando no elemento

o LOE+01
> l\‘ com funcéo polinomial
o
© LOE+00 |rmmmmm=fmanommmmmmmmmmm e B MEF interpolando no elemento
3 com FBR exponencial
L 1,0E-01
= —&— MEC com dados MEC no contorno
(5]
2 1,0E-02 )
s | 7 TTe—__ | A~ MEC com dados MEF por funcédo
I} 1 0E-03 polinomial no contorno

5 ---@-- MEC com dados MEF e funcdo

Malhas FBR exponencial no contorno

Figura 5. EMR% para o valor de du/dx; interno

Nestes testes foram destacadas também as diferentes formas de calculo dos valores de fluxo no contorno com
0 MEF, a saber, a aproximacdo com func¢des de forma polinomial e a interpolacdo com funcdes de base radial.
Percebe-se que estas duas metodologias ndo afetaram os resultados obtidos para os valores do fluxo em ambas as
direcbes. Constata-se por ambos os graficos que a utilizacdo da equagdo integral do MEC foi bastante positiva,
conforme esperado. As curvas de erro mostradas nas Fig. (4) e Fig. (5) destacam-se ainda pelo comportamento
continuo do decréscimo do erro em todas modalidades de calculo.

4.2 Segundo exemplo

Este exemplo possui as mesmas caracteristicas dimensionais do exemplo anterior, mas possui uma
distribuicdo de potenciais e fluxos bastante distinta, mais complexa, conforme destacado na Fig. (6):

senh (E A
u(x,1)=1+ —senh(if)) sen (%J
0 1A NNANNN NN NN N NN
Au(0, x,) F(IX) du(l, x,)
Bnh (nxz) an (n:x )
_ senh (== T 9 Xy senh (—=2 T T
senh(m) (6) cos (6) ™ u(xy, ) =1+ giz:h(:)) sen {H_:) = Sel‘lh(T?) (E) cos (E) ™
17y cosh (%) 0 7+ cosh (HTXZ) T
+ (E) senh(m) sen (E) T2 + (E) senh(m) sen {E) 2
2(X)
(00 SN SN (10
sen 9
ulx,0) =1+ hsenl;l((s)) sen (%)

Figura 6. Geometria e condi¢Bes de contorno para o segundo exemplo

MEF interpolando no elemento
com funcéo polinomial

1,00E+01

—— MEF interpolando no elemento
com FBR exponencial

—&— MEC com dados MEC no
contorno

1,00E+00

----- A~ MEC com dados MEF por
funcéo polinomial no contorno

EMR% em escala log,,

--@-- MEC com dados MEF e funcdo
FBR exponencial no contorno

1,00E-01
3

Malhas
Figura 7. EMR% para o valor de du/dx; interno
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MEF interpolando no elemento com
funcéo polinomial

1,00E+01
—— MEF interpolando no elemento com
FBR exponencial

1,00E+00 —&— MEC com dados MEC no contorno

----- A~ MEC com dados MEF por funcédo
polinomial no contorno

EMR% em escala log,,

--@-- MEC com dados MEF e fungdo FBR
1 2 3 4 5 exponencial no contorno

Malhas
Figura 8. EMR% para o valor de du/dx; interno

1,00E-01

A utilizacdo do MEC foi bastante efetiva, principalmente para as malhas de contorno menos refinadas.
Necessitou-se de 16128 nos internos para o MEF alcangar o mesmo resultado com a interpolagdo polinomial.

5 Conclusoes

Conclui-se que a utilizagdo das equacdes integrais do MEC com suporte ao MEF contribuiu de forma
satisfatoria para a obtencéo das derivadas direcionais nos problemas considerados. Os bons resultados advindos
desta associacdo entre MEF e MEC se deve a forma como séo calculados os valores dos potenciais e derivadas.
Usando o MEC, utiliza-se uma equacdo integral exata, cuja interpretacdo no sentido de uma minimizacdo de
residuos tem sido comprovada através de resultados. Isto € bem diferente do que é feito tradicionalmente no MEF,
em que realiza uma derivacao das funcfes usadas para aproximar o campo de variaveis.
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