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Resumo. Os materiais compositos sdo amplamente conhecidos, com advento desde meados do século XX, sendo
uma classe de materiais capaz de combinar propriedades especificas em virtude da variedade de materiais
combinados em compositos multifasicos engenheirados. Na atualidade, cada vez mais pesquisas séo amplamente
desenvolvidas nas areas experimental e computacional. Assim, havendo a unido de dois ou mais constituintes que
apresentam caracteristicas mecéanicas distintas em cada uma das fases, 0s materiais comp6sitos podem promover
melhores propriedades para o produto final, seja resisténcia, flexibilidade ou durabilidade. Dentre esses
materiais, destacam-se os concretos autoadensaveis e os reforcados por fibras, ambos, basicamente, constituido
por duas fases: a matriz (continua) e a fase dispersa (caracteristicas geométricas das particulas ou fibras). Neste
contexto, o presente trabalho apresenta uma formulacéo usando o Método dos Elementos de Contorno 2D (MEC)
com as adequacdes pertinentes a analise de propriedades efetivas de materiais com inclusGes em diferentes fases.
O dominio é subdividido em regides com propriedades fisicas diferentes, compartilhando, em suas interfaces,
deslocamentos e tensbes. A formulacdo permite a defini¢do de inclusdes em um elemento representativo de
volume, de maneira a observar o comportamento da peca estrutural. A utilizacdo destes procedimentos
proporciona a analise de materiais compositos a fim de estabelecer propriedades fisicas efetivas. O codigo
computacional foi elaborado na plataforma OCTAVE de codigo aberto, com discretizagdes feitas por elemento
linear descontinuo. Exemplos sdo apresentados para demostrar a adequacdo da formulagdo e do cédigo
propostos.

Palavras chaves: Método dos Elementos de Contorno; Material Cimenticio com Inclus6es de Fibra; Analise 2D
de Propriedades Efetivas de Composito.

1. Introducéo

As propriedades dos materiais podem ser determinadas através de métodos analiticos, experimentais ou
computacionais. Entretanto, os métodos analiticos sdo limitados por materiais com microestrutura simplificada e
com baixa densidade de heterogeneidade (Milton [1]). Desta forma, nesses problemas, recorre-se a métodos
experimentais ou computacionais para obtencao de solug¢6es aproximadas. Entre os métodos numéricos de anélise
mais populares estdo o Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferengas Finitas (MDF) e o Método
dos Elementos de Contorno (MEC), Fedelinski et al. [2].

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi apresentado como alternativa aos métodos de discretizacéo
do dominio. Sua formulac&o permite que o problema seja resolvido discretizando-se apenas o contorno da regido
estudada, Brebbia [3]. Do emprego do MEC, as equagBes diferenciais que regem o problema fisico séo
transformadas em equacdes integrais de contorno, levadas, portanto, para a superficie do problema. Essas integrais
sdo resolvidas em pontos especificos dos elementos discretizados no contorno. Para tanto, o0 MEC se utiliza de
funcdo de peso, conhecida como solugdo fundamental, que deve atender & equacéao diferencial do problema, mas
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com condi¢des de contorno bem particulares que tornam a sua obten¢do possivel. A formulacédo tradicional do
MEC permite a discretizacdo do dominio em sub-regides que podem ser, portanto, compostas de materiais com
caracteristicas fisicas diferentes. Outras técnicas foram estudadas em Eischen e Torquato [4], Liu [5] e Gurrum et
al. [6]

Dentro da visdo de empregar 0 método em materiais com mais de uma fase (sub-regides), é possivel trabalhar
com elementos representativos de volume de materiais, por assim dizer, compdsitos. Um deles, bastante utilizado
nas estruturas civis é o concreto, que serd utilizado neste trabalho em exemplos a serem processados.

Para tanto, faz-se necessario compreender os parametros fisicos que regem o desempenho do concreto, sendo
um material compdsito com particulas grandes. Por isso, a dosagem dos componentes desse tipo de material é
imprescindivel de ser considerada. A fase matriz (cimento, areia e agua), geralmente continua, trata-se de um
material ceramico que envolve a fase dispersa, bastante influenciada pela relacdo agua/cimento. A matriz interfere
na trabalhabilidade do material, influenciando na viscosidade e na resisténcia a compressdo axial, devendo ser
dada atencdo ao controle desse parametro para que forneca a trabalhabilidade necessaria e a resisténcia requerida
em projeto, Sedran [7]. A fase dispersa refere-se @ composi¢do granulométrica, cuja condicdo de dispersdo
granulométrica das particulas de agregados tem de ser controlada, justamente pelo papel importante dos distintos
tamanhos dos grdos. Em um sentido amplo e macroscépico, a interligacao dessas duas fases de naturezas distintas
deve promover o atendimento das propriedades de espalhamento (repercutindo na estabilidade da mistura e no
bombeamento) e nas propriedades mecénicas (resisténcia (fe) € médulo de elasticidade estatico do concreto). O
comportamento mecanico e a durabilidade do concreto sdo influenciados ndo apenas pela afinidade dos agregados
e a matriz de argamassa de cimento, mas também pela zona de transicdo entre essas duas fases (MEHTA;
MONTEIRO [8]). Ensaios de resisténcia a compressdo e determinagdo do modulo de elasticidade estatico do
concreto sdo importantes para a garantia dos requisitos de projeto, devendo os materiais atuarem em conjunto para
responder aos esforgcos fisicos do meio. A determinacdo dessa Ultima propriedade pode ser medida
experimentalmente, em funcéo de fe dos corpos-de-prova, ou estimada a partir de valores estabelecidos pela NBR
6118 (ABNT [9]).

Nesse contexto, o presente trabalho tem o objetivo de desenvolver uma rotina computacional para a analise
de propriedades de materiais compdsitos, por meio do Método dos Elementos de Contorno, em sua formulagao
bidimensional para materiais elastico-lineares e com discretizacdo do contorno por elementos lineares
descontinuos. Para isto, € utilizado um Elemento de Volume Representativo (EVR), variando-se a fragdo de
volume de inclusdes dentro da matriz e verificando-se as deformacGes e tensGes em uma secdo de topo do
compdsito. Os resultados obtidos séo comparados com os resultados publicados na literatura especializada.

2. Formulacdo do MEC para problemas elasticos lineares 2D

2.1 Equacéo diferencial que rege o problema em estudo

Os materiais utilizados em engenharia deformam-se com a atuacéo de agentes externos, como carregamentos,
pressio, efeito do tempo e de curta de duragfo. E de grande interesse da engenharia estrutural o estudo de uma
variedade de materiais quanto a resisténcia, fratura e fadiga, assim como suas relagdes de comportamento sob esses
efeitos. Para solucéo de problemas de mecéanica dos sélidos, faz-se necessario conhecer as equagdes de equilibrio
de forgas, equagdes constitutivas e de compatibilidade de deslocamentos.

Considere-se um sélido elastico-linear bidimensional, homogéneo e isotropico, definido pelo dominio Q e
seu contorno T, e suas equagdes diferenciais de equilibrio ou equacdes de equilibrio de forgas do problema el&stico,
conforme eqg. (1).

Considere-se, ainda, as condi¢des de contorno para o problema elastico, escritas em funcdo dos
deslocamentos u e das forcas de superficie p, conforme apresentado nas expressées (2).

u=ueml; e
p=oc-n=p,eml,.

)
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2.2 Equac0es Bésicas

Para que as formulagdes do MEC fiqguem completamente definidas, torna-se necessario o conhecimento
prévio da solucdo de um problema padrdo da area que se deseja analisar. A este problema da-se o nome de
"problema fundamental”. Para a definicdo desse problema, considere-se Q* um dominio infinito cujo contorno é
denotado por I'*. Na formulagdo apresentada a seguir, utiliza-se a solu¢do fundamental de Kelvin, considerada a
mais difundida e utilizada pelo meio técnico. As expressdes de deslocamentos e forcas de superficie para o
problema de Kelvin sdo mostradas nas eqg. (3) e eq. (4), respectivamente.

u; ! [(3 —40)In (%) i + ninj]; 3)

U 7 86 (1-v)

1
4m(1-v)r

* a
pij = {5 [(1 = 20)8;; + 2rr] + (1 - 2v) (i — njr,i)}, 4)

nas quais, G € o modulo de elasticidade transversal e v € coeficiente de Poisson. Ainda, §;; € a funcdo delta de
Kronecker, r = Jry*1; 1, =X;(q) — X;(s); 1= %
A equacdo integral que rege o problema, portanto, passa a ser representada conforme a eq. (5).

& (S)uy(S) = — j pi(S,Q) - uy(Q) - dr(Q)

r

)
+ [ w50 p@-ar@+ [ 6.9 b@ -0
r Q

3. Implementacdo numérica

Para a integracdo dos elementos de contorno, adota-se uma funcdo de interpolacgdo linear posicionada no
interior do elemento. Neste trabalho, a aproximacédo escolhida foi a linear descontinua. A integracdo ocorre no
proprio elemento, cujos pardmetros nodais sio aproximados por duas funcdes lineares. E possivel escrever as
equaces que determinam as variaveis incognitas de deslocamento uxe uy e das forgas Px e Py por meio da fungéo
de forma e das variaveis prescritas, conforme mostrado nas eq. (6) e eq. (7), respectivamente.

Uy P}
{u%}z [¢1 0 ¢ 0] Uz {pi}z [¢>1 0 ¢ 0] P; 6e7)
u% 0 ¢ 0 ¢, U12 le 0 ¢ 0 ¢ P12 '

U3 P2

A posic¢do dos nds dos elementos de contorno define se eles sdo continuos, descontinuos ou mistos. As fungdes
aproximadoras estdo diretamente relacionadas com a posi¢do dos pontos nodais do elemento. O elemento linear
descontinuo, utilizado neste estudo, € aquele que considera os nds funcionais deslocados para o interior do mesmo,
a partir do né geométrico (nas extremidades do elemento). Assim, para dois elementos adjacentes, no mesmo n6
geométrico, é possivel a introdugdo do no duplo para permitir a descontinuidade do valor de uma das varidveis
entre os elementos.

A eq. (5) pode ser reescrita conforme apresentado na eg. (8), em funcdo de valores nodais, definidos na
discretizacdo do contorno.

Cyi Uy "‘U.r P @ dr)'uk = UFU;; g4 dF)- Pe - (®)
A eq. (8) pode, ainda, ser representada matricialmente na forma da eq. (9)
HU=GP. (9)

Ao determinar os deslocamentos e forgas para cada nd, nas duas direcGes, determinam-se as matrizes globais
G e H que contém o nicleo das integrais p“i e u"x. Com as matrizes supracitadas e o vetor de valores prescritos,
forma-se um sistema de equac@es lineares com variaveis incognitas e prescritas. Ao resolver o sistema linear,
determinam-se os valores incégnitos do contorno do problema, com os quais se pode determinar deslocamentos e
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tensBes em pontos internos no corpo. A aplicacdo das condi¢des de contorno fornece o sistema de equaces lineares
conforme apresentado na eg. (10)

AX = B. (10)

O sistema da eg. (10), para elementos lineares descontinuos, possui 4n equagdes (n representando o nimero
de elementos) e sua solucéo fornece os valores incognitos de forgas de superficie e deslocamentos.

Em casos em que o dominio é composto por varios subdominios de materiais que apresentam caracteristicas
diferentes, a utilizacdo de sub-regifes proporciona maior precisdo a anélise (WUTZOW [10]). Para tanto, é
realizada a discretizacdo do contorno de cada subdominio homogéneo e, o equacionamento das ligagdes entre eles
é imposto pelo equilibrio de forcas e pela compatibilidade de deslocamentos em todos os pontos de interface entre
as sub-regides, conforme se apresenta nas eq. (11) e eq. (12).

P} + {P¥* =0, (11)

Uy = {u (12)
Inicialmente, sdo geradas as matrizes [G] e [H], representativas de cada dominio independentemente, eq.(13).

[E% mh{WP}an[mﬂFH?'

o [Hlg “lI6ly  [G]a) Py (13)

{u}li

Juntando-se os dois sistemas em um sé e aplicando as condi¢des de equilibrio, de compatibilidade e as
condicBes de contorno, € obtido um sistema geral para as duas sub-regies analisadas, conforme esta indicado na
eq. (14).

M1, [H1 -6l [01] Gty [[6h. [0]
(Hy (I =615 [o1] Jtwy( _|[61h [o] (o)
[0] [HI; [} [HIZ| |(PY( [lo] [61%|UPY?
[0 [HI3 (G5 [HI%! ‘&) o] (613,

Para a eq. (14), pressupde-se que as variaveis referentes a forca e deslocamento nas interfaces sdo incognitas.
Portanto, reescrevendo-se o sistema de forma mais simplificada, obtém-se um sistema linear de equagdes, eg. (15),
na qual {X} representa o vetor de incognitas.

[A1x} = () (15)

O procedimento supracitado pode ser executado para cada duas sub-regides, sempre considerando como
incognitas as varidveis de forcas e deslocamentos nas interfaces.

(14)

4. Aplicacéo

A secdo transversal de um Elemento de Volume Representativo (EVR) de material compdsito foi modelada.
Na Tabela 1 estdo apresentadas as propriedades da matriz e da inclusdo do compadsito.

Tabela 1. Propriedades da matriz e inclusdo do material compoésito

Propriedade Matriz Incluséo
Coeficiente de Poisson 0,21 0,30
Modulo de Elasticidade 26 207

(GPa)

Matriz e inclusdes possuem se¢des transversais quadradas com cinco unidades e uma unidade comprimento,
respectivamente. Cargas estaticas unitérias sdo aplicas nas duas faces externas da matriz, na direcéo horizontal. A
fracdo de inclusbes dentro da matriz foi alterada conforme é apresentado na Fig. 1, verificando-se as tensdes e
deformacdes geradas no composito em cada caso.
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Figura 1. Sec0es transversais de composito com fragdo de inclusdo igual a: (a) 0,04, (b) 0,08 e (c) 0,16

Os resultados obtidos sdo apresentados na Fig. (2), para uma frag8o de inclusdo de 0,04; na Fig. (3), para
fracdo de 0,08; e, na Fig. (4), para a fracéo de 0,16.

bbUbbbbbio=DLANS

(©

Figura 2. Compdsito com 0,04 de fracdo de inclusdo: (2) deformacdes; (b) tensdes; e (c) superficie de tensdes

Figura 3. Composito com 0,08 de fracdo de inclusdo: (a) deformacdes; (b) tensdes; e (c) superficie de tensdes

@ o ©

Figura 4. Compdsito com 0,16 de fragdo de inclusdo: (a) deformacdes; (b) tensdes; e (c) superficie de tensbes
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Com os resultados obtidos para tensdes e deformacfes nas se¢Bes transversais, calculou-se o médulo de
elasticidade equivalente do material compdsito, através da equacao constitutiva da teoria da elasticidade, para cada
fracdo de volume de inclusBes. Os resultados foram comparados com os valores obtidos por meio do modelo
analitico de Reuss e 0 modelo semi-empirico de Halpin-Tsai, encontrado em Ptaszny e Fedelinski [11]. O modelo
de Reuss, baseado na regra das misturas, na qual os componentes sofrem a mesma tensio (Geq = om = o7), determina
0 Mddulo de Elasticidade Equivalente do compdsito por meio da eg. (16).

. E/En,
VB + (1-V,)E

(16)

na qual, Vs: Fracdo volumétrica de inclusdes; E: Mddulo de elasticidade de inclusdes; Em: Mddulo de elasticidade
da matriz.

O modelo semi-empirico de Halpin-Tsai foi utilizado por Ptaszny e Fedelinski [11] para predi¢do do médulo
de elasticidade de compdsito com diferentes fracBes de inclusdes. A equacdo de Halpin-Tsai é apresentada na eq.
@an.

1+ Vs
=g — 1
eq m T[Vf (17)
)
naqual, { =2+40V/° e n= ";’?
Em*S

Os valores obtidos para o Mddulo de Elasticidade Equivalente, por meio da formulacdo do MEC, do modelo
analitico de Reuss e do modelo semi-empirico de Halpin-Tsai, sdo apresentados na Tab. 2 e plotados na Fig. 5,
para melhor visualizagdo e analise.

Tabela 2. M6dulo de elasticidade equivalente (GPa) obtido por diferentes métodos

Fracdo de inclusbes (Vr) Analitico (Reuss) Semi-Empirico (Halpin-Tsai) MEC
0,04 26,94 28,24 27,80
0,08 27,95 30,62 30,58
0,16 30,23 35,82 34,21
14

.

378, eee Analitico
13 |mmm Semi-Empirico

d

i

Rl
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2 R,
2 mmml
m B3
1.1
1.038,
1
0.035 0.1 0.15 0.2
0.04, vf 0.16,

Fracdo de Inclusdes

Figura 5. Mddulo de elasticidade equivalente obtido por diferentes métodos

5. Conclusoes

Os resultados mostram que cada fase constituinte do compésito contribui para as propriedades efetivas do
composito, sendo essa contribuicdo dependente das propriedades de cada fase e da fragdo volumétrica dos
constituintes. Como esperado, o médulo de elasticidade equivalente do compdsito apresentou um aumento
expressivo com o aumento da fragdo de inclusfes na matriz, visto que a inclusdo possui médulo de elasticidade
maior do que a matriz, absorvendo parte consideravel da tensdo aplicada. Os valores obtidos por meio da
formulacdo proposta neste trabalho, apresentaram um erro de apenas 2% quando comparados com os valores
obtidos através do modelo semi-empirico de Halpin-Tsai e um erro maximo de 15% quando comparado com o
modelo analitico de Reuss. O Método dos Elementos de Contorno, em sua formulagdo cléassica de subdominios,
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mostrou-se adequado para anélise de materiais compositos com fases distintas, no processamento de EVR. A ideia
de setores das interfaces abrirem fratura pode ser considerada, acoplando-se ao algoritmo presente as rotinas para
analise incremental e iterativa com dipolos de tensdes, em continuagdo ao presente estudo.
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