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Abstract. This article aims to present expressions for the calculation of strongly singular integrals existing in the
Cauchy Principal Value sense. The expressions are directly applicable to two-dimensional elasticity problems with
the Boundary Element Method and can be easily adapted to other problems. In particular, general expressions
are presented for the calculation in continuous and discontinuous linear boundary elements that can be easily
adapted for direct calculation in classic Boundary Element Method computer codes. The discontinuous element
is considered in a parametric form. With this direct approach, the rigid body movement artifice or equivalent
technique for axisymmetric problems can be avoided. The validation of the presented expressions are done through
a simple example. Basically, integration results from the derived expressions are compared with those obtained
with the classic indirect evaluation of singular integrals with the rigid body movement. The expected correlation
is demonstrated in the results.
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Resumo. Este artigo tem a finalidade de apresentar expressdes para o cdlculo de integrais fortemente singulares
existentes no sentido do Valor Principal de Cauchy. As expressdes sdo diretamente aplicdveis a problemas de
elasticidade bidimensional com o Método dos Elementos de Contorno. Em particular, sdo apresentadas expressoes
gerais para o cdlculo em elementos de contorno linear continuos e descontinuos que podem ser facilmente adap-
tadas a codigos computacionais. O elemento descontinuo é considerado em uma forma paramétrica. Com essa
abordagem direta, o artificio de movimento rigido do corpo ou técnica equivalente para problemas axissimétricos
pode ser evitado. A validag@o das expressdes apresentadas € feita através de um exemplo simples. Basicamente, os
resultados de integracdo das expressdes derivadas sdo comparados com os obtidos com a avaliacdo indireta cldssica
de integrais singulares com o movimento rigido do corpo. A correlagdo esperada ¢ demonstrada nos resultados.

Palavras-chave: Método de Elementos de Contorno, Valor Principal de Cauchy, Elastostética.

1 Introducio

Em problemas de elasticidade, pode-se formular o Método dos Elementos de Contorno (MEC) a partir da
Identidade de Somiglianal]

Ciy(€)uy (€) + /F T (€, x)uy (z)dD(z) = /F U (6 2)ty(@)dT(x), i) =1,2 (1)

onde U;;(§, z) e T;; (&, ) sdo as solugdes fundamentais do problema, u; e t; sdo as componentes de deslocamento
e forca de superficie ao longo do contorno I' do problema e C;;(£) é uma constante relacionada a geometria do
contorno em &.

Considerando-se meios bidimensionais elésticos e isotropicos as solu¢des fundamentais de U e T sdo dadas
por:
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1 1
Uij (f,.’L’) = m {(3 — 4v)ln (7’) 6ij + T,iT’j} 2)
-1 8T(€7 $)
T;j (&) = o) { o [(1—2v)d;; + 277 ;] + (1 —2v)(nr; — nyr ;) 3)
onde r = |£ — x| é a distincia entre o ponto de colocagdo £ e um ponto campo x do contorno ou dominio do

problema (ver Figura[l), 1 € igual a E/(2(1 + v)), E é 0o Médulo de Elasticidade e v € o coeficiente de Poisson,
d;; € o Dirac de Kronecker e n é o vetor normal ao contorno no ponto x.

Figura 1. (A) Discretizacdo do elemento continuo; (B)Discretizacdo do elemento descontinuo (C) Ponto de colo-
cacdo no elemento integrado. [Autor]

Na solucao de problemas com o MEC discretiza-se a geometria do contorno com elementos unidimensionais,
que podem ser retos ou curvos. Uma das principais vantagens do emprego do MEC € a dimensao reduzida da
discretizac¢do, onde podem ser utilizados elementos de contorno com variados nimeros de nés funcionais, que
usualmente estdo associados ao grau das fungdes de interpolacdo empregados [I1].

O método cldssico é baseado na formagdo de um sistema de equacgdes onde cada equagdo é montada a partir
da fixacao de um ponto de fonte ou ponto de colocagao & em um né funcional da malha de discretizacao e posterior
integracdo de todos os elementos que a formam. Um esquema ilustrativo deste processo é apresentado na Figural[I]
com elementos lineares continuos (FiguraE] (A)) e descontinuos (FiguraE](B)) que foram utilizados na modelagem
de parte de um contorno bidimensional.

Uma peculiaridade do MEC presente em formulagdes bi e tridimensionais é a presenca de singularidades
fracas e fortes quando o ponto de colocagdo se encontra no elemento a ser integrado, como esquematizado na [1]
(C) onde observa-se possibilidade de r ser igual a zero. As singularidades fracas sdo mais facilmente integradas
ou calculadas analiticamente em determinados casos particulares. Por outro lado, a singularidade forte requer
uma abordagem mais cuidadosa, normalmente envolvendo integragcdes no sentido do Valor Principal de Cauchy.
Rizzo e Shippy [2] apontaram as dificuldades deste cdlculo em problemas de elastostatica. Kutt [3] propds o uso de
técnicas numéricas para o calculo do Valor Principal de Cauchy. Usualmente, emprega-se o artificio do Movimento
de Corpo Rigido para a avaliacdo indireta de integrais deste tipo [4]. Este artificio consiste na imposi¢do de um
deslocamento unitdrio do dominio ‘rigido’, em cada uma das dire¢des do eixo cartesiano, reduzindo a Equacao
[[]aos termos presentes do lado esquerdo, o que facilmente permite o isolamento e cdlculo do trecho singular da
integral de contorno por meio da integrag@o do trecho (ndo singular) restante em cada equacao.

Buscando uma abordagem direta, Guiggiani e Casalini [S]] apresentaram um método para o célculo das in-
tegrais com singularidade forte de forma direta, no sentido do Valor Principal de Cauchy. O método de célculo
resulta em expressdes analiticas simples e integragdes numeéricas, cuja aplicacdo pode ser estendida a diversos
problemas e formula¢des do MEC.

Este artigo tem por objetivo empregar o método de cdlculo proposto por Guiggiani e Casalini [S]] e desenvolver
expressdes diretas relacionadas as integracdes singulares fortes em elementos lineares descontinuos. Os elementos
sdo descritos de forma paramétrica de tal modo que as expressdes podem ser facilmente adaptadas a diferentes
codigos computacionais. Diferencas e simplificagdes obtidas ao se considerar elementos retos sdo apresentados.

Em particular, ¢ tratada a integral do termo que contém a solu¢do fundamental 7;;(¢, z), quando o ponto
de colocagdo ¢ se encontra no elemento descontinuo sendo integrado. Essa singularidade pode ser claramente
identificada na Equacdo [3] que contém o termo r no denominador. Os resultados obtidos com as expressdes
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deduzidas sdo comparados a resultados obtidos com o artificio do Movimento de Corpo Rigido em um problema
simples.

2 Equacao Integral Discretizada

A implementagdo numérica da Equagdo [T]requer a discretizagéo do contorno I em N, elementos, onde cada
elemento contém p — 1 nds funcionais e fungdes de interpolagdo N’(n) de ordem p, sendo 7 a varidvel intrinseca
local, que definem a aproximagéo adotada para as grandezas deslocamento e forga de superficie. A Equagdo (@) é
a forma discretizada da Equacgao Integral de Contorno.

N. p
Cu€us©)+ > > [

Ne p
T3(§, ) Ne(n)dl (z) = Zztﬁ/r Uij (& x)Ne(n)dl (x) )

n

onde T',, é o enésimo elemento do contorno a ser integrado e u}"“ e ¢ s3o os valores nodais de deslocamento e
forga de superficie do elemento n associados as fun¢des de interpolagdo N.
Considerando-se fungdes lineares (p = 2) tem-se,

Ni(n) = -5 (12 =)

/ 1 (5)
Ny(n) = = (= +n)

onde 71 e 1, definem as posi¢des dos nds funcionais no sistema local ) (—1 < n < +1). A posi¢io do né funcional
no interior do elemento caracteriza a descontinuidade do elemento, como ilustrado na Figura|2| (A),

N
N
PA o 7
! 771 772 /‘1 ;711 ;721

(A) (B)

Figura 2. (A) Funcdes de interpolacio lineares do elemento descontinuos e (B) Funcdes que modelam a geometria
reta do elemento. [Autor]

Observa-se que se 71 = —1 e 7o = +1 as Equagdes (3) conduzem as fungdes de interpolagdo N; e No,
usualmente empregadas em elementos lineares continuos (ver Figura[2](B)).

Ni(n)
Na(n)

(6)

Il
N—= N[
—

—

|

=

=

Neste trabalho essas fungdes sdo utilizadas para definir a geometria linear do elemento de contorno onde a
posicao do ponto campo x; € calculada em funcdo das posi¢cdes nodais extremas do elemento,

x; = x} N1(n) + 22 Na(n) @)

2

onde x} e 22 sdo as componentes das coordenadas geométricas dos nés no extremo do elemento.
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3 Integrais Fortemente Singulares

A obtengdo de uma expressdo direta para a integral imprépria no lado esquerdo da Equacio (@) € o objetivo
desta se¢do. Esta situacdo ocorre quando o ponto fonte £ estd no primeiro ou segundo né funcional elemento
I',, sendo integrado. A fungdo T;;(&, «) possui singularidade forte O(1/r) e em uma condigdo geral a integral
somente existe no sentido do Valor Principal de Cauchy. Seja S uma coordenada definida no espago I" entdo, no
espago global, pode-se ilustrar os dois possiveis casos de singularidade conforme a Figura[3] onde o né geométrico
inicial do elemento é definido por S, e o nd final por S.. A singularidade estd presente no né Sy, que pode ser a
coordenada definida pelo primeiro ou pelo segundo né funcional. O Valor Principal de Cauchy € definido como:

Se

Sbfif
/Tij@,xw;(n)dr(x): lim V T (€,2) N/ (n)dT (z) + / Tij(&x)Né(ﬁ)dF(w)] ®)
Iy Sa

e—0t Sp+e

Com a introdug@o do sistema local 1, dI" = J;(n)dn, a Equagdo (8)) é reescrita como:

e—0t 1 ns+Ae

ns—Ae 1
/F T, N/dT = lim [ / T, (e, ) N(0) Ty () + / Tijms,n)N;(n)Jl(n)dn] ©)

Em elementos curvos é comum que J; () # Constante, mas em elementos de geometria reta, J1(n) =
Constante = J; = L/2, onde L é o tamanho do elemento reto, 7, é a coordenada local do ponto singular e
por meio de série de Taylor demonstra-se que Ae = ¢/J;(n;s). E demonstra-se também que T;;(ns,n) pode ser
escrito como f;;(ns,m)/7(ns,m) onde f;; é uma funcdo analitica. Efetuando-se um novo mapeamento local em
cada trecho do elemento, antes € apds a singularidade, sistemas 7, € 73, respectivamente, conforme ilustrado na
Figura[3] tem-se

n(ns’na) — (77524’1)7]0‘ + (775271)
d[ﬂ _ (ns+1)
o 2 (10)
s_l s+1
n(ns,mp) = —egtlng 4 (tl)
ﬂ J— _(77-5‘71)
dng — 2

! . 17A6a %(nsana) /
/ T N.dT = lim / 5 T0) 1) 3 7y () T ()| +
'y

e—0t -1 7'04(77577704)

(1)

' £5 (e m3)
R / S N (1) J1.(m) T2 (1)
e07 [ —1+Aeg Tﬁ(nsﬂm) ( ’8) 1( ) 25( ,8) 8

onde 7, ¢ a distincia entre o ponto campo no trecho do elemento anterior a singularidade e o ponto fonte, 73

¢ definido de maneira similar. E que J24 (1) = (7’27“) e Jog(ng) = @, Aey = Jaa(Na)/Ae, Acg =

Jop(np)/Ac. Entdo, a Equagdo (T1)) pode ser reescrita como:

1-Ae a
* i sy Ha L s 1
/ T;;N.dl' = lim [/ 7”(77 i )Né(na>§7<n; )dna
Tn

e—0+ —1 Ta (1787 T’Q)
1 B
i (Mss L (1—n,
+ lim l/ f”(mW)Né(ng)(n)dng]

e—0t 1+Aes T8 (7737 7]5)

12)
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: Sy Sp= s. ' s, Sp=¢ S I’
Sistema Global > H : H :
1° Mapeamento Local > . 1 ° 1
-1 =g 1 -1 n=ng 1
e No .
2° Mapeamento Local> 1t -1 S/ 117,
® —
+ Lul L * | L, l Ly |
L | L

Figura 3. Divisdo do elemento em segmentos para o (A)-Caso 1 e (B)-Caso 2. [Autor]

onde,
Ta (s, Na) = _% (s +1) (N0 — 1)] (13)
7"5(%7775) = % (1 - 775) (775 + 1)]
Definindo,
h%(nmna) = _f%(nsﬂ?a)Né(noz) (14)
hy; = N! (15)
zg(’?SaUﬁ) zj(nsﬂn,@) c(nﬂ)
A Equagdo (I2) pode ser reescrita como:
1-Aeq he sy N 1 hﬁ 5
/ T,;N'dl = lim / P () | / e, 6) (16)
r, e—=0t | J_1 No — 1 —14+Ae5 "8 +1

Somando e subtraindo a mesma quantidade h; 1)e h?j (—1) nas integrais da Equagéo |i , respectivamente,

1=Aea R (0., ng) — h%(1 1-Aea po (1
[ T i V 5 (12 1) — B ( >dna+/ 50 1
Fn

e=0t |/ 1 Na — 1 -1 Na —1

1 K. (ne,mp) — K2 (—1 1 hl (-1
+ lim V i3 (Ns,mB) — g ( )dng+/ i ( )d776

=0T | J_14AeB ng + 1 —14+2es 1B +1

a7

Os limites da primeira e da terceira integral do lado direito da equagdo (I7) sdo regulares, ao passo que e os
limites da segunda e da quarta integral podem ser avaliados analiticamente. Sabendo-se que para a existéncia do
Valor Principal de Cauchy A (1) = hfj (—1), resulta que,

U R (1a) — he(1 U R (ng) — h (=1
r, -1 Na — 1 -1 ne +1 (18)

—h$5(Din|Joa(na)| + iy (=1)in | J25(ns)]
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Tabela 1. Resultados obtidos para a submatriz diagonal associada ao ponto de colocacao, considerando o MCR e
o VPC. [Autor]

MOVIMENTO DE CORPO RIGIDO VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY

j=1 j=2 j=1 j=2
i=1 0,500000055153067 0,040988574702959 0,5000000000000000 0,0409886599716459
=2 -0,0409887427428079 0,499999965161484 -0,0409886599716459 0,5000000000000000

Im|=mn2=1/2

A Equacdo (I8) mostra que o Valor Principal de Cauchy pode ser calculado por meio de duas integrais
regulares e uma férmula logaritmica. Utilizando-se as Equacdes (3) e (I0) € facil demonstrar que, para n, = 1, e
c=2ouns =13 ec=1,as integrais da Equacdo (I6) sdo regulares.

1 1 (—m+1
/F TijNédFZ—/ [ Cm )}fﬁ(mma)dnmL

_ - 2
11 7721 771( . (19)
- B
+ ij 115 d
[ |25 s nsians
! ! 1 (772 — 1) «
| miNjar = | U2 =D g (. o)+
T, 1 m—-m 2
! 1 1) 0
N2 — B
+ | fi; (2, mp)d
/_1 [m — } fij(n2,mp)dngs
No caso particular, quando 777 = —1 e o = 1, a defini¢do do Valor Principal de Cauchy deve ser ajustada

uma vez que o né funcional passa a ser comum a dois elementos vizinhos. Essa dedu¢do é apresentada em detalhes
por Guiggiani e Casalini [5]. De maneira simplificada, nota-se que as partes finitas da integracdo alfa e beta da
Equacdo (I8) tomadas separadamente, correspondem as parcelas que deverdo ser superpostas em integragdes de
elementos vizinhos para o célculo do VPC.

Lopa(p.) — he(1
/ TijNydl =/ ”("n)l”()dna = hi5(1)in | Jaa(na)l, Para ne=m @n
T, —1 o — X
1 ph —hi(=1
/ T;; Nbdl :/ i) = b )d776+h£‘3j(_1)ln|‘]2/3(776)|7 Para ns =1 (22)
T, —1 ng+1

4 Resultados Numéricos

Um problema simples de placa plana € modelado para apresentar a validacdo das expressdes apresentadas.
Uma placa de 6 x 6 m é modelada com 4 elementos lineares descontinuos, conforme ilustrado na Figura (A). Na
Figura 4] (B) sio ilustradas as condi¢des de contorno e numeragdo dos nés funcionais. O material utilizado para a
placa possui coeficiente de Poisson 0,3 e Médulo de Elasticidade longitudinal E = 200GPa.

Os resultados obtidos pelo artificio do Movimento de Corpo Rigido, MCR, e pela integragdo direta no sentido
do Valor Principal de Cauchy, VPC, sdo apresentadas na Tabela (T).
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(A) B)
Figura 4. (A) Geometria do placa plana em coordenadas cartesianas; (B) Condic¢des de contorno adotadas. [Autor]

5 Conclusao

Esse trabalho apresentou expressdes gerais para o calculo em elementos de contorno linear continuos e de-
scontinuos que podem ser facilmente adaptadas a cédigos. As expressdes foram baseadas na técnica proposta por
Guiggiani e Casalini [5] para o cdlculo direto das integrais com singularidade forte existentes no célculos cldssicos
do MEC para elementos continuos.

As expressdes obtidas foram validadas por meio de um simples exemplo numérico, onde pode ser observada
uma 6tima correlacio de resultados da integragdo direta VPC com resultados obtidos com o Movimento de Corpo
Rigido.
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