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Abstract. This work presents a Boundary Element Method (BEM) formulation for cohesive crack propagation
analysis, in a 2D approach. The fracture effects are captured by using dipoles of stresses, with the introduction of
an initial stress field to represent the cohesive zone. This formulation represents the presence of the Fracture
Process Zone (FPZ) with only three algebraic equations (equations related to stress correction) per source point
located in the crack line. For comparison, dual formulation requires four algebraic equations (displacements and
forces) per source point, and the multi-domain technique requires eight algebraic equations. The consistent
Tangent Operator (TO) is derived for the linear, bilinear and exponential cohesive laws, in order to speed up the
nonlinear solution. Some examples are presented to illustrate the robustness of the Dipole BEM/TO formulation,
including multiple crack analysis in mixed fracture mode. The responses obtained using this new formulation are
compared with experimental and numerical data available in the literature, and in all applications, the numerical
efficiency of the TO operator is presented.

Keywords: Cohesive Fracture Mechanics, Boundary Element Method, Tangent Operator, Multiple Crack
Analysis.

1 Introducéo

A mecénica da fratura é uma ferramenta eficiente e robusta para representacdo realista da ruptura dos
solidos, considerando-se que o surgimento e crescimento das descontinuidades explicam o colapso do material.
Uma grande parcela dessas contribuicbes concentra-se na aplicacdo de modelos numéricos para andlise da
propagacdo de fissuras em sélidos planos.

De forma geral, o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC) destaca-se como uma poderosa ferramenta
de andlise, particularmente em casos que lidam com concentragdo de tensdes e/ou problemas cujo dominio seja
estendido ao espago semi-infinito ou infinito. Assim, 0 MEC se caracteriza como uma eficiente técnica numérica
para problemas de fratura, uma vez que, sem a exigéncia de malha de dominio, usualmente empregada em outras
técnicas numeéricas, descreve-se naturalmente a concentragdo de tensdes nas proximidades das pontas das
fissuras.

Alguns trabalhos apresentaram formas alternativas para modelagem de estruturas com fissuras partindo-se
de integrais de contorno, uma dessas alternativas diz respeito a utilizacéo da técnica de sub-regides para a analise
do crescimento de fissuras entre dois contornos [1]. Outra importante alternativa é chamada de método de
descontinuidade de deslocamentos, cuja abordagem consiste na introdugdo de parametros desconhecidos através
da diferenca de deslocamentos entre as superficies da fissura [2].

O método dos elementos de contorno dual (MEC dual),é uma abordagem amplamente utilizada para anélise
de fraturamento, e é baseado no uso de equacdes integrais singular e hipersingular ao longo do crescimento da
fissura. Alguns trabalhos importantes devem ser mencionados, Saleh e Aliabadi [3], Chen e Hong [4], Citarella
et al. [5] e Citarella et al. [6].

Outra metodologia para analise do processo de fratura € baseada no emprego de um campo de tensdes
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iniciais para representar a zona coesiva, a partir da introducdo de dipolos de tensdo. Seguindo esta linha de
pesquisa, deve-se destacar os trabalhos de Barbirato e Venturini [7] e Oliveira e Leonel [8]. Além disso, é
importante mencionar que esta formulacdo utiliza apenas trés equacfes na solugdo do problema de propagacéo
de fissuras para cada ponto fonte posicionado no elemento da fissura. Em comparacgdo, o classico MEC dual
utiliza quatro equacdes algébricas por ponto fonte.

Grande parte das formulacdes do MEC para problemas de fratura se concentram no uso trivial do esquema
de Newton para solugdo do sistema ndo-linear, o que leva a um maior nimero de itera¢cdes para convergéncia.
Uma alternativa é o chamado Operador Tangente (OT), o qual carrega as informagdes das derivadas das leis
coesivas. Alguns trabalham que se utilizam desse operador em conjunto com o MEC dual podem ser
mencionados, como Leonel e Venturini [9] e Cordeiro e Leonel [10].

Neste trabalho, a formulacdo do MEC dipolo é aplicada a problemas da fratura coesiva, incluindo maltiplas
fissuras em modo misto de propagacdo. Emprega-se 0 modelo proposto por Hillerborg et al. [11], e as leis linear,
bilinear e exponencial sdo utilizadas. Aplicacfes sdo apresentadas para demonstrar a eficiéncia e robustez do
acoplamento MEC Dipolo/OT. Em todos os exemplos, uma analise numérica de eficiéncia do OT é apresentada.

2 Formulacdo do MEC dipolo

Neste capitulo, serd apresentada a formulagdo do MEC para andlise de sélidos fraturados utilizando-se o
modelo coesivo proposto por Hillerborg et al. [11]. Os efeitos de separacdo da estrutura sdo modelados por meio
da imposicdo de um campo de tensbes iniciais, para caracterizacdo da descontinuidade (fissura). Os
deslocamentos e tensBes no regime elastico sdo calculados de maneira usual do MEC, e estes sdo corrigidos por
meio da introducdo dos dipolos.

A representacdo integral do campo de deslocamentos considerando tensBes iniciais a?k é desenvolvida

com base no trabalho de Brebbia [12], excluindo-se o termo de forgas de volume, a integral tem a seguinte
forma:

*

iy, + IF p;«,ukdf = fr “;«,pkdp + fr)ﬁ Eijka?kdgc @)

na qual p,,,u, e s;k representam os valores da solugdo fundamental de Kelvin para forgas de superficie,
deslocamentos e deformagGes respectivamente e (2, a parte do dominio onde a parcela das tensdes iniciais atua.
Considerando a regido (2, definida na Figura 1, estreita e limitada pelo contorno I, , é possivel estabelecer que

I", é composto por I'! e I'?.

Figura 1. Sub-regido estrita de tensdes iniciais

A Equagcdo (1) pode ser simplifica apos algumas manipulagbes matematicas, considerando-se que z, = =,

z, = x, (fratura vertical ascendente) e sabendo-se que fn 5;ka?kd(2 = fp‘ Gfiqudl“,

* * . o _ 2
Cply T fr Py dl = fr Uy Pl + f; Gg;.q;?dl“ @
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O termo qf representa 0 conjunto de dipolos responsavel por caracterizar uma descontinuidade em
deslocamentos. Desta forma, a Eq. (2) esta definida, sendo,
p o Ouy 1 ®)

3 —dv by = 7i0y — Ty + 2Ty,

G = =
7 O, 8nG(1 — v)r
onde G representa 0 mddulo de cisalhamento transversal, e v o coeficiente de Poisson. A equagéo integral que

fornece o estado de tensdo em pontos internos, Eq. (4), é obtida por meio da representacdo integral para
deslocamentos, Eq. (2), diferenciando-a e a substituindo na lei de Hooke generalizada,

Oim = _fr S dL + fr D, ppdl’ (4)
“f . Gar, + oo, )

sendo,

0 ] ©)
0

A partir da Eq. (2), os deslocamentos para quaisquer pontos no dominio para uma dada distribuicdo de
quadripolos podem ser obtidos, e para tanto, a representacdo da abertura normal da fissura pode ser realizada.

Essa abertura é tratada como uma diferenca de deslocamentos entre dois pontos (P e P~ ) situados em faces
opostas, sobre os contornos I'! e I'? respectivamente, levando-se em consideragdo que a Eq. (2), contém uma

singularidade !, a diferenca de deslocamentos entre os dois pontos deve ser avaliada a partir de uma anélise
limite, esse procedimento permite a obtengdo de termos independentes dados em funcdo de dipolos [8]. A
diferenca de deslocamentos entre os dois pontos pertencentes a faces opostas fornece a relacdo entre abertura da
fissura, 0 que conduz ao resultado:

A + -
Aw = [ wl} = P F
Aw2

u — u

1—2v
_ [QG(lv)] 0 [q%}P (6)

2.1 Discretizactes

Com a defini¢do da equacdo integral para tensdes iniciais, Eq. (4), e da contribui¢do dos dipolos na abertura
das fissuras, Eq. (6), faz-se necesséria a transformacao dessas equagdes para a forma matricial, a fim de facilitar
a implementagdo computacional desses termos. A Eq. (2) é matricialmente escrita como,

HU = GP + KQ )

A matriz K contém os nucleos das integrais resultantes dos efeitos dos dipolos @, e as matrizes H e G
sdo os termos usuais do MEC. Faz-se a troca de linhas e colunas com a finalidade de que as incognitas sejam
representadas em um Unico vetor e os valores prescritos em outro, com o aparecimento da matriz A . Por fim, o
seguinte sistema de equacgdes algébricas pode ser definido, sendo F' o vetor que contém os valores prescritos,

X — M+ RQ ®)
na qual,

M= A'F 9)

R=A"'K

A Equacdo (8) pode ser usada na forma incremental, para o calculo dos efeitos dos incrementos de carga
dados por M ou AM, ou incrementos de dipolos, AQ, para correcdo do nivel de tensdo sobre a superficie da
fissura. A Eq.(4) pode ser transformada de modo semelhante ao que foi realizado para a determinacdo dos
deslocamentos,

o=-HU+GP+K'Q (10)
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De maneira similar a Eq. (8), a expressdo de tensdes pode ser escrita separando-se em duas parcelas, uma
elastica e outra para correcdao do comportamento elastico pelo emprego de dipolos. Apds a reordenacgdo dos
termos, a equacdo que relaciona o campo de tensdes para uma dada distribuicdo de dipolos pode ser definida,

oc=N+5Q (11)
na qual,

N=F-A'M (12)

S=K'—-AR

3 Resolucéo do sistema néo linear pelo Operador Tangente

Apesar de ser um procedimento robusto, a classica metodologia baseada no Operador Constante (OC) pode
levar a um maior nimero de iteracdes até obter convergéncia. Desta forma, o procedimento de resolucdo do
sistema ndo linear considerando o operador tangente pode ser descrito nos passos a segulir.

A Equacdo (11) pode ser reescrita em sua forma incremental,

13
Y(AQ,) = —0,(AQ,) + AN, + SAQ, 13)

na qual k indica o incremento de carga atual.

A resolucdo do sistema ndo linear é atingida através de um esquema de Newton-Raphson para corre¢do dos
passos incrementais. De forma a determinar as corre¢des e encontrar o equilibrio, admite-se que para encontrar o
incremento, a solucéo esteja suficientemente proxima e que por isso se possa expandir a Eq. (13) nas vizinhancas

de AQ,',

: L oY(AQ) ; ; 14
Y(AQ,') =Y(AQ)) + (—%)6AQ,C‘ + 0(6AQ,") (14)
0AQ,
Apos sucessivas manipulagdes matematicas e definindo-se R como a matriz rotagdo do sistema,
cos’ () 2cos®(0)sen(d)  cos?(0)sen’(6)
15
R = | cos®(0)sen(6) 2cos?(0)sen’(0) cos(B)sen®(6) (15
cos®(0)sen?(6) 2 cos(0)sen’(0) sen*(6)
O OT considerando a formulacdo de dipolos do MEC ¢ definido como,
oY (A i — _(‘1”7' erio 16
K = (Q*’>:S— 1—2v 8AU‘,1‘,‘,R (16)
' OAQ)] 2G(1 —v) 0Aw

~ NaEquagdo (16), 0o OT esta bem definido e é dito consistente por incorporar a lei coesiva em sua definicéo.
E importante mencionar que o processo de parada da etapa iterativa depende do excesso de tensdes,
O criterio

Coa < . 0A
(Ao / f,) > Tol. Onde f, representa a resisténcia a tracdo do material. O termo Ry representa a
w

derivada da lei coesiva adotada. Desta forma, 0 OT considera as caracteristicas de degradagao existentes na zona
de processos inelasticos do problema.

A interpretacdo geométrica do processo de corre¢do do sistema ndo linear pelo OT (lei coesiva linear) é
ilustrada na Figura 2. Semelhante ao OC, caso a tensdo normal de um determinado ponto fonte supere a
resisténcia a tracdo do material, esse excesso deve ser reaplicado na estrutura gerando um incremento de dipolo.
Entretanto, diferentemente do OC, esse incremento é calculado com base na derivada do critério coesivo
adotado. Desta forma, o incremento é calculado com base na reta tangente a esse critério no ponto B. Definindo-

seo, e Aweq como a tensdo e abertura de fissura, referente ao ponto C' (ponto de equilibrio da estrutura).

q
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> w
Aw; =0 AWeq We

Figura 2. Interpretacdo geométrica do OT (lei coesiva linear)

4 Aplicacoes

Nesta secdo, duas aplicacfes sdo apresentadas para validacdo da implementacdo da formulagdo do MEC
dipolo em problemas da mecénica da fratura coesiva. No primeiro exemplo, as leis coesivas linear, bilinear e
exponencial sdo aplicadas & andlise da fratura em um espécime de concreto em modo I, j& no segundo, a anélise
com multiplas fissuras e modo misto de propagacéo é realizada.

4.1 Exemplo 1: Espécime de concreto em Modo | (Wedge Splitting)

O presente exemplo trata de um espécime de concreto submetido a uma carga de aplicagdo descendente,
produzindo forgas perpendiculares as suas superficies inclinadas. A geometria do sélido, bem como as
propriedades do material e condi¢des de contorno, sdo apresentadas na Figura 3a. Este exemplo é investigado
experimentalmente por Winkler [13], e numericamente por Uger et al. [14], com base no Método dos Elementos
Finitos Generalizados (XFEM). A malha do contorno constitui-se de 365 elementos lineares, com 2 elementos
lineares descontinuos na extremidade inferior do entalhe.

o Bilinear OT (MEC Dipolo)
Bilinear (MEC Dipolo) —

125

100 o Exponencial OT (MEC Dipolo)
Exponencial (MEC Dipolo)
) P P 2 100 4 Linear OT (MEC Dipolo)
E = 28,3 GPa = = Linear (MEC Dipolo)
v=0,18 5 — = Experimental
fe=211 MPa g - h - Exponencial (XFEM)
G = 0,482 MPa =
f Z d
t=400mm 8 5 \
< \
’g 50 \
= \
~
25 e
400 800 400
0
0,0 0,5 1,0 15 2,0
1600 Deslocamento (mm)
(a) (b)

Figura 3. (a) Espécime de concreto (b) Curva Forga versus deslocamento da estrutura

Na Figura 3b, a resposta da estrutura em termos de forga versus deslocamento horizontal no ponto de
aplicagio da carga é apresentada, comparados com o resultado experimental de Winkler [13]. E possivel
perceber que todos os modelos coesivos tiveram comportamento proximo ao experimental em seu trecho
ascendente. Além disso, as leis Bilinear e Exponencial apresentaram boa aproximacao da carga de ruptura. No
trecho descendente, os modelos Bilinear e Exponencial apresentaram melhor aproximagdo com o resultado
experimental até o deslocamento de 0,75 mm. Logo apds, as trés leis coesivas adotadas apresentaram respostas

semelhantes. Além disso, comportamento semelhante é notado entre a formulagdo de dipolos e 0 XFEM.
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Por fim, na Figura 3b, apresenta-se um estudo comparativo entre os dois operadores para a curva forga
versus deslocamento. E possivel observar que, até o deslocamento aproximadamente igual a 0,75 mm, os dois
operadores apresentaram respostas semelhantes para todas as trés leis coesivas. Apds esse deslocamento, houve
uma tendéncia de divergéncia entre os operadores OC e OT para todas as leis analisadas. Percebe-se também,
uma maior tendéncia para todas as curvas, de apresentarem resultados préximos ao experimental no trecho final
da curva descendente. Na Tabela 1, é apresentada a comparacdo de eficiéncia entre OC e OT. Com uso da lei
coesiva exponencial, atingiu-se maior economia no nimero de iteracdes, em torno de 61,53%.

Tabela 1. Economia de iteracdes: OC versus OT (Exemplo 1)

Economia (%) no nimero

Lei coesiva OC (iteraces) OT (iteragdes) de iteracdes
Linear 17558 7582 ~56,82
Exponencial 17028 6550 ~61,53
Bilinear 15340 6785 ~55,77

4.2 Exemplo 2: Chapa com 2 entalhes modo misto I-11

Neste exemplo, um espécime de concreto com dois entalhes analisado experimentalmente por Shi et al.
[15] e numericamente por Peixoto et al. [16], com a formulagdo indireta do MEC baseada em descontinuidades
fortes (MEC CSDA), ¢ apresentado. Desta forma, a analise de propagagdo de multiplas fissuras é realizada. As
propriedades geométricas, do material e de vinculacdo do espécime sdo apresentadas na Figura 4a. A malha de
contorno constitui-se de 304 elementos lineares, com 2 elementos lineares descontinuos nas extremidades de
cada entalhe.

o Linear OT (MEC Dipolo)
ol Linear (MEC Dipolo) o
E =31GPa ’ i & Exponencial OT (MEC Dipolo)
v=0,2 | Exponencial (MEC Dipolo)
ft =3 MPa 1,0 AN o Bilinear OT (MEC Dipolo)
Gy = 0,05 N/mm h Bilinear (MEC Dipolo)
«— d | {
_____ =I b & — — Experimental
el R —o— Exponencial (MEC CSDA)
w 5 ! h
J
bl < 06 o II
[— s 1
2 o N
h (=] o \ ~
S s P
h=10mm d QZ o ~ 2
b=2mm AP0, T~ o T—o—o
o 0,2 a%go -
s=15mm 2223853
t = 15 mm (espessura)
0,0
0,000 0,015 0,030 0,045 0,060 0,075 0,090
d Deslocamento (mm)
(a) (b)

Figura 4. (a) Chapa com 2 entalhes (b) Curva Forca versus deslocamento

Na Figura 4b, é apresentada a resposta numérica do carregamento aplicado para um deslocamento vertical
imposto na extremidade superior do espécime. E possivel constatar que o trecho ascendente apresenta
comportamento menos rigido em relacdo ao resultado experimental. Ainda assim, todas as leis coesivas
consideradas obtiveram boa aproximagdo para a carga de ruptura. E importante mencionar que a lei linear
apresentou respostas satisfatdrias até o deslocamento de 0,023 mm. Logo apds, as leis bilinear e exponencial
melhor representaram o comportamento experimental. Além disso, observa-se equivaléncia dos resultados entre
a formulacdo de dipolos e 0 MEC CSDA.

Na Figura 4b, é também realizado um estudo comparativo entre os operadores OC e OT considerando-se as
trés leis coesivas. E possivel observar que os dois operadores obtiveram respostas semelhantes no trecho
ascendente, divergindo a partir do inicio do trecho descendente. Apesar de apresentarem respostas diferentes no
trecho pds pico, nota-se que todas as curvas voltam a apresentar congruéncia a partir do deslocamento de 0,07
mm. A comparacdo de eficiéncia entre 0 OC e OT desse exemplo é apresentada na Tabela 2, revelando-se
redugdo da ordem de 40% no nimero de iteragoes.
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Tabela 2. Comparacdo de iteragdes entre OC e OT (Exemplo 2)

Economia (%) no nimero

Lei coesiva OC (iteracGes) OT (iteragBes) de iteracdes
Linear 4176 2471 ~40,83
Exponencial 4052 2502 ~38,25
Bilinear 4130 2500 ~39,46

5 Conclusoes

Foi proposto uma formulacdo ndo linear do MEC baseada na introdugdo de um campo de tensdes iniciais,
com a degeneracdo do termo de dominio presente na representacdo integral e aparecimento da variavel dipolo,
responsavel por corrigir o comportamento elastico do material. Dois operadores para solucdo do sistema nédo
linear foram utilizados. O primeiro carrega a consideracao da rigidez elastica da estrutura (OC), ja o segundo,
considera a rigidez tangente a reposta estrutural nao linear (OT). De forma geral, essa formulagdo mostrou ser
uma poderosa alternativa a outros métodos mais explorados na literatura, destacando-se a boa aproximacédo da
carga de ruptura para todos os exemplos analisados. Com relagdo as comparagGes de eficiéncia entre os
operadores ndo lineares, pode-se notar uma boa economia no nimero de iteracBes ao adotar o OT em lugar do
OC. Em alguns exemplos, essa economia chegou a ser de 61 %.
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