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Abstract. O presente trabalho apresenta uma implementacéo computacional da formulagio 2D do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para anlise de fratura coesiva em materiais elésticos, com inclusdo de dipolos de
tensdo para simular a ndo linearidade no dominio. A parcela no dominio da equagdo integral do método foi
trabalhada para a insercdo da linha de fratura, cuja abertura vai sendo verificada pelos acréscimos de tensao
captados pelos dipolos posicionados nos nés funcionais dos elementos da fratura. Assim, um codigo “MEC dipolo
2D foi elaborado utilizando a solug@o fundamental de Kelvin com elementos lineares continuos ¢ descontinuos,
para a discretizacdo do contorno e da fratura. Foi utilizada a linguagem de programacdo PYTHON na elaboracéo
do cddigo computacional, por conta de ser plataforma de cédigo aberto e adequada velocidade de processamento.
Exemplo ja avaliado em trabalhos académicos foi adaptado para demostrar a eficacia do cédigo computacional
implementado, bem como a formulac&o utilizada. Os resultados numéricos finais foram planilhados, para plotagem
das figuras do comportamento do corpo nas situac@es inicial e final.
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1 Introducéo

Avaliar o comportamento estrutural na presenca de trincas, inerentes ao material empregado ou provocadas
por carregamentos tem sido assunto recorrente em pesquisas. A obtencéo experimental de pardmetros constitutivos
de um material com vérias propriedades geométricas e mecénica € um trabalho muito elaborado e n&o trivial. Ha,
portanto, espacos e necessidades para o desenvolvimento de modelagem de métodos numéricos que possam
permitir a simulacéo de casos de materiais estruturais. As suas propriedades podem ser determinadas via métodos
experimentais, analiticos e computacionais, bem como seus comportamentos. Métodos analiticos tém limites para
uso, geralmente em casos simples. Os métodos numéricos mais populares utilizados nas pesquisas e aplicagGes
reais sdo o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o Método das
Diferencas Finitas (DF) e o Método dos Elementos Discretos (MED).

Um dos métodos aproximativos utilizados em ciéncia e em engenharia ¢ o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), Brebbia [1]. E aplicado na solugio de equac@es diferenciais, as quais s&o transformadas em
equac0es integrais aplicadas ao contorno do problema. Este, por sua vez, € discretizado em elementos que podem
ser constantes, lineares ou de ordens superiores. O MEC, método de contorno, traz como caracteristicas
interessantes baixar o nimero de dimensdo do problema (por exemplo, se o problema é 2D a discretizagdo é
unidimensional, no seu contorno), garantir exatiddo nas expressdes de deslocamentos e tens6es. J4 0 modelo de
fratura coesiva tem sido empregado com eficiéncia para representar o comportamento do material "quasi-brittle"
na presenca do processo de trincamento. Em Hillerborg et al. [2], este modelo é testado e modificado em ensaios
laboratoriais com o uso de corpo de prova homogéneo e de &rea constante. E verificada uma zona de processo de
fratura com largura limitada na direcdo da tensdo, formada em algum lugar do modelo. Esta zona de fratura perde
gradualmente suas propriedades mecénicas a medida que o dano causado pelo surgimento de microfissuras
aumenta e, portanto, tem-se um comportamento de material coesivo. Varios importantes trabalhos se seguem na
abordagem da mecénica da fratura tratada a partir da modelagem via Método dos Elementos de Contorno, dentre
eles Carpinteri [3] Venturini [4] e [5], Barbirato e VVenturini [6], Oliveira e Leonel [7] e Almeida et al. [8].
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Neste trabalho, utiliza-se uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para a anélise de fraturas
coesivas, utilizando os conceitos apresentados em e Lopes JR. [9], MEC com dipolos de tensdes. Teve como
objetivo utilizar uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno com multirregides 2D, utilizando-se a
abordagem tradicional, denominado direta, para a andlise do comportamento mecénico de materiais de
comportamento coesivo, com fraturamento. A compilacdo de estudos sobre materiais de comportamento coesivo
e da modelagem numérica permitiram a elaboracdo de codigo computacional escrito na linguagem PYTHON, por
ser de codigo aberto e com boas preciséo e velocidade de processamento.

2 Formulacédo do Método dos Elementos de Contorno

2.1 O problema

Deseja-se analisar um sélido elastico-linear bidimensional, homogéneo e isotrépico, definido por um dominio
Q e seu respectivo contorno I'. As equages diferenciais de equilibrio do problema eléstico podem ser indicadas
conforme eq. (1), para j = 1,2, o tensor das tensdes o;; e forgas de dominio b;.

Para a devida anélise do problema é necessario estabelecer as suas condi¢des de, aqui escritas em funcdo dos
deslocamentos (u) e das forcas de superficie (p), conforme esta apresentado nas eq. (2a, b).

u=u,eml;
1o 2a,b
p=oc-n=p,eml,. ( )

2.2 A solugdo numérica

A abordagem numérica do problema enunciado requer a escolha do método, aqui utilizado um método de
contorno. Apds alguns passos algébricos efetuados na eq. (1), chega-se a equacgdo integral que rege o problema,
conhecida como ldentidade Somigliana, eq. (3), que define uma solucdo a partir de analise de variaveis
preponderantemente no contorno do corpo eldstico.

Uj + [0l - wedl = [Lugye - piedl + [ by - ujpd. 3)

Na eg. (3), utilizam-se conceitos de minimizacdo de erros a partir de ponderadores. No MEC a funcéo
ponderadora escolhida sdo as solu¢des fundamentais. Neste trabalho sera utilizada a solu¢do fundamental de
Kelvin para problemas elasticos bidimensionais, conforme expressdes (4a e b).

1 1
Uy = m((g - 41/) In (;) 6lk + r‘lr_k>,

. 1 or
Pik = —m<%((1 —2v)&y + 27‘,17”,k) + (1= 2v)(rury - nkr,l)>'

(4a, b)

nas quais u € 0 madulo de elasticidade transversal e n é o vetor normal ao contorno.
Estudo da equacéo (3) indica que a sua aplicacdo pode ser identificada no dominio e fora dele. Assim, de
forma generalizada para pontos quaisquer, chega-se a eq. (5),

ch Ul +J'r Py -u, dl =Iru;; - pde+IQbk U dQ, ©)

na qual c'yx é uma constante que depende da posigio do ponto fonte i, valendo 1 para pontos do dominio, ¥ para
pontos do contorno, quando suaves, e O para pontos externos.

Para a aplicacdo do método numérico, é necessario discretizar o problema, determinando os pontos (n6s) nos
quais serdo escritas as equacgdes da solugdo encontrada. No caso do contorno, sendo o problema bidimensional,
sdo utilizados elementos lineares para sua conformagéo aproximada, surgindo, portanto, 0s pontos extremos que
serdo usados como nés funcionais. Assim, ao se discretizar a equacdo (5), admitindo a inexisténcia de forcas de
dominio (bk), obtém-se a eq. (6).

chube + (fopic - @ dr)-uj = (Joujc- @ dr)-pj. (6)

A equacéo (6) pode ser reescrita matricialmente na forma da eq. (7), utilizando-se as fungdes interpoladoras
nos elementos escolhidos e nos valores nodais de deslocamentos e forcas de superficies.

[H]{U} = [G]{P}. ()
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Aplicam-se as condi¢fes de contorno a eq. (7), com as devidas trocas de colunas e linhas, e se obtém um
sistema de equagcdes lineares, conforme eq. (8), cujas incognitas podem ser tanto deslocamentos quanto forcas de
superficie. A ordem do sistema chega a 4n x 4n (n representando o nimero de elementos), caso seja utilizado um
elemento linear descontinuo, com dois nés funcionais por elemento.

[Al{x} = (B} )
2.3 Alinsercao da fratura

Neste trabalho, o faturamento do corpo elastico serd equacionado a partir do modelo de fratura coesiva
apresentado por Hillerborg et al. [2]. Admite-se que a chamada zona de processo € fina o suficiente, sem acarretar
perda de precisdo nos processamentos numéricos do fendmeno fisico. A ideia do faturamento esta apresentada na
Figura 1. Define-se, ainda, a existéncia de duas pontas para a trinca, uma real, localizada no ponto onde é atingido
W, 0 valor critico da abertura da trinca (na qual a tensdo normal a superficie da trinca é nula) e uma ficticia, definida
no ponto onde a tensdo normal f; atinge o seu valor maximo (na qual a abertura da fratura é nula).

Figura 1. Modelo de fratura coesiva aplicado no dominio Q
Fonte: Barbirato e Venturini [6]

Pode-se, agora, investigar a parcela de dominio da eq. (5), tendo em vista a inclusdo de fratura. A eq. (5)
passa a ser escrita da forma apresentada na eq. (9), com o termo de dominio transformado algebricamente para
coeficientes de dipolos de tensdo que aparecem na zona de processo do faturamento (utilizando-se os dipolos de
tensdes {q} e a matriz de coeficientes dos dipolos [K], a partir do tensor dos dipolos G;]m

(16 = - [ plear+ [ wiwlar+ | Rl ©)
r r

O tratamento da parcela correspondente a fratura deve ser feito a partir de valores nodais dos dipolos,
juntamente com funcdes de aproximac&o. Assim, chega-se na eq. (10),

Jy [Rl{g}dTl = X7 [kw]™ {q}}, (10)

Jj=1

naqual {q} = [®,]{q}; e [Kkw]"/ = [ [K][®,]dT.
A eq. (7) pode, entdo, ser completada com a inclusdo do faturamento coesivo, o que resulta na eq (11).
[H]{u} = [G]{p} = [K]{q}- (11)

Com a inclusdo da fratura, a partir dos dipolos de tensdo, pode-se acrescentar 0 mesmo conceito a equacao
das tensdes para pontos internos, resultando na eg. (12),

{0}’ = — [, [S]™*{u}dr + [, [D]"™*{P}dr + [. [K]{q}dT, (12)
ou

(0} = —[H'1W} + [¢']P) + K"1(Q) (19

Ressalte-se a importancia das expressfes (14), (15) e (16), que estabelecem os coeficientes dos dipolos os
préprios, o tensor dos dipolos (Lopes JR [9]), e a abertura da fratura, respectivamente.

[Kl{a} = G{"q] (14)
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. 1
Gt (p,S) = m{(l = 20)(84j8im + 8imbi — 8;16im) 15
-2(1+ _Zv)(rimril6ij + T3Tubimy+2(0utijTim + OmeTijtii + 657 iiTim)
— 81yTimTiyy
(1-2v) | (16)

AW =oea—n

As matrizes [K] e [K"] sdo constituidas de coeficientes obtidos das expressdes das tensdes dos dipolos, e
suas derivadas, respectivamente. A adicdo de termos dos coeficientes de influencia dos dipolos de tensdo na
expressdo do MEC, produzem na formulagdo base do MEC 2D modificagdes interessantes para a solugdo de
problemas elastostaticos na presenga de fratura. Processa-se o célculo das varidveis de contorno via MEC
tradicional para o inicio da analise. A partir dai, é realizado o processo de passos incrementais, de forma que o
critério de faturamento via tensdo de ruptura é aplicado, verificando-se a cada passo de incremento de carga (ou
por incremento de deslocamento, no controle deste). O dipolo é a variavel principal para captar essa
descontinuidade no dominio do corpo analisado. Define-se 0 niUmero maximo de incrementos de carga, determina-
se a tensdo em pontos internos com a parcela do incremento, pergunta-se se a tensdo limite foi atingida; caso néo,
segue-se para atualizagdo dos valores das tensfes e de deslocamentos e vai para novo passo de carga; caso sim,
aciona-se o processo iterativo.

3 Aplicagéo

Foi escolhido um caso simples da mecénica da fratura, uma chapa retangular (2x4) com deslocamento
uniforme aplicado, definido conforme a Figura 2, que é analisada assumindo-se deslocamentos prescritos sobre
sua extremidade. Sao adotados os seguintes valores que definem as propriedades fisicas do material da chapa bem
como os parametros do modelo coesivo: E = 1x10°%, v = 0,0, f; = 1,0 e w, = 0,00004.

9
Pl

AAAAA
2
Figura 2. Chapa para andlise, geometria e deslocamentos prescritos, definicdo dos pontos de analise e da
superficie pré-definida da trinca
Fonte: Adaptada de Barbirato e Venturini [6]

Na Figura 2 sdo definidos quatro pontos: um na extremidade livre, outro proximo aos apoios e dois na metade
do comprimento (um imediatamente acima da metade e outro abaixo). Para esses pontos sao apresentados valores
de deslocamentos para alguns passos de calculo do algoritmo implementado. Os resultados obtidos do
processamento sdo apresentados na Figura 3. Na Figura 3a mostra-se que, ao ser atingida a tenséo limite, inicia-se
o0 processo de abertura de fratura, verificando-se diretamente o deslocamento relativo entre os pontos 2' e 2". Ja na
Figura 3b, representa-se o trecho de deslocamentos elasticos, que séo ajustados na segunda fase, seguindo-se a
nova realidade fraturada da peca estrutural.
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Figura 3. Resultados da analise da chapa retangular: (a) tensdo em um no da fratura x abertura da fratura; (b)
forca de superficie na extremidade do sélido x deslocamento no n6 2’

4  Conclusoes

Com a analise dos resultados obtidos, foi possivel perceber que o comportamento das simulagGes se mostrou
condizentes com o que se espera dos materiais em experimentos praticos estudados. A técnica dos dipolos de
tensdo acoplados ao Método dos Elementos de Contorno resultou em algoritmo adequado para analise de
faturamento de elementos estruturais. O programa computacional MEC2D Elastico, escrito na linguagem de
programacdo PYTHON, mostrou-se apropriado para analise desse tipo de casos, respondendo com 6tima preciséo
dos resultados e velocidade de processamento. Chega-se, portanto, ao colapso estrutural na medida que a ndo
linearidade afeta diretamente a secéo disponivel para reagir a for¢a solicitante, o que foi visivel nas representacdes
graficas apresentadas.
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