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Abstract. The interest in the recovery and maintenance of historical heritage requires mastery of the structural
behavior of old buildings. The historical curiosity of contemporary scholars in the builders of the past, and in the
construction methods adopted in Antiquity, has led to the development of knowledge, tools and innovative
theoretical approaches, which allow the understanding of monumental works of architectural and historical
interest, which has resisted time, as is the case with the Roman Pantheon. To understand how these monuments
were built, how they behave and how the creative genius of their engineers and architects were used, comparative
studies of methods from the past with more recent methods, aim to shed light on the understanding of this "art of
construction”.

Thus, in this work, mathematical models based on modern engineering theories, supported by advanced
computational apparatus, are used to analyze in a simplified way the dome of the Roman Pantheon. A progressive
analytical methodology through the Membrane Theory of spherical shells, and the Finite Element Method via SAP
software are used to model the problem and compare the results, as well as its confrontation with previous studies
of the literature also carried out with similar purposes.
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UM ESTUDO SIMPLIFICADO ANALITICO-NUMERICO DA CUPULA DO PANTEAO ROMANO.

1 Introducéo

O Pantedo Romano é uma das estruturas mais emblemaéticas da antiguidade, e que desperta o interesse e a
curiosidade de muitos estudiosos de nosso tempo, razdo pela qual seus estudos nas mais diversas areas representam
temaéticas atuais e de interesse contemporaneo como pode ser encontrado em Marder; Jones [1], MacDonald [2] e
Masi; et al. [3].

De forma geral, o Pantedo Romano (Fig. 1a) é constituido por trés partes principais: a rotunda, composta pela
construcéo cilindrica e a cdpula (Fig. 1b); o pértico, uma tipica entrada grega de templos, formado pelas colunas
corintias (Fig. 1c) juntamente com o entablamento e o frontdo triangular, segundo o site do Archeoroma [4]; e a
ligacdo entre os dois, que € feita pelo chamado bloco intermediéario (Fig. 1d), conforme Marder; Jones [1].
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Figura 1. (a) O Pantedo Romano, (b) O oculus da clpula, (c) Colunas externas, (d) Exterior do bloco
intermediério, lado oeste

Conforme o site do Archeoroma [4], o nome latino pantheum é derivado do grego antigo pantheion
(ITavberov), que significa “[templo] de todos os deuses”. De acordo com os ultimos estudos e a literatura mais
recente, descrito em Marder; Jones [1], a data mais provavel do periodo de construcdo do Pantedo é ca. 110-7-ca.
125-8, ou seja, sua construcao foi iniciada no governo do imperador Trajano e finalizada com o imperador Adriano.
Para Addis [5], é quase certo que a responsabilidade pela sua construcéo e pelo seu projeto tenha sido de Apolodoro
de Damasco.

De acordo com MacDonald [2], em frente ao Pantedo esta a inscricdo em seu frontdo, abreviada e em latim:
“M-AGRIPPA-L-F-COS-TERTIVM-FECIT”, ou “M[arcus] Agrippa L[ucii] F[ilius] co[n]s[ul] tertium fecit”. Em
portugués: “Marco Agripa, filho de Lucio, fez isto quando consul pela terceira vez”. Ainda hoje tal inscricéo causa
confusdo consideravel no que se refere a data de construcdo do Pantedo, e ndo € raro que digam que ele foi feito
no tempo do imperador Augusto. Na verdade, onde esta localizado o atual Pantedo, antes havia um santuério
retangular, construido por Agripa em aproximadamente 25 a.C. Tal edificio, duas vezes incendiado, foi
inteiramente substituido pela estrutura atual, exceto a inscrigdo de Agripa.

Na Fig. 2(a) e na Fig. 2(b) sdo apresentados desenhos feitos por Desgodetz [6] para melhor compreenséo da
estrutura do Pantedo e de seus elementos estruturais.
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Figura 2. (a) Principais elementos estruturais do Pantedo. (b) Se¢do transversal lateral do Pantedo
Fonte: (a) Desgodetz modificado, (b) Desgodetz

2 Fundamentos Tedricos
2.1 Teoria de Membrana

Sejam as equacgBes fundamentais de equilibrio da teoria de membrana para cascas finas submetidas a
carregamentos com simetria de revolugéo para o caso especifico de uma clpula esférica submetida a carregamento
de peso proprio, conforme constam em, Rabello; et al. [7], Pedroso [8], Timoshenko [9] e Guerrin [10]:

Ne  Ng _
e e @
R = 2maNg sin @, (2

— __Yha
No = 1+cos @’ ®)
1

Ng = Yha (1+cos¢ — cos <1>), 4
R = —2ma’?p, (5)

em que: N, = N, (@): Forga normal por unidade de comprimento na direcdo do meridiano; Ny = Ng(6): Forga
normal por unidade de comprimento na dire¢do do paralelo; Ny = Ny, = 0: Forgas de cisalhamento por unidade
de comprimento; py = pe (@): Carregamento tangente a superficie da casca na dire¢do do meridiano; pg = 0:
Carregamento tangente a superficie da casca na direcdo do paralelo; p, = p,(®): Carregamento perpendicular a
superficie da casca; a = r; = r,: Raio médio da casca; h: Espessura constante; Y: Peso especifico; p = Yh: For¢a
por unidade de area; A = [ dA = 2mryds: Area da seco infinitesimal; R = pA: Resultante do peso proprio.

Os esforcos e parametros acima descritos sdo apesentados na Fig. 3 para caracterizar melhor o problema em
questao.
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Figura 3. Clpula genérica
Fonte: Rabello; et al., 2016, p. 561

CILAMCE 2020
Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC
Foz do Iguagu/PR, Brazil, November 16-19, 2020



UM ESTUDO SIMPLIFICADO ANALITICO-NUMERICO DA CUPULA DO PANTEAO ROMANO.

Dimensdes dos principais elementos do Pantedo para o presente estudo sdo: didmetro interno da clpula =
43,30 m; espessura da clpula na base = 5,90 m; e espessura da ctpula no topo = 1,40 m; conforme o site do
Archeoroma [4].

Outros dados importantes para esse estudo estdo apresentados a seguir e representados na Fig. 4, que sdo 0s
valores de propriedades mecanicas dos materiais da rotunda, onde “Concrete 3” = 1600 kg/m3, “Concrete 4” =
1500 kg/m? e “Concrete 5 = 1350 kg/m3, conforme Lancaster apud Masi; et al. [3].

Concrete 5

Concrete 4

Concrete 3

| | | Concrete 2

Concrete 1

Granite

Figura 4. Composi¢do dos materiais da rotunda
Fonte: LANCASTER, 2005 apud MASI et al. 2018, p. 7

A cupula do Pantedo tem aproximadamente 5.000 toneladas métricas, conforme consta no site do
Archeoroma [4] (i.e., 5.000.000 quilogramas).

3 Resultados

Nesse trabalho sdo empregados dois métodos de solucdo de uma cupula esférica submetida a carregamento
de peso proprio. Primeiro pela Teoria de Membrana, um modelo analitico simplificado para o entendimento inicial
do comportamento da casca. Em seguida os resultados sdo comparados com o Método dos Elementos Finitos pelo
software SAP. Para o presente estudo ndo foi considerado oculus (abertura) da cipula.

3.1 Teoria de Membrana

Aplicam-se a eq. (3) e a eq. (4) para o caso do Pantedo. Nos casos de N4 e Ny tais equacdes ficam em fungéo
de @ (0 < @ < 90°). Analisando a eqg. (3), percebe-se que N, € sempre negativo para os valores de @, ou seja, as
forcas normais na dire¢cdo dos meridianos sdo sempre for¢as de compressdo. O mesmo ndo ocorre com Np.
Resolvendo a eq. (4) para Ny = 0, temos @ = 51°49'38".

Portanto, conforme confirma Pedroso [7]: para @ < 51°49'38", a clpula estd exclusivamente sob
compresséo nos paralelos; e para @ > 51°49'38"; a clpula esta exclusivamente sob tragdo nos paralelos.

Pela eq. (5) e com & = 90°, temos p = —50000/(2 - - 21,65%) = 16,98 kN/m?. Logo Yha = ap =
21,65-16,98 = 367,6 kN/m.

Entdo a eq. (3) e eq. (4) ficam, respectivamente,

1
1+cos @’ )

— cos <D). )

Ny, = —367,6

1
1+cos®

Np = 3676 (

3.2 Método dos Elementos Finitos

Para a analise comparativa com o Método dos Elementos Finitos pelo SAP é necessario o calculo da espessura
média da ctpula. Os valores da literatura para o peso especifico da clpula do Pantedo variam entre 1350 e 1600
kg/m?3. Para o célculo da espessura média h é escolhido um valor intermediério, e.g. 1500 kg/m? =~ 15,0 kN/m?,
e utiliza-se a eq. (5) para obter h = 50000/(2 - w - 21,652 - 15,0) = 1,13 m.
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A principio parece que o resultado de h é muito baixo (deveria ser um valor no intervalo 1,40 m < h <
5,90 m). Mas isso se deve aos muitos espacos vazios e aos painéis afundados que existem na clpula do Pantedo,
reduzindo bastante o seu peso.

Com o SAP escolhe-se 0 modelo “Shells” e “Spherical Dome” com “Radius, R” de 21,65 m, “Row Down
Angle, T” 90°, “Num. of Divisions, Angular” de 16, “Num. of Divisions, Z” de 8 e inserindo os dados relevantes
da clpula constroi-se a Fig. 5.

Figura 5. Modelo de clpula esférica pelo Método dos Elementos Finitos no SAP
Na Fig. 6(a) e na Fig. 6(b) sdo apresentados os resultados 3-D do SAP em termos dos esforgos de membrana
Ng € Ng.
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Figura 6. Esforcos de membrana: N, (a) € Ny (b)

3.3 Comparacao dos dois métodos

Na Fig. 7 vemos os resultados comparativos entre a Teoria de Membrana feito analiticamente e plotado
através da eq. (6) e da eq. (7) (em vermelho), e 0 Método dos Elementos Finitos feito numericamente com o SAP
(em azul).
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Figura 7. Resultados comparativos analiticos (vermelho) e numéricos (azul) para os esforcos de membrana de
Ny (3) e Ny (b)

Observar como os graficos acima confirmam as analises feitas anteriormente no item 3.1 desse trabalho: os
valores de N, sdo sempre negativos, e os valores de Ny passam pelo zero em aproximadamente 52° ~ 0,91 rad.

4 Conclusao

Através da comparacdo dos resultados analiticos e numéricos apresentados na Fig. 7, para os esforcos de

membranas Ny e Ny, verifica-se uma excelente correlagéo entre ambos, praticamente com curvas coincidentes,
confirmando as expectativas dos valores esperados entre os esforcos nos meridianos e nos paralelos da ctpula.
Observa-se também a semelhanca no formato das duas curvas com o que é encontrado na literatura, e.g. em Engel
[11]. Todavia, esclarece-se que esse é um estudo preliminar simplificado; e para uma analise mais realistica dessa
estrutura, outras consideragdes precisam ser levadas em conta, como a cupula do Pantedo que apresenta uma
abertura (oculus) além de sua espessura varidvel, bem como as propriedades mecénicas do concreto romano
utilizado em suas diversas camadas que sdo diferentes.
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