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Resumo. O modelo de dano de Griffith-Francfort-Marigo descreve o comportamento de materiais frageis em
regime quasi-estatico, com foco na evolucdo das regides de dano. Baseia-se na minimizag¢do de um funcional de
forma dado pela soma da energia potencial total do sistema com o termo de dissipag@o energética de Griffith, com
relacdo a distribui¢do das fases sauddveis e danificadas, sob uma condi¢do de irreversibilidade. A energia potencial
total do sistema, se dd, neste trabalho, pelo modelo mecanico para flexdo pura baseado nas hipéteses de Kirchhoff
e é conhecido como teoria das placas de primeira ordem. Uma abordagem natural para lidar com esse problema
de minimizagdo consiste em utilizar o conceito de derivada topoldgica. Portanto, inicialmente é apresentada a
derivada topolégica para o funcional de forma em questdo, com respeito a nucleagdo de uma inclusdo circular.
Em seguida, a sensibilidade associada € utilizada para propor um esquema numérico simples a fim de determinar
a nucleacdo e a propagacdo de fraturas em placas. Em outras palavras, a derivada topoldgica € utilizada como
direcdo de descida para minimizar o funcional de Francfort-Marigo, indicando, em cada iteragdo, as regides que
serdo danificadas. Por fim, alguns exemplos numéricos sio apresentados a fim de validar a metodologia proposta.
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1 Introducao

A Derivada Topolégica mede a sensibilidade de um dado funcional de forma com respeito a introdugdo de
uma perturbacdo infinitesimal no dominio como inser¢des de furos, inclusdes, termos fonte ou trincas. Este con-
ceito foi rigorosamente introduzido por Sokotowski e Zochowski [1]] e, desde entdo, essa ferramenta se provou ser
extremamente Util em diversos problemas da fisica e da engenharia como otimizacao topoldgica [2], processamento
de imagens [3]], e, em particular, no contexto da mecanica da fratura [4].

Neste trabalho, a derivada topoldgica € utilizada em conjunto com os modelos de dano de Francfort e Marigo
[5] e de placas de primeira ordem tendo em conta as hipdteses de Kirchhoff [6] a fim de estudar a nucleacdo e
a propagacdo de fraturas neste cendrio. Com esta finalidade, inicialmente é apresentada a derivada topoldgica
para o funcional de forma associado, com respeito a nucleacdo de uma pequena inclusdo circular. Em seguida, a
sensibilidade associada € utilizada para propor um esquema numérico simples a fim de determinar a nucleagdo e
a propagacdo de fraturas em placas. Em outras palavras, a derivada topoldgica € usada como direcio de descida
para minimizar o funcional de Francfort-Marigo, indicando, em cada iteragdo, as regides que serdo danificadas. A
fim de validar a metodologia proposta, alguns exemplos numéricos sao apresentados.

O artigo estd organizado da seguinte forma. O modelo mecénico € revisitado na Secdo [2] A derivada to-
polégica associada é apresentada na Secdo 3] O algoritmo de otimizagdo da topologia resultante é detalhado na
Secdo[d Os resultados numéricos obtidos sdo apresentados na Secdo [5] Por fim, o artigo conclui com algumas
consideragdes finais na Se¢do[6]
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2 Modelo mecanico

O modelo de dano proposto por Francfort e Marigo [5], € utilizado para descrever a evolucdo quase-estatica de
corpos linearmente eldsticos com uma trinca em propagacao. De acordo com o modelo, tal comportamento € obtido
minimizando um funcional que € a soma da energia potencial total do sistema com uma medida de dissipacao
energética. O modelo apresenta algumas limitacdes devido a sua natureza puramente energética, todavia, converge
no sentido da Gamma-convergéncia para o modelo de fratura de Griffith [7], amplamente utilizado na modelagem
de fratura fragil.

Considere um corpo elastico deformavel representado por um dominio 2 C R4, com d = 2, aberto, limitado,
com fronteira suave 0¢) e que contém em seu interior uma regido w representando a zona previamente danificada.
O modelo de Francfort-Marigo propde que deve existir uma mudanca abrupta de comportamento caso alguma
condicdo associada ao material ocorra. Assim, a proposta deste modelo de dano consiste em, inicialmente, intro-
duzir um par de materiais: um representando a regido sadia, isto é, Q2 \ @, e o outro a regido danificada w. Com
esta finalidade introduz-se um parmetro p :  — {1, po } definido da seguinte forma:

1, sexeQ\w,
p=pla) = M)
Po, ST Ew,

com 0 < pg < 1. Assim, a mudanca do material sadio para o material danificado ocorre somente se a liberacao
da energia associada a esta transi¢do superar um determinado valor caracteristico associado ao material. Por fim,
o funcional de Francfort-Marigo F,(u) é definido como a soma da energia potencial total com um termo de
dissipagdo de energia:

Folu) = T () + Klwl, 2

onde a primeira parcela representa a energia potencial total do sistema e a segunda uma medida de dissipacao
energética, como mencionado. Essa energia potencial total € dada pelo modelo de flexdo eldstica em placas de
Kirchhoff e é apresentado a seguir.

2.1 Flexao elastica em placas de Kirchhoff

A energia potencial total 7 (u) associada ao problema de flexdo eldstica é dada por:

J(u) = —%/QM(u) - VVu dm—/r qu d8+/r mo,u ds—i—Z@u(xi), (3)
Ng Nm, i=1

onde 0,,u = Vu-n e a fungio escalar u representa o deslocamento transversal ao plano médio da placa e é solucéo
do seguinte problema variacional: Encontrar u, tal que

- / M(u) - VVnde = / qn ds — / mopn ds — Z@n(:ﬁl) ()]
Q I'ng PN, i=1

O tensor momento fletor M (u) = — %p(CVVu, onde p € dado por (1) e o material que compde a placa € isotropico
de modo que o tensor de elasticidade C = % ((1—v)I+vI®I), onde I e Isdo os tensores identidade de segunda
e quarta ordem, respectivamente, £ é o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson, ambos considerados
constantes em todo o dominio. Além disso, h € a espessura da placa, admitida constante em todo o dominio, g é
uma carga transversal distribuida na fronteira Iy, , 2 € um momento distribuido na fronteira I'y,, e Q; é uma carga
concentrada transversal aplicada nos pontos x; onde existe alguma singularidade geométrica, com ¢ = 1, ..., ns, e
ns o nimero de singularidades. O campo de deslocamentos u deve satisfazer u = @ e J,,u = 0, onde % e 6 sdo
um deslocamento e uma rotac¢do, respectivamente, prescritos nas fronteiras I'p, I'p,. Entdo, I'p =I'p, UT'p, e

I'y = FNq UFNm sdo tais que FDu ﬂFNq = GFDB OFNm = .
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Agora, tem-se todos os elementos para declarar o modelo de dano de Francfort-Marigo onde o problema de
minimizag¢do pode ser definido da seguinte maneira: para cada incremento de tempo ¢;:

mlrgénézar Fo(u), (5)

onde F,,(u) é dado por @).

Este modelo é puramente energético no sentido de que a evolucdo do dano € baseada apenas na distribui¢ao
da densidade de energia. Como consequéncia direta disso, ndo é possivel distinguir a diferenca entre estado de
tensdo de tracdo ou compressao e, portanto, ndo ¢ adequado para descrever o fendmeno do fechamento de fissuras,
por exemplo. Outro ponto importante do modelo diz respeito a caracterizagcdo de uma carga critica. Em problemas
sem singularidades, carga critica é aquela que permite que a densidade local de energia de deformacio atinja um
valor critico. Em problemas com singularidades de tensdo, no entanto, a densidade de energia sobe localmente para
valores ilimitados. Contudo, experimentos como os de Griffith indicam a existéncia de uma carga critica diferente
de zero, mesmo na presenca de tais singularidades, o que revela uma limitag¢do a aplicacdo direta do modelo de
Francfort-Marigo nesses casos. Uma correcdo existente na literatura propde substituir £ por um pardmetro de
liberacdo de energia modificado x; definido pela razao

K=K ==, (6)

onde ¢ é um fator de escala associado a largura do dano inicial. Do ponto de vista fisico, quando ¢ se torna menor,
o parametro x5 aumenta de maneira semelhante a densidade de energia, de modo que a carga critica converge para
um valor finito diferente de zero.

3 Derivada topologica

Para solucionar o problema de minimizagéo (3)), utilizamos o conceito de derivada topoldgica [8]. A ideia é
avaliar a derivada topoldgica do funcional de forma (2)) em relagéo a nucleagio de uma pequena inclusdo circular.
Por uma questao de completude, declaramos o principal resultado a ser usado neste artigo, que € dado pelo seguinte
teorema:

Teorema 1. A derivada topoldgica do funcional de forma (2)) em relagdo a nucleagio de uma pequena inclusdo
circular com propriedade material diferente do plano de fundo, representada por um contraste ~, é dada por
DrFu(x) = DrJ(z) + ksDrlw|(x) Vo € Q. (7)

O dltimo termo Drp|w|(x) é trivialmente obtido e dado por

+1, sex e Q\w,
Drlw|(z) = 8
-1, ser€cw,

enquanto o primeiro termo D77 (z) é conhecido na literatura, veja a referéncia [9] por exemplo, e dado por

DrJ (x) = By M(u(Z)) - VV (u(Z)), ©)

onde o tensor de polarizagio [P, € um tensor de quarta ordem expresso da seguinte forma

11—+ 43 1+3v 1—v
== I —I®I 10
K 21+75<1—u +aﬁ1—u21+7a ®)’ (10)

com as constantes « = (1 4+ v)/(1 —v), 8 = (1 —v)/(3 + v) e o contraste v definido como

po, sex€N\w,

v(z) = . (11)
Po s SETEW.
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4 Algoritmo resultante

O algoritmo resultante é formado por dois loops aninhados: um loop externo correspondente a sequéncia
crescente de tempos discretos e um loop interno onde ocorre o processo de minimizagio do funcional de forma (2)
em cada etapa de tempo.

Dentro do loop externo, para cada incremento da carga prescrita, a solu¢do do sistema de elasticidade é
obtida, a derivada topoldgica DpF,, é avaliada de acordo com (7)) e a regido w* := {x € Q : DpF,(x) < 0},
onde o campo da DrF,, é negativa, ¢ computada. O loop externo é executado até que a condi¢do do loop interno
lw*| > w02 /4 seja satisfeita.

Com a condicdo do loop interno sendo verdadeira, a malha € intensificada na ponta do dano e uma inclusio
w? é nucleada dentro da regido w*. Com o intuito de calibrar o tamanho da inclusdo a ser nucleada, € introduzido
um pardmetro 8 € (0, 1), com escolhas extremas dadas por 8 = 0 (apenas o ponto onde a derivada topoldgica é
minima) e 5 = 1 (toda a regido negativa). Para isso, define-se a seguinte quantidade:

DrF}: = min DrF,(x) , (12)
TEW*

que permite definir a inclusdo w? C w* como w” := {x € w* : DrF,(v) < (1 — B)DrF.:} onde S é escolhido
de modo que |w?| ~ 102 /4 (e |w?| < w62 /4). Assim, o tamanho da inclus?o a ser nucleada fica relacionado com
a largura ¢ do dano inicial.

Uma vez que a nucleacio de um novo dano w? modifica o problema, a soluciio para o sistema de elasticidade
associado com a nova topologia tem de ser computado novamente. Finalmente, o novo campo derivada topolégica é
avaliado e o processo é repetido até que a condigo |[w*| > 762 /4 ndo seja mais satisfeita para qualquer incremento.
O sistema de elasticidade € resolvido utilizando o método dos elementos finitos.

5 Experimentos numéricos

O problema de elasticidade é discretizado utilizando apenas elementos finitos triangulares e lineares. Deve
ser enfatizado que as condi¢des de contorno induzem uma concentraciio de tensdo e portanto, é natural esperar
a inicializagcdo de danos nestas regides. No entanto, a fim de comparar a presente metodologia com resultados
disponiveis na literatura, as regides préximas as condi¢cdes de contorno foram ignoradas.

5.1 Exemplo base

Este primeiro exemplo sera utilizado como referéncia para calibrar os parametros envolvidos bem como
checar a performance do algoritmo resultante. O dominio consiste de um quadrado unitdrio € = 3x 3 (unidades em
metro) com um dano inicial de comprimento h e largura § localizado no centro da parte superior do dominio, como
mostrado na Fig. Uma rotagdo prescrita € imposta nas arestas esquerda e direita do dominio com intensidade
total § dividida em N = 100 incrementos uniformes. As propriedades materiais médulo de elasticidade E e o
coeficiente de Poisson v correspondem ao vidro. A inclusdo € feita de um material com médulo de elasticidade
poE e seu didmetro é especificado pelo pardmetro [. Todos estes dados estdo sumarizados na Tabelal[T}

Tabela 1. Pardmetros do exemplo base.

Parametro Valor Parametro  Valor

h 0,15m E 65 GPa
5 0,015 m o 10-6
l (2/3)5 v 0,24
g 0.03 rad K 2,7 J/m

Como mencionado, o modelo de dano proposto por Francfort-Marigo ndo é adequado para a determinacio
da carga critica em problemas com singularidades. Deste modo, é utilizado como fator de escala uma dimensdo
associada a geometria do problema, dada pela largura inicial 4 da regido danificada. Portanto, quando a largura
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0 € reduzida, o pardmetro x5 cresce competindo contra o aumento da densidade de energia eldstica na ponta

do dano. Para verificar essa afirmagfo, sfo realizados cinco testes com diferentes valores para a largura 6 do
s 11 1 1 1 i D& :

dano 1n1.c1~al, a saber, § € {%, 507 100° 2007 m} (m).. A carga cr1~tlca 0. € se.lem.onada~ como se?ndo o valor

da condi¢@o de contorno da rotacdo prescrita que permite a nucleacdo da primeira inclusao, ou seja, quando a

condigdo |w*| > 762 /4 € satisfeita pela primeira vez. A Figura@ ilustra a carga critica obtida para os diferentes

. L L .. =0 . ~
testes normalizados de acordo com a primeira estimativa encontrada para a carga critica .. Portanto, a introdugéo
do pardmetro k5 em (6) permite caracterizar um carregamento critico vidvel para § > 0, como mostrado na Fig. 2a]

3

(b) Trajetéria do dano.

(a) Geometria e condigdes de contorno.

Figura 1. Exemplo Base.

15 —
—O- 'sem corregdo
—% -Com corregdo
f— K — - — - — - — - —* <
= é
i |
1 k=
€ s
IS \ g
\\ 9
Q
0.5t ~._ 1 E
. =
T—-9
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 100 200 300 400 500
1/8 Iteracao
(a) Convergéncia (b) Energia total F, (u) de ).

Figura 2. Resultados do exemplo base.

Como esperado, a medida que o parimetro ¢ decresce, a densidade de energia na ponta do dano aumenta.
Note que, sem a corregdo, a carga critica tende a zero. Por outro lado, a utilizagdo do fator § na correcdo leva a
um comportamento assintdtico da carga critica. Portanto, para descrever o modelo completamente, resta apenas
calibrar o parametro k, de acordo com dados experimentais. Apds a realizacdo destes testes preliminares, o
experimento foi simulado utilizando os parimetros mostrados na Tabela [T} A distribui¢do de dano ao final do
processo de otimizagdo pode ser ser visualizada na Fig.[Tb] A rotagdo critica observada neste caso foi de 0.0156
rad. A evolucdo ocorre sob estado de tragdo. O histdrico do funcional de forma durante este processo pode ser
observado na Fig. [2b] Note que o modelo dissipa energia em todas as iterages.

5.2 Meio heterogéneo

Neste segundo exemplo, considera-se que o material da placa é heterogéneo. A geometria e condigdes de
contorno estdo representados na Fig. [3a] Os pardmetros da Tabela [T| sdo mantidos. No entanto, neste caso o
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modulo de Young E é corrompido com ruido gaussiano branco (WGN) de média nula e desvio padrao 7. Portanto,
E é substituido por E, = E(1 + s7), onde s : @ — R é uma fungio que assume valores randémicos no intervalo
(0,1) e 7 = 0.8 corresponde ao nivel de ruido. A Fig. mostra a distribuicao de dano. A rotag@o critica observada
neste caso foi de 0.0264 rad. Note que, devido a heterogeneidade do meio, sao observados desvios que de fato
corrobora com a expectativa do ponto de vista fisico.

(a) Geometria e condigdes de contorno. (b) Trajetoria do dano.

Figura 3. Meio heterogéneo.

5.3 Meio estratificado

Neste proximo exemplo, considera-se um meio estratificado: a placa é composta por duas camadas com
mddulos de elasticidade diferentes, a saber, F; = 65 GPa e Fy = 195 GPa, onde a proposta € mostrar o compor-
tamento da fratura quando essa encontra um meio de maior rigidez como, por exemplo, o encontro do vidro (E7)
com uma barra de aco (F»). Além disso, a geometria, os parametros e as condi¢des de contorno sdo as mesmas
consideradas no exemplo base da Se¢do[5.1] veja Fig. fale Tabela[T} A distribui¢do de dano é mostrada na Fig.
Neste caso, a rotacdo critica foi de 0.015 rad. Note que neste cendrio a trajetdria segue a direcdo da interface entre
os dois materiais quando a ponta do dano atinge a camada mais rigida.

(b) Trajetéria do dano.

(a) Geometria e condigdes de contorno.

Figura 4. Meio estratificado.

5.4 Placa semi-engastada

Neste dltimo exemplo, considera-se uma placa com dois danos iniciais de comprimento h e largura § loca-
lizados no centro das arestas esquerda e direita, como mostrado na Fig. [5al Uma carga concentrada é imposta
no centro da aresta inferior do dominio com intensidade total () = 250 N dividida em N = 100 incrementos
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uniformes. A taxa de liberagio de energia nesse caso foi de x, = 3 x 1072 J/m e a carga critica observada foi de
155 N. A trajetoria de dano é mostrada na Fig. [5b]

3

(a) Geometria e condigdes de contorno. (b) Trajetéria do dano.

Figura 5. Placa semi-engastada.

6 Conclusoes

Com este trabalho um novo modelo de fraturamento em placas, obtido simplesmente adaptando o modelo
de Francfort-Marigo para o contexto de flexao eldstica em placas de Kirchhoff, foi proposto. Em particular, um
funcional de forma dado pela soma da energia potencial total do sistema com o termo de dissipacdo de energia
de Griffith é minimizado com respeito a uma inclusdo circular utilizando o conceito de derivada topolégica. Por
fim, foram apresentados quatro exemplos numéricos mostrando caracteristicas das placas submetidas as certas
condigdes de contorno.
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