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Resumo. Uma questdo fundamental no estudo da mecanica da fratura diz respeito ao controle do crescimento de
trincas em componentes mecanicos previamente danificados. Neste trabalho, a metodologia baseada na derivada
topoldgica, recentemente proposta para tratar esta questdo, € aplicada no contexto de corpos elasticos danificados
submetidos a esforcos cisalhantes. A ideia central consiste em nuclear inclusdes rigidas e/ou complacentes longe
da ponta da trinca visando maximizar a vida ttil do componente fraturado. O método fundamenta-se em minimizar
um funcional de forma baseado na famosa integral de Rice com respeito a nucleagdo de inclusdes utilizando as
informacoes extraidas da derivada topoldgica. Mais precisamente, a sensibilidade associada € utilizada para indicar
as regides onde as inclusdes, também chamadas de controles, devem ser posicionadas. De acordo com o critério de
energia de Griffith, este procedimento permite aumentar a vida udtil do componente mecénico fraturado. Algumas
simulacdes numéricas sdo apresentadas evidenciando a aplicabilidade da referida metodologia no caso de esforgos
cisalhantes.
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1 Introducao

Componentes mecanicos submetidos a esforgos externos ou a acio de agentes degradantes estdo sujeitos ao
processo de nucleag@o e propagacdo de trinca, o que, eventualmente, os levard a um estado de inutilizagdo. Em
particular, quando o componente ja possui uma trinca, surge uma questao importante que consiste em encontrar
uma forma de ampliar sua tenacidade a fratura. A vida til de um componente fraturado estd diretamente relaciona-
da a sua taxa de liberacdo de energia, que € definida como a variacdo da energia de deformacdo armazenada no
corpo com respeito ao crescimento da trinca. Mais especificamente, baseado no critério de energia de Griffith [1]],
quanto menor for a taxa de liberacdo de energia do componente fraturado, maior serd sua vida ttil. Uma ideia ja
bastante difundida para solucionar este problema, consiste em encontrar diferentes estratégias para reduzir a taxa
de liberacdo de energia do componente, o que inclui otimiza¢do de forma e distribuicdo de material, por exemplo.
Destuynder [2] foi o pioneiro neste campo propondo a utilizacdo de controles topoldgicos a fim de evitar a ativacao
do mecanismo de propagagdo de trinca. Para trabalhos relacionados, veja também Khludnev et al. [3], Munch e
Pedregal[4] e Kovtunenko e Leugering [5]], por exemplo.

Recentemente, em Xavier et al. [6], a ideia de introduzir controles no dominio a fim de maximizar a tenacidade
a fratura do componente € utilizada em conjunto com o moderno conceito de derivada topoldgica. Basicamente,
a ideia consiste em minimizar um funcional de forma definido em termos da integral de Rice [7] com respeito a
nucleacdo de inclusdes rigidas e/ou complacentes utilizando as informacdes fornecidas pela derivada topoldgica
associada. Esta nova metodologia se baseia no fato de que a nucleacdo de inclusdes em regides onde a derivada
topoldgica é negativa acarreta em um decréscimo nos valores do funcional de forma associado. Para maiores
detalhes sobre o conceito de derivada topoldgica, veja, por exemplo, Novotny e Sokotowski [8]]. De acordo com o
critério de energia de Griffith, esta simples estratégia € capaz de aumentar a vida util do componente fraturado. No
entanto, o referido trabalho tratou apenas o caso em que os componentes danificados estdo sujeitos a tragdo pura.
Sendo assim, neste artigo, é estudado o caso em que os componentes estdo sujeitos a esfor¢os de cisalhamento. A
metodologia proposta é apresentada em detalhes e, por fim, é realizado um estudo numérico a fim de evidenciar
sua aplicabilidade no referido contexto.
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Figura 1. Corpo eléstico fraturado.

2 Formulacao do problema

Considere um corpo eldstico fraturado representado por um dominio aberto e limitado D C R2, com contorno
0D = T'y UT'p U, submetido a uma condic¢io do tipo Neumann sobre I";, sendo a carga distribuida denotada
aqui por g, e a uma condicdo do tipo Dirichlet sobre I" p, sendo o deslocamento prescrito denotado aqui por u. As
trincas presentes no dominio, representadas por [, sdo consideradas retas, de comprimento h e dire¢do e, cuja ponta
¢ denotada por x*. Considere ainda uma regido de controle w* C D em torno da ponta da trinca. Veja o esboco na
Figura[I] Neste contexto, a energia potencial total do sistema é dada por

Jw =5 [ otw-ve~ [ 7-u m

onde q € a carga distribuida aplicada em I' 5y e u € o campo de deslocamentos que € solugdo do seguinte problema
variacional: Encontrar u € U/ tal que,

/U(U)'Vn5=/ q-mn, Vnev, (2)
D I'n

onde o tensor de tensdes o () = CV?®. Aqui, considera-se o material isotrépico, assim, o tensor de elasticidade
pode ser escrito como C = 2ull + A(I ® I), sendo I e I, respectivamente, os tensores identidade de quarta e
segunda ordem e p e A os coeficientes de Lamé, tal que p = 2(11/)’ A= (1+VD(E1—21/) e\ = 1”_—]52, onde A e
A* estdo associados com as hipéteses de estado plano de deformagdes e de tensodes, respectivamente. Ademais, F
€ o modulo de Young e v o coeficiente de Poisson. O tensor de deformacéo € tal que Vp*® = %(V@ + (Vo)T).
Finalmente, o conjunto U e o espago V sdo dados por U := {p € H'(D) : o;r, =u}eV :={ne H(D):
Mrp = 0} :

A partir deste cendrio, assume-se que através de algum critério de dissipagdo de energia, o mecanismo de
propagacdo de trinca pode ser ativado. Portanto, a ideia é encontrar uma forma de retardar ou até mesmo evitar
a ativacdo deste processo, nucleando inclusdes rigidas e/ou complacentes longe da ponta da falha. De acordo
com o critério de energia de Griffith, esse simples procedimento pode aumentar a vida ttil do corpo fraturado. A
partir desta ideia, propde-se a minimiza¢do de um funcional de forma baseado na integral de Rice com respeito a
nucleagao de inclusdes utilizando o conceito de derivada topoldgica.

2.1 A integral de Rice

A integral de Rice, denotada aqui por II(u), € definida como II(u) = —--WW(u), onde W(u) € a energia
liberada. Tomando a energia de deformag@o para calcular a taxa de liberagdo de energia, i. e., W(u) = —7J (u), é
possivel escrever a integral de Rice da seguinte forma

T(u) = /D S(u) - VV, 3)
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onde X(u) = 3(0(u) - Vu*)I — Vul'o(u) € o tensor de Eshelby [9] e V € C*(D) : V = e emw* é 0 campo de
velocidade de mudanca de forma com suporte compacto em w™.

2.2 Formulac¢iao do problema de otimizacio topolégica

O problema de otimizacdo topolégica € baseado no critério de energia de Griffith [1]] para propagacio de
trinca. Este critério pode ser escrito em termos da integral de Rice da seguinte forma:

<0 a trinca esta instavel,
Gs+1(u)s =0 a trinca estd em equilibrio, (@))
>0 a trinca esta estavel,

onde G > 0 € utilizado para denotar a energia de superficie de Griffith.

Como G, por defini¢do, € um nimero positivo e levando em conta que II(u) é uma quantidade negativa,
conclui-se que quanto menos negativo for II(«) maior serd a vida ttil do componente mecénico. Portanto, a ideia é
maximizar I1(«) com respeito a nucleagdo de inclusdes rigidas e/ou complacentes longe da ponta da trinca. Desta
forma, o problema de otimizacdo topoldgica pode ser formulado da seguinte forma:

Migimézar {~II(w)}, sujeito aeq. @), ®)
c

onde 2 := D\w* e II(u) € a integral de Rice definida na eq. . Aqui, o dominio §2, que é livre de singularidades
geométricas produzidas pela ponta da trinca, ¢ assumido como sendo suave e com contorno 92 Lipschitz.

Uma abordagem natural para lidar com tal problema consiste em aplicar o conceito de derivada topoldgica.
Logo, a fim de simplificar referéncias futuras, € introduzido o seguinte estado adjunto: Encontrar v € V), tal que

/D o(v) - Vi = /D (Vo () - Vi* — /D () - (VuVV) — /D o(w)- (ViVV),  ¥nev. (6

3 Método de otimizacao topoléogica

A metodologia apresentada em Xavier et al. [6] é baseada no fato de que a nucleacdo de inclusdes em
regides onde a derivada topoldgica é negativa acarreta em um decréscimo nos valores do funcional da funcao
custo associada. Portanto, a derivada topolGgica do funcional de forma {—II(u)}, onde II(w) € a integral de Rice
definida na eq. (3), com respeito a nucleagéo de pequenas inclusdes circulares, € aqui representada. Este resultado
sera entdo utilizado para indicar as regides onde as inclusdes devem ser nucleadas a fim de se resolver o problema
de minimizagdo na eq. (3).

3.1 Método de decomposiciao de dominio

A fim de avaliar a derivada topoldgica associada ao problema de minimizagdo da eq. (3)), decompde-se D em
duas partes, a saber, w* C D e  := D\w*. Ademais, considera-se um dominio intacto w tal que w := w* U l.
Desta forma, o seguinte problema de valor de contorno deve ser considerado: Encontrar w, tal que

dive(w) =0 em w*,
o(w) = CVw?,
(w) ™
o(w)n =0 em I,
w= em Ow.
Utilizando a eq. (7), define-se o operador de contorno pseudo-diferencial Steklov-Poincaré como a seguir:
CILAMCE 2020
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S:pe HY?(0w) — o(w)n* € HY?(dw), (8)

onde n* é o vetor unitario normal que aponta para fora de Ow. Portanto, o seguinte problema variacional pode ser
considerado: Encontrar v € U, tal que

/a<u>~w+ S(U)'n:/ g-n,  Vpev. ©)
Q ow I'n

Note que, tomando ¢ = (u)|s., tem-se w = (u)g,-. Esta estratégia é introduzida a fim de caracterizar
uma regido livre de singularidades onde a derivada topoldgica associada pode ser facilmente calculada. Para uma
exposicdo detalhada acerca desta abordagem, bem como para a prova de existéncia, veja Xavier et al. [6]. Para
mais detalhes a cerca do método de decomposicao de dominio, veja Lopes et al. [[10] e Sokotowski e Zochowski
[[L1]], por exemplo.

3.2 Derivada topologica

A derivada topoldgica, denotada por 7 (z), do funcional de forma {—II(u)}, onde II(u) ¢ dada pela eq. (3),
com respeito a nucleacdo de pequenas inclusdes circulares caracterizadas pelo contraste ~y, pode ser escrita em
termos das solugdes do problema direto da eq. (9) e adjunto da eq. (6), da seguinte forma:

T(z) =Pyo(u)(z) - Voi(z), Vo e Q, (10)

onde o tensor de polarizagio [P, é dado pelo tensor isotropico de quarta ordem como a seguir:

__1—’)/ 1 _ 1—7
Y= 1+m((1+ﬁ)ﬂ+2(a ﬁ)HMI@I), (11)

sendo os coeficientes o = (u+ N)/pe 8= (Bu+ N/ (n+ N).

Coroldrio 1 Os seguintes casos para o pardmetro de contraste v podem ser formalmente obtidos da eq. (I0), cuja
justificativa matemadtica pode ser encontrada em Ammari et al. [[12]], por exemplo:

Caso 1 Parametro de contraste tendendo a zero (y — 0),

To(z) = Poo(u)(z) - Vo' (z), onde Py = —4/‘:’ 1 iA <11 - “4?1@ I) . (12)

Caso 2 Parametro de contraste tendendo a infinito (7 — o0),

Too(z) = Pooo(u)(z) - Vo*(x), onde Py = 4;;12:\ (H + 4# —2 )I ® I) . (13)

4 Resultados numéricos

Agora, alguns exemplos numéricos serdo apresentados a fim de ilustrar a aplicabilidade da metodologia
apresentada no contexto de componentes mecéanicos danificados submetidos a esforcos cisalhantes. A derivada
topoldgica é avaliada com intuito de detectar as regides onde as inclusdes devem ser posicionadas, levando em
considerac¢do os dois casos apresentados no Coroldrio 1 da Segdo [3] Além disso, o problema de elasticidade é
resolvido utilizando o Método de Elementos Finitos apenas com elementos lineares triangulares.

CILAMCE 2020
Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
Foz do Iguacu/PR, Brazil, November 16-19, 2020



G. C. R. de Barros e M. D. da S. Xavier

u=-10%m

Figura 2. Geometria e condi¢Ges de contorno.

4.1 A placa fraturada

Neste exemplo, tem-se uma placa representada pelo dominio D que consiste de um quadrado com lado igual a
10~! m, contendo uma trinca [ alinhada com a mediana da placa e com inicio na extremidade esquerda da mesma.
Aqui, assume-se o estado plano de tensdes com deslocamentos prescritos na parte superior 7 = (1072,0) m e na
inferior 7 = (—1073,0) m, conforme ilustrado na Figura Além disso, a regido de controle w* é dada por um
circulo centrado na ponta da trinca com raio igual a r* = 2.5 x 1073 m. Por fim, define-se o vetor dire¢io de
crescimento da trinca e = (1, —1) e seu comprimento inicial » = 10~2 m, além do médulo de Young do material
da placa £ = 30 GPa e o coeficiente de Poisson v = 0, 2.

1r i
0.98 - b
©
L
@
© 0.96 - B
°
S
=) .
g 0.94 Valor de convergéncia |
—— Solugdo aproximada
0.92 - B
09 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 5 6 7 8 9 10
Numero de refinos

o
=
N
w

Figura 3. Convergéncia dos valores da integral de Rice.

O dominio de andlise é discretizado em elementos finitos. A fim de se determinar a qualidade do cdlculo da
integral de Rice, uma sequéncia de refinamentos ¢ aplicada aos elementos que estdo na regido w*, onde a relacio
entre o nimero de refinos e o valor da integral pode ser observada na Figura[3] Estes valores estdo normalizados de
acordo com o valor de convergéncia. Note que com dez refinos o resultado pode ser considerado bem satisfatério.

As derivadas topolégicas associadas aos Casos 1 e 2 do Coroldrio 1, dados respectivamente pelas eq. (12)
e eq. (T3), estdo apresentados nas Figuras [da) e [[b). Portanto, de acordo com a metodologia apresentada, uma
inclusdo rigida e uma complacente devem ser nucleadas dentro da regido onde 7o () e/ou T (x) sdo negativas,
respectivamente. Com intuito de verificar os efeitos causados pela introduga@o de tais inclusdes, quatro casos sao
considerados. No primeiro, denotado por Caso A, ndo ¢ realizada nenhuma inclusdo. No Caso B, estipulando
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como a origem do sistema de coordenadas a extremidade esquerda inferior da placa, uma inclusdo complacente é
feita pouco acima da ponta da falha, centrada no ponto (0.0175,0.0535), onde 75 (z) < 0. No Caso C, uma inclusdo
rigida é feita pouco abaixo da ponta da falha, centrada no ponto (0.0175,0.0465), onde 7o, (2) < 0. Por dltimo, no
Caso D, ambos os Casos B e C sio combinados. Em todos os Casos o raio das inclusdes é r = 2,5 x 1073 m.
Veja Figura [3] para mais detalhes, onde branco representa a inclusdo complacente e o preto a inclusdo rigida. Os
resultados obtidos estdo apresentados na Tabela [T} também sendo apresentados graficamente na Figura 6] ap6s a
normalizac@o dos valores com respeito a {—II(u)} no Caso A, obtido com dez refinos em w*.

2

1.5

1

0.5
1
0 0
-1 0.5
-2

-1
-3

-1.
4 5
-5 -2

(a) Caso 1: Ty(x) x 107 (b) Caso 2: Too(x) x107

NOW A W

Figura 4. Derivadas topoldgicas

B C

Figura 5. Casos considerados

Tabela 1. Integral de Rice em cada caso considerado.

Casos A B C D
—II(u) 73701 65542 59725 48838

Como esperado, os valores do funcional de forma se tornam menos negativos apds a introducdo das mudancas
topoldgicas indicadas pela derivada topolégica. No Caso D, em especial, observa-se um aumento de aproximada-
mente 34% na tenacidade a fratura do componente de acordo com o critério de energia de Griffith.

5 Conclusoes

De acordo com o critério de energia de Griffith, a metodologia referida neste trabalho permite um decréscimo
nos valores do funcional de forma {—II(u)} em corpos eldsticos fraturados sujeitos a esforgos cisalhantes, aumen-
tando, assim, sua vida 1til. Mais precisamente, as simula¢des numéricas sugerem um ganho de aproximadamente
34% na tenacidade a fratura do componente mecanico, o que pode ser viabilizado seguindo a estratégia apresentada.
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Figura 6. Funcional de forma em funcdo dos casos considerados.
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