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Abstract. This work presents the implementation of numerical limit analysis with mixed-weak formulation, based
on the lower bound limit theorem and its application in axisymmetric stability problems. The finite element formu-
lation was implemented in Matlab, where the optimization problem was established in two parts, the definition of
equilibrium equation and the adaptation of the Drucker-Prager and Mohr-Coulomb rupture criteria into the Second
Order Cone and Semidefined Programming, respectively. The numerical optimization problem was solved using
the MOSEK optimizer, the collapse factor and the velocities field was obtained, identifying the rupture mechanism
of the models. The presented implementation was applied to the stability analysis of a well. The results obtained
in the axissymmetric analysis were verified through analysis in three-dimensional models and compared with the
results obtained in the software Plaxis 2D, and Optum G2.
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1 Introdução

A Análise Limite (AL) utiliza os teoremas da plasticidade para estudar problemas de estabilidade, dentro
dos quais tem-se os geotécnicos, com aplicação em fundações, taludes, escavações subterrâneas, entre outros. A
Análise Limite Numérica (ALN) incorpora o método dos elementos finitos na discretização do meio contı́nuo, para
representar a formulação contı́nua da AL de maneira aproximada, permitindo estudar problemas de grande com-
plexidade. Uma vez discretizado o meio, é estabelecido o problema de otimização, onde são feitas aproximações
pelos limites inferior ou superior para obter a solução requerida. Ao longo do tempo, as técnicas de otimização
têm avançado, passando pela programação linear (Pastor [1], Pastor e Tugerman [2], Anderheggen e Knopfel [3],
Sloan [4], Sloan e Kleeman [5]), a programação não linear (Lyamin e Sloan[6], Krabbenhøft e Damkilde[7]) e
mais recentemente, a programação cônica (Krabbenhøft et al. [8], Makrodimopoulos e Martin [9], Mohapatra
[10], Tang et al. [11]), sendo esta última a que tem demonstrado notável eficiência na resolução de problemas de
grande escala. Na área de geotecnia do programa de engenharia civil da PUC-RIO, tem-se implementado modelos
bidimensionais e tridimensionais, para o estudo de problemas de capacidade de carga de fundações, estabilidade de
taludes e estimação de cargas de colapso em túneis, porém, não tem-se referência de trabalhos focados no estudo
de problemas na condição axissimétrica, e em geral, na literatura tem-se poucas referências do tema. A análise
axissimétrica, permitiria a simplificação de alguns problemas tridimensionais, por esse motivo, neste trabalho foi
implementada e aplicada à avaliação de estabilidade de poços.
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2 Análise Limite

A AL se refere ao uso dos teoremas dos limites inferior (TLI) e superior (TLS) da plasticidade, que jun-
tos determinam os valores limites da carga teórica de colapso plástico. A previsão das cargas de colapso tem
como objetivo encontrar as forças que levaram à estrutura ao estado de colapso iminente, sem ter como objetivo a
determinação de deformações elásticas, nem plásticas [12].

2.1 Hipóteses da Análise Limite

Na AL, o material é considerado isotrópico e rı́gido perfeitamente plástico (RPP). Os critérios de escoamento
f(σij) definem uma superfı́cie convexa, fixa no espaço das tensões principais, que especifica a resistência do
material.

A dificuldade apresentada ao assumir o material como RPP, no estabelecimento da relação tensão-deformação,
é superada ao tratar com taxas de deformações plásticas ( ˙εij

p), ao invés de deformações plásticas (εijp), as quais
são obtidas a partir da lei de fluxo associada [13, 14]: ˙εij

p = γ̇
∂f(σij)
∂σij

, onde γ̇ é um escalar positivo, denominado
multiplicador plástico.

2.2 Formulação da Análise Limite como problema de otimização

Levando em conta as hipóteses de escoamento e comportamento do material na AL, detalhadas acima, para
as quais são cumpridos rigorosamente os teoremas da plasticidade [12, 15, 16], os teoremas da AL são formulados
como problemas de otimização, onde o objetivo é estimar a carga de colapso da estrutura.

Existem formulações rigorosas pelo limite inferior (formulação estática), pelo limite superior (formulação
cinemática) e ainda formulações mistas, a partir das quais podem ser obtidas soluções aproximadas, que não
garantem o cumprimento a rigor de nenhum dos dois teoremas da AL. Nos trabalhos de Casciaro e Cascini [17],
Christiansen [18], Christiansen e Andersen [19], são empregadas formulações mistas, que, como é demonstrado
em Zouain et al [20], permitem obter um fator de colapso que necessariamente será inferior ao limite superior e
superior ao limite inferior, sendo dessa maneira, mais próximo ao fator de colapso real [21]. Em Araújo [22] se
demostrou que a formulação mista apresenta como principais vantagens a maior facilidade de implementação e
o fato de possuir consistência em relação aos campos de tensões e velocidades obtidos, na busca de uma solução
com aproximações nos campos estático e cinemático.

Para a solução do sistema de equações do problema, o meio contı́nuo é discretizado e é estimada uma solução
aproximada utilizando o método dos elementos finitos. A solução obtida é uma estimação rigorosa do limite
inferior ou do limite superior, dependendo do espaço de interpolação empregado para discretizar as tensões e
velocidades. Neste trabalho (ao igual que em Camargo[21], Cruz [23], Couto [24] e Garcı́a [25]) foi implementada
uma formulação mista-fraca, com formato similar à formulação estática, porém satisfazendo aproximadamente
as condições de equilı́brio e de contorno em tensão, e exatamente as condições de escoamento do material. É
considerada fraca devido ao uso do principio das potências virtuais (PPV) para a formulação das equações de
equilı́brio, onde é igualada a potência virtual pelas forças externas e a taxa de dissipação da energia interna do
material.

Problemas primal e dual de otimização

Considerando uma formulação mista-fraca, o problema primal de otimização é colocado como:

minimizar (−λ)

sujeito a : λ

(∫
A

u̇iTidA+

∫
V

u̇iFidV

)
+

∫
A

u̇iT0idA+

∫
V

u̇iF0idV −
∫
V

σij ˙εij
pdV = 0

f(σij) ≤ 0.

(1)

E o problema dual é dado por:
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maximizar L(σij , µ, ρ)

sujeito a :
∂L(σij , µ, ρ)

∂σij
= 0

ρ ≥ 0

µ ≥ 0.

(2)

Na eq.(1) λ é o fator de colapso, um fator multiplicador das cargas responsáveis do colapso (Fi, Ti), adi-
cionalmente, tem-se cargas de volume (F0i) e de superfı́cie (T0i) que ficam fixas, dependendo das condições do
problema estudado, u̇ é a velocidade virtual, utilizada no PPV. Tendo como variáveis do problema ao fator de co-
lapso e as tensões, e duas restrições; uma de igualdade (referente ao equilı́brio) e uma de desigualdade (referente ao
critério de escoamento). Na eq.(2) é definida uma função Langrageana L, µ e ρ são multiplicadores de Lagrange,
os associados às restrições de igualdade definem as taxas de deformação nodais no colapso, e aqueles associados
às restrições de desigualdade são os fatores de plastificação [23]. Conhecendo-se a solução do problema primal é
possı́vel obter a solução do problema dual e vice-versa. Essa propriedade é aproveitada neste trabalho para obter
as velocidades nodais que definem o mecanismo de colapso da estrutura geotécnica.

Algoritmo de otimização

Recentemente tem-se aplicado o algoritmo de pontos interiores para lidar com critérios de escoamento na
forma cônica, nos quais o problema de otimização é colocado como:

minimizar {c}T {x}
sujeito a : [A] {x} = {b}

{x} ∈ K
(3)

onde {x} é o vetor das variáveis do problema, [A] {x} = {b} é um conjunto de restrições lineares e K é
um cone convexo associado ao problema. Entre os subcampos da programação cônica, os de maior interesse no
modelamento de estruturas geotécnicas são a programação cônica de segunda ordem (SOCP) e a programação
semi-definida (SDP), que se diferenciam pelo tipo de cone associado ao problema. Neste trabalho, o problema de
otimização foi colocado como SOCP (critério de escoamento Drucker-Prager (D-P)) e SDP (critério de escoamento
Mohr-Coulomb ( M-C)) e resolvido mediante o software MOSEK [26], que faz uso do método primal-dual de
pontos interiores proposto por Andersen et al [27].

3 Implementação Numérica

O emprego do método dos elementos finitos (MEF) para a solução de problemas de estabilidade confere ao
método da AL um potencial de aplicação a problemas de considerável complexidade (geometria e carregamento).
Esta seção está focada no estado axissimétrico, para as comparações feitas com analises tridimensionais foram
consultadas as formulações de Camargo [21] e Garcı́a [25].

3.1 Estado axissimétrico

Um corpo no estado axissimétrico, é aquele que apresenta simetria em relação a um eixo, em quanto à geo-
metria, o carregamento, e nas propriedades e distribuição dos materiais. O corpo tridimensional se pode considerar
como um solido de revolução, formado pela rotação completa de uma seção longitudinal bidimensional ao redor do
eixo de axissimetria. Em problemas axissimétricos é comum usar coordenadas cilı́ndricas, r (na direção radial), z
(na direção vertical) e θ (na direção circunferencial). Devido à simetria não são gerados deslocamentos na direção
circunferencial e os deslocamentos na direção radial e vertical são independentes de θ. Em consequência, tem-se
4 componentes de deformação (εrr, εzz , εθθ, γrz). Como foi revisto na seção 2.1, na AL são empregadas taxas de
deformação ( ˙εij) ao invés de deformações. Tendo também 4 componentes de tensão (σrr, σzz , σθθ, τrz).
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3.2 Discretização espacial

Na discretização do meio contı́nuo foram utilizados elementos quadrilaterais bidimensionais, isoparamétricos,
de 4 nós (tipo Q4), com interpolação bilinear do campo de velocidades e de tensão constante no interior do ele-
mento.

3.3 Formulação da equação de equilı́brio (restrição de igualdade) do problema de otimização

A restrição de igualdade da eq.(1), pode-se reescrever na forma matricial como:

[G] {σ} = {fo}+ {to}+ λ ({f}+ {t}) (4)

onde [G] = 2π
∫
A
[B]T r dA é a matriz de equilı́brio, {σ} o vetor de tensões, {f} = 2π

∫
A
[N ]T {F} r dA

é o vetor de forças de volume, {t} = 2π
∫
s1
[N ]T {T} r ds é o vetor de forças de superfı́cie, sendo [B] a matriz

de compatibilidade cinemática, [N ] a matriz de interpolação de velocidades nodais, e r a coordenada radial do
elemento finito considerado. A equação de equilı́brio global da estrutura resulta do acoplamento das matrizes
elementares, seguindo a mesma metodologia que no método dos elementos finitos convencional.

3.4 Transformação dos critérios de escoamento ao espaço cônico

Na sequência, é apresentado o procedimento para a implementação dos critérios D-P e M-C no problema de
otimização cônica, para o estado axissimétrico. Os criterios de escoamento foram adaptados com a finalidade de
utilizar o software Mosek Aps 9.2 [26].

• Critério de escoamento de Drucker-Prager na forma Cônica de Segunda Ordem.

Inicialmente a transformação do critério D-P no estado tridimensional para o espaço cônico de segunda or-
dem foi apresentada por Makrodimopoulos e Martin [9], sendo empregada também nos trabalhos realizados
na linha de pesquisa de ALN da PUC-RIO (Camargo [21] e Garcı́a [25]). A formulação do critério no es-
tado axissimétrico, resulta em uma simplificação dos trabalhos acima mencionados. O critério D-P pode
ser expresso em termos de invariantes como: αI ′1 +

√
J2 − k ≤ 0, onde α e k são parâmetros do modelo,

I ′1 = σrr + σzz + σθθ, J2 = 1
2

(
S2
rr + S2

zz + S2
θθ

)
+ S2

rz , sendo Srr, Szz, Sθθ e Srz componentes do tensor
de tensões desviadoras. A restrição dada pelo critério de escoamento pode-se transformar em uma restrição
linear de igualdade acoplada com uma restrição cônica de segunda ordem, mediante a introdução de uma
variável auxiliar Λ: 

Λ = k − αI ′1√
ρ22 + ρ23 + ρ24 ≤ Λ.

(5)

A restrição cônica de segunda ordem neste caso é obtida rearranjando os termos do segundo invariante
de tensões de desvio J2 . Na formulação do problema SOCP, as variáveis correspondentes ao vetor das
tensões {σ} para um elemento são substituı́das por as de um vetor auxiliar {ρ}, que representa o critério de
escoamento D-P. Matricialmente a transformação do critério é expressa assim:

{ρ} =



Λ

ρ2

ρ3

ρ4


=



−α −α 0 −α

1
2 0 0 − 1

2

−
√
3
6

√
3
3 0 −

√
3
6

0 0 1 0





σrr

σzz

τrz

σθθ


+



k

0

0

0


. (6)

Em [28] são apresentadas as expressões para calcular os valores de α e κ para varias aproximações do Cone
D-P ao criterio M-C, indicadas na Tabela 1.
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Tabela 1. Correspondência entre os parâmetros dos critérios D-P e M-C

Parâmetros do critério Drucker-Prager

Tipo de cone α κ

Cone 1 (Inscrito) sinϕ√
3(3+sin2ϕ)1/2

√
3 c cosϕ

(3+sin2ϕ)1/2

Cone 2 (Extensão triaxial) 2sinϕ√
3(3+sinϕ)

2
√
3 c cosϕ

3+sinϕ

Cone 3 (Proposto Chakraborty e Kumar) 2sinϕ√
ξ

6 c cosϕ√
ξ

Cone 4 (Médio) 2sinϕ

3
√
3

6 c cosϕ

3
√
3

Cone 5 (Compressão triaxial) 2sinϕ√
3(3−sinϕ)

2
√
3 c cosϕ

3−sinϕ

(*) O valor de ξ varia de 29.5 a 28 para ϕ=5° e ϕ=45° respectivamente.

• Critério de escoamento de Mohr-Coulomb na forma Semidefinida

Na sequência, é formulado o critério M-C como SDP, com base nos trabalhos de Krabbenhøft et al. [8],
Martin e Makrodimopoulos [29], Garcı́a [25], Bruno et al. [30], nos quais foi estudada a adaptação do cri-
terio M-C, para problemas tridimensionais , e o trabalho mais recente de Sun e Yang [31] para problemas
na condição axissimétrica. Ao contrario da programação SOCP, na qual não é possı́vel tratar diretamente
o criterio M-C no estado axissimétrico, com SDP o critério pode ser tratado em sua forma original, sem
precisar fazer suposições sobre σθθ. Inicialmente o vetor de tensões {σ} é rearranjado de maneira a repre-
sentar uma matriz simétrica positiva-semidefinida ([Σ] ⪰ 0). O critério de M-C pode ser definido como:
α σ1 − β σ3 ≤ κ, onde α = 1 + senϕ, β = 1− senϕ e κ = 2 c cosϕ. Para resolver o problema com SDP
o critério pode ser expresso em função de duas restrições semidefinidas: −t [I]− α [Σ] + κ[I] ⪰ 0

t [I] + β [Σ] ⪰ 0
(7)

onde [I] é a matriz identidade e t é uma variável auxiliar.

3.5 Considerações adicionais da implementação numérica

Nos problemas estudados as condições de contorno impostas à estrutura geotécnica foram do tipo Dirichlet,
com velocidades nulas prescritas com o objetivo de garantir a ausência de movimentos de corpo rı́gido. O Fator de
Segurança (FS) foi obtido via redução dos parâmetros de resistência, ao igual que em Camargo [21], Cruz [23] e
Garcı́a [25].

4 Exemplo de aplicação

O objetivo principal do presente estudo foi a aplicação dos códigos desenvolvidos na análise de estabilidade
de um poço, cuja geometria é apresentada na Fig.1(a). Foi incorporada a presença de um anel de concreto, com
uma espessura da parede de 1.2 metros e comprimento de 30 metros, como elemento rı́gido. Sendo o interesse da
análise estudar a estabilidade do poço diante da ruptura do solo. Os códigos foram implementados no software
MATLAB R2019b, o processador utilizado para todos os exemplos foi Intel Core i7-7700-CPU 3.60 GHz. Para a
geração de malhas de elementos finitos e identificação do mecanismo de colapso foi utilizado o software de pré e
pós processamento GiD v15 (CIMNE, 2020).

4.1 Validação Análise Axissimétrica - Análise Tridimensional

Inicialmente, para validar os códigos implementados para a condição axissimétrica, foram efetuadas análises
tridimensionais do problema, com base no código desenvolvido por Garcı́a [25]. Utilizando o critério D-P com
SOCP, por meio do Cone 2 (Tabela 1). Na Fig.1(b) é apresentada a geometria e a malha semi-estruturada empre-
gada na discretização do modelo tridimensional do poço, e na Fig.1(c) a malha plana não estruturada da análise
axissimétrica.
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Os resultados das análises efetuadas para diferentes parâmetros do solo são apresentados na Tabela 2. Em
ela se pode perceber a notável redução dos tempos de processamento requeridos no modelo axissimétrico em
comparação com o tridimensional, e como a diferença percentual na estimativa do FS em todos os casos, não
supera o 2%. Os mecanismos de colapso obtidos a partir do campo de velocidades (o valor representado é o
módulo do vetor velocidade normalizado), nos modelos tridimensional e axissimétrico são similares, e sugerem a
ruptura pela base do poço (Fig.2).

Figura 1. (a) Geometria do poço estudado, (b) Malha semi-estruturada tridimensional do poço, (c) Malha plana,
não estruturada do poço, para a análise axissimétrica.

Tabela 2. Comparação entre os resultados obtidos nas análises axissimétrica e tridimensional (SOCP D-P cone 2).

Caso 1 2 3 4

Parâmetros

γ (kN/m3) 16 17 18 19

c (kPa) 6 10 10 50

ϕ (◦) 20 25 20 35

Número de elementos
Análise Axissimétrica 6278 6278 6278 6278

Análise 3D 31590 31590 31590 31590

Tempo de processamento (s)
Análise Axissimétrica 15.22 13.44 16.71 22.94

Análise 3D 439.82 427.93 428.54 305.54

FS
Análise Axissimétrica 2.94 3.86 3.10 6.93

Análise 3D 3.00 3.93 3.15 7.04

Diferença percentual 1.85 1.80 1.74 1.57

4.2 Análise comparativa de estabilidade para diferentes parâmetros do solo

Na Tabela 3 são apresentados os resultados das análises efetuadas na condição axissimétrica, para 8 casos de
parâmetros do solo. Tendo como objetivo estudar o desempenho da programação SOCP D-P, com aproximações
ao critério M-C, pelos Cones 1 e 2 da Tabela 1, na estimativa do FS. E de comparar os resultados dos códigos de
ALN implementados nesta pesquisa, com os obtidos dos softwares Plaxis 2D e Optum G2. No caso do Plaxis 2D
o comportamento do material do anel de concreto foi considerado elástico, com um modulo de elasticidade E =
20 GPa, um coeficiente de Poisson v = 0.2, no caso de Optum G2 o material foi considerado rı́gido. Em todas
as análises foi adotado um peso especı́fico do concreto γc = 24 kN/m3, e criadas malhas de aproximadamente
6000 nós.

Respeito ao desempenho dos Cones D-P com SOCP, para o Cone 1 a diferença percentual média na estimativa
do FS com respeito aos resultados obtidos do critério M-C com SDP, foi de 5.50%, e no Cone 2 foi de 5.64%.

Nos 8 casos de parâmetros, os FS calculados neste trabalho foram muito próximos aos estimados com
o software de ALN Optum G2, sendo de 1.59%, 4.03%, e de 7.33% as diferenças percentuais medias com os
resultados obtidos das análises SDP M-C, SOCP D-P Cone 1 e SOCP D-P Cone 2, respectivamente.
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Figura 2. Campo de velocidades (módulo normalizado), que permitem a identificação do mecanismo de colapso
obtido na análise de estabilidade tridimensional (a) e axissimétrica (b), do poço, com programação SOCP D-P
Cone 2. Resultados do caso 1.

Tabela 3. Fator de Segurança obtido para diferentes casos de parâmetros do solo na análise de estabilidade

Caso 1 2 3 4 5 6 7 8

Parâmetros

γ (kN/m3) 18 16 17 17 18 17 17 19

c (kPa) 10 10 15 25 5 1 10 50

ϕ (◦) 20 15 25 10 12 15 18 35

FS

SOCP D-P Cone 1 2.77 2.13 3.62 1.93 1.59 1.84 2.51 6.18

SOCP D-P Cone 2 3.10 2.38 4.05 2.18 1.77 2.05 2.80 6.93

SDP M-C 2.93 2.25 3.83 2.07 1.68 1.93 2.65 6.56

M-C Optum G2 2.89 2.22 3.77 2.04 1.66 1.88 2.62 6.48

M-C Plaxis 2.91 2.23 3.80 2.04 1.68 1.92 2.61 6.58

As diferenças percentuais com os FS estimados com o software Plaxis 2D, foram de 0.83%, 4.83% e de
6.43% para as análises SDP M-C, SOCP D-P Cone 1 e SOCP D-P Cone 2, respectivamente.

Nos campos de velocidade e deslocamentos representados na Fig.3 é possı́vel identificar o mecanismo de
colapso, estimado para os parâmetros do caso 8. Como se pode perceber a superfı́cie de ruptura resulta consistente
entre os diferentes métodos de análise.

5 Conclusões

A comparação dos resultados da modelagem axissimétrica com a tridimensional, demostrou a validade dos
resultados obtidos a partir da analise axissimétrica, tanto em termos do FS quanto na identificação do mecanismo
de colapso, assim como sua eficiência em termos do tempo de processamento.

Como era esperado, os Cones 1 e 2 do critério D-P evidenciaram resultados próximos aos conseguidos da
aplicação direta do critério M-C com programação SDP, com o Cone 1 foram obtidas estimativas mais conservado-
ras do FS (envoltória de ruptura mais restrita) e com o Cone 2 ligeiramente superiores. Os resultados dos códigos
implementados foram muito similares aos conseguidos com os softwares comerciais Plaxis 2D e Optum G2.

A ALN com programação cônica demostrou ser uma ferramenta eficiente para o estudo de problemas de
estabilidade axissimétricos.
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Figura 3. Representação do (a) Campo de velocidades (módulo normalizado) obtido com programação SDP M-C
(b) Campo de velocidades (módulo normalizado) obtido no Optum G2 (c) Campo de deslocamentos (módulo do
vetor de deslocamento) obtidos no Plaxis 2D. Resultados do caso 8.
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[24] C. Couto and A. Farfán. Estudo do fator de colapso em problemas geotécnicos. Dissertação (Mestrado em
Engenharia Civil)-Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy Ribeiro, 2018.
[25] J. Garcı́a Rojas, E. Vargas, and R. Velloso. Análise limite numérica usando programação semidefinida e
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à superfı́cie de escoamento via programação cônica. Latin American Congress on Computational Methods in
Engineering, CILAMCE, 2017.
[31] R. Sun and J. Yang. Axisymmetric adaptive lower bound limit analysis for mohr-coulomb materials using
semidefinite programming. Computers and Geotechnics, 2020.
[32] D. S. Calpa, R. Velloso, E. Vargas, and F. Fernández. Análise limite numérica de problemas axissimétricos
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