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Abstract. This work presents the implementation of numerical limit analysis with mixed-weak formulation, based
on the lower bound limit theorem and its application in axisymmetric stability problems. The finite element formu-
lation was implemented in Matlab, where the optimization problem was established in two parts, the definition of
equilibrium equation and the adaptation of the Drucker-Prager and Mohr-Coulomb rupture criteria into the Second
Order Cone and Semidefined Programming, respectively. The numerical optimization problem was solved using
the MOSEK optimizer, the collapse factor and the velocities field was obtained, identifying the rupture mechanism
of the models. The presented implementation was applied to the stability analysis of a well. The results obtained
in the axissymmetric analysis were verified through analysis in three-dimensional models and compared with the
results obtained in the software Plaxis 2D, and Optum G2.

Palavras-chave: Andlise Limite Numérica, Programacio conica, Axissimetria, Poco, Mohr-Coulomb, Drucker-
Prager.

1 Introducao

A Analise Limite (AL) utiliza os teoremas da plasticidade para estudar problemas de estabilidade, dentro
dos quais tem-se os geotécnicos, com aplicagdo em fundacdes, taludes, escavagdes subterraneas, entre outros. A
Andlise Limite Numérica (ALN) incorpora o método dos elementos finitos na discretizacdo do meio continuo, para
representar a formulagdo continua da AL de maneira aproximada, permitindo estudar problemas de grande com-
plexidade. Uma vez discretizado o meio, € estabelecido o problema de otimizagdo, onde sdo feitas aproximacdes
pelos limites inferior ou superior para obter a solu¢do requerida. Ao longo do tempo, as técnicas de otimizagdo
tém avangado, passando pela programacao linear (Pastor [1]], Pastor e Tugerman [2l], Anderheggen e Knopfel [3]],
Sloan [4], Sloan e Kleeman [35]), a programag¢do ndo linear (Lyamin e Sloan[6]], Krabbenhgft e Damkilde[7]) e
mais recentemente, a programacdo conica (Krabbenhgft et al. [8], Makrodimopoulos e Martin [9], Mohapatra
[LO], Tang et al. [[11]), sendo esta dltima a que tem demonstrado notavel eficiéncia na resolucéo de problemas de
grande escala. Na drea de geotecnia do programa de engenharia civil da PUC-RIO, tem-se implementado modelos
bidimensionais e tridimensionais, para o estudo de problemas de capacidade de carga de fundagdes, estabilidade de
taludes e estimacdo de cargas de colapso em tineis, porém, nao tem-se referéncia de trabalhos focados no estudo
de problemas na condi¢do axissimétrica, e em geral, na literatura tem-se poucas referéncias do tema. A andlise
axissimétrica, permitiria a simplificacdo de alguns problemas tridimensionais, por esse motivo, neste trabalho foi
implementada e aplicada a avalia¢do de estabilidade de pogos.
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2 Analise Limite

A AL se refere ao uso dos teoremas dos limites inferior (TLI) e superior (TLS) da plasticidade, que jun-
tos determinam os valores limites da carga tedrica de colapso plastico. A previsdo das cargas de colapso tem
como objetivo encontrar as forcas que levaram a estrutura ao estado de colapso iminente, sem ter como objetivo a
determinacdo de deformacdes eldsticas, nem pldsticas [12].

2.1 Hipoéteses da Analise Limite

Na AL, o material € considerado isotrépico e rigido perfeitamente plastico (RPP). Os critérios de escoamento
f(0i;) definem uma superficie convexa, fixa no espago das tensdes principais, que especifica a resisténcia do
material.

A dificuldade apresentada ao assumir o material como RPP, no estabelecimento da rela¢do tensdao-deformacao,
¢ superada ao tratar com taxas de deformagdes pldsticas (€;;7), ao invés de deformacdes plasticas (g;;7), as quais
s@o obtidas a partir da lei de fluxo associada [13}[14]: E;jp =7 %(:”), onde % é um escalar positivo, denominado
multiplicador pléstico. ’

2.2 Formulacdo da Analise Limite como problema de otimizacao

Levando em conta as hip6teses de escoamento e comportamento do material na AL, detalhadas acima, para
as quais sd@o cumpridos rigorosamente os teoremas da plasticidade [12,|15}|16], os teoremas da AL sdo formulados
como problemas de otimizacdo, onde o objetivo € estimar a carga de colapso da estrutura.

Existem formulac¢des rigorosas pelo limite inferior (formulagéo estatica), pelo limite superior (formulagio
cinemadtica) e ainda formula¢des mistas, a partir das quais podem ser obtidas solu¢des aproximadas, que ndo
garantem o cumprimento a rigor de nenhum dos dois teoremas da AL. Nos trabalhos de Casciaro e Cascini [[17],
Christiansen [18]], Christiansen e Andersen [19]], sio empregadas formula¢des mistas, que, como € demonstrado
em Zouain et al [20]], permitem obter um fator de colapso que necessariamente serd inferior ao limite superior e
superior ao limite inferior, sendo dessa maneira, mais préximo ao fator de colapso real [21]. Em Aradjo [22] se
demostrou que a formulag@o mista apresenta como principais vantagens a maior facilidade de implementacio e
o fato de possuir consisténcia em relacdio aos campos de tensdes e velocidades obtidos, na busca de uma solugdo
com aproximacdes nos campos estitico e cinematico.

Para a solucdo do sistema de equacdes do problema, o meio continuo € discretizado e € estimada uma solugao
aproximada utilizando o método dos elementos finitos. A solucdo obtida é uma estimacdo rigorosa do limite
inferior ou do limite superior, dependendo do espaco de interpolacdo empregado para discretizar as tensdes e
velocidades. Neste trabalho (ao igual que em Camargol[21]], Cruz 23], Couto [24] e Garcia [25]) foi implementada
uma formulacdo mista-fraca, com formato similar a formulagdo estdtica, porém satisfazendo aproximadamente
as condicdes de equilibrio e de contorno em tensdo, e exatamente as condi¢des de escoamento do material. E
considerada fraca devido ao uso do principio das poténcias virtuais (PPV) para a formulacdo das equacgdes de
equilibrio, onde ¢é igualada a poténcia virtual pelas for¢as externas e a taxa de dissipacdo da energia interna do
material.

Problemas primal e dual de otimizacao

Considerando uma formulag¢do mista-fraca, o problema primal de otimizagao é colocado como:

minimizar (—\)

sujeito a: A (/ U:,‘TidA-F/ u,deV) +/ U7T07,dA+/ IliFOidV —/ O'ijé‘%jpdv =0 (1)
A 14 A 14 14
f(aij) S 0

E o problema dual é dado por:
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maximizar L(oi;, [, p)
9L(0ij, 11: p) -0
o 2)
p=0
n=>0.

sujeito a :

Na eq.(I) A € o fator de colapso, um fator multiplicador das cargas responsdveis do colapso (F;, T;), adi-
cionalmente, tem-se cargas de volume (Fp;) e de superficie (7p;) que ficam fixas, dependendo das condi¢des do
problema estudado, u € a velocidade virtual, utilizada no PPV. Tendo como varidveis do problema ao fator de co-
lapso e as tensoes, e duas restricdes; uma de igualdade (referente ao equilibrio) e uma de desigualdade (referente ao
critério de escoamento). Na eq.(2) é definida uma func¢do Langrageana £, u e p sdo multiplicadores de Lagrange,
os associados as restri¢cdes de igualdade definem as taxas de deformacgao nodais no colapso, e aqueles associados
as restricdes de desigualdade s@o os fatores de plastificacdo [23]. Conhecendo-se a solu¢do do problema primal é
possivel obter a solucdo do problema dual e vice-versa. Essa propriedade é aproveitada neste trabalho para obter
as velocidades nodais que definem o mecanismo de colapso da estrutura geotécnica.

Algoritmo de otimizacao

Recentemente tem-se aplicado o algoritmo de pontos interiores para lidar com critérios de escoamento na
forma cOnica, nos quais o problema de otimizagdo é colocado como:

minimizar  {c}" {z}
sujeitoa: [A]{z} = {b} (3)
{z} e

onde {z} é o vetor das varidveis do problema, [A] {x} = {b} é um conjunto de restri¢des lineares e K é
um cone convexo associado ao problema. Entre os subcampos da programacdo cdnica, os de maior interesse no
modelamento de estruturas geotécnicas sdo a programagio conica de segunda ordem (SOCP) e a programagio
semi-definida (SDP), que se diferenciam pelo tipo de cone associado ao problema. Neste trabalho, o problema de
otimizagao foi colocado como SOCP (critério de escoamento Drucker-Prager (D-P)) e SDP (critério de escoamento
Mohr-Coulomb ( M-C)) e resolvido mediante o software MOSEK [26], que faz uso do método primal-dual de
pontos interiores proposto por Andersen et al [27]].

3 Implementaciao Numérica

O emprego do método dos elementos finitos (MEF) para a solucdo de problemas de estabilidade confere ao
método da AL um potencial de aplicac¢do a problemas de considerdvel complexidade (geometria e carregamento).
Esta secdo estd focada no estado axissimétrico, para as comparagdes feitas com analises tridimensionais foram
consultadas as formulagdes de Camargo [21] e Garcia [25]].

3.1 Estado axissimétrico

Um corpo no estado axissimétrico, € aquele que apresenta simetria em relacdo a um eixo, em quanto a geo-
metria, o carregamento, e nas propriedades e distribui¢ao dos materiais. O corpo tridimensional se pode considerar
como um solido de revolucdo, formado pela rotagao completa de uma se¢do longitudinal bidimensional ao redor do
eixo de axissimetria. Em problemas axissimétricos € comum usar coordenadas cilindricas, r (na direcao radial), z
(na direcdo vertical) e 6 (na direcdo circunferencial). Devido a simetria ndo sdo gerados deslocamentos na direcido
circunferencial e os deslocamentos na direcdo radial e vertical sdo independentes de 8. Em consequéncia, tem-se
4 componentes de deformacio (e,, €., €94, Yrz). Como foi revisto na segio@ na AL sdo empregadas taxas de
deformacdo (g;;) ao invés de deformagdes. Tendo também 4 componentes de tensio (07, 0.z, 06, Trz)-
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3.2 Discretizacao espacial

Na discretizacao do meio continuo foram utilizados elementos quadrilaterais bidimensionais, isoparamétricos,
de 4 nos (tipo Q4), com interpolagdo bilinear do campo de velocidades e de tensdo constante no interior do ele-
mento.

3.3 Formulacio da equacio de equilibrio (restricio de igualdade) do problema de otimizacao

A restrigdo de igualdade da eq.(T)), pode-se reescrever na forma matricial como:

[G]{o} ={fo} +{to} + A{/} +{t}) )

onde [G] = 2r [,[B]"r dA é a matriz de equilibrio, {o'} o vetor de tensdes, {f} = 2x [,[N]" {F}r dA
é o vetor de forcas de volume, {t} = 27 [ [N]T {T} r ds é o vetor de forgas de superficie, sendo [B] a matriz
de compatibilidade cinematica, [IN] a matriz de interpolagéo de velocidades nodais, e r a coordenada radial do
elemento finito considerado. A equacdo de equilibrio global da estrutura resulta do acoplamento das matrizes
elementares, seguindo a mesma metodologia que no método dos elementos finitos convencional.

3.4 Transformacao dos critérios de escoamento ao espago conico

Na sequéncia, € apresentado o procedimento para a implementagdo dos critérios D-P e M-C no problema de
otimizacdo cdnica, para o estado axissimétrico. Os criterios de escoamento foram adaptados com a finalidade de
utilizar o software Mosek Aps 9.2 [26].

¢ Critério de escoamento de Drucker-Prager na forma Conica de Segunda Ordem.

Inicialmente a transformacao do critério D-P no estado tridimensional para o espagco conico de segunda or-
dem foi apresentada por Makrodimopoulos e Martin [9]], sendo empregada também nos trabalhos realizados
na linha de pesquisa de ALN da PUC-RIO (Camargo [21]] e Garcia [25]). A formulagdo do critério no es-
tado axissimétrico, resulta em uma simplificacdo dos trabalhos acima mencionados. O critério D-P pode
ser expresso em termos de invariantes como: ol +v/Jo —k <0, onde a e k sdo pardmetros do modelo,
I{ =0pp + 0.+ 090, Jo = 5 (S2, + S2, + 53,) + SZ.. sendo S,..., S..., Sgg € S, componentes do tensor
de tensdes desviadoras. A restricdo dada pelo critério de escoamento pode-se transformar em uma restricao
linear de igualdade acoplada com uma restricdo conica de segunda ordem, mediante a introdugdo de uma
variavel auxiliar A:

A=k —al]
Vp3+ 3+ pi <A

A restricdo cdnica de segunda ordem neste caso € obtida rearranjando os termos do segundo invariante
de tensdes de desvio Jo . Na formulagcdo do problema SOCP, as varidveis correspondentes ao vetor das
tensdes {0} para um elemento so substituidas por as de um vetor auxiliar {p}, que representa o critério de
escoamento D-P. Matricialmente a transformagao do critério € expressa assim:

&)

A —a —a 0 —«o Orr k
P2 2 2 02z
{r} = = + (6)
P3 =g % 0 2| | 0
P4 0 0 1 0 oY) 0

Em [28]] sdo apresentadas as expressdes para calcular os valores de « e k para varias aproximacdes do Cone
D-P ao criterio M-C, indicadas na Tabela[}
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Tabela 1. Correspondéncia entre os parametros dos critérios D-P e M-C

Parimetros do critério Drucker-Prager

Tipo de cone @ %
Cone 1 (Inscrito) ﬂ(sjﬁﬁj;(/))l/a (5@;2{2;32
Cone 2 (Extensdo triaxial) NQ‘S%% 2{137’2(:?
Cone 3 (Proposto Chakraborty e Kumar) % %
Cone 4 (Médio) 2;3?5 %
Cone 5 (Compressio triaxial) % 2\3[:7;3?

(*) O valor de & varia de 29.5 a 28 para ¢=5° e ¢=45° respectivamente.

¢ Critério de escoamento de Mohr-Coulomb na forma Semidefinida

Na sequéncia, € formulado o critério M-C como SDP, com base nos trabalhos de Krabbenhgft et al. [8],
Martin e Makrodimopoulos [29], Garcia [25]], Bruno et al. [30], nos quais foi estudada a adaptagdo do cri-
terio M-C, para problemas tridimensionais , e o trabalho mais recente de Sun e Yang [31]] para problemas
na condicdo axissimétrica. Ao contrario da programacdo SOCP, na qual nao é possivel tratar diretamente
o criterio M-C no estado axissimétrico, com SDP o critério pode ser tratado em sua forma original, sem
precisar fazer suposi¢des sobre ggg. Inicialmente o vetor de tensdes {o} é rearranjado de maneira a repre-
sentar uma matriz simétrica positiva-semidefinida ([X] > 0). O critério de M-C pode ser definido como:
aop—fPog<kondea=1+senp, B =1— send e rx =2 c cos¢. Para resolver o problema com SDP
o critério pode ser expresso em funcdo de duas restri¢des semidefinidas:

—t[I] - a[S] + &[] = 0

B (7N
t[I]+B[X] =0

onde [I] é a matriz identidade e ¢ é uma varidvel auxiliar.

3.5 Consideracoes adicionais da implementacao numérica

Nos problemas estudados as condi¢des de contorno impostas a estrutura geotécnica foram do tipo Dirichlet,
com velocidades nulas prescritas com o objetivo de garantir a auséncia de movimentos de corpo rigido. O Fator de
Seguranca (FS) foi obtido via reducao dos pardmetros de resisténcia, ao igual que em Camargo [21]], Cruz [23] e
Garcia [25]].

4 Exemplo de aplicacao

O objetivo principal do presente estudo foi a aplica¢do dos cédigos desenvolvidos na andlise de estabilidade
de um pogo, cuja geometria é apresentada na Fig[T{a). Foi incorporada a presenca de um anel de concreto, com
uma espessura da parede de 1.2 metros e comprimento de 30 metros, como elemento rigido. Sendo o interesse da
analise estudar a estabilidade do poco diante da ruptura do solo. Os cddigos foram implementados no software
MATLAB R2019b, o processador utilizado para todos os exemplos foi Intel Core i7-7700-CPU 3.60 GHz. Para a
geracdo de malhas de elementos finitos e identificacdo do mecanismo de colapso foi utilizado o software de pré e
pos processamento GiD v15 (CIMNE, 2020).

4.1 Validacdo Analise Axissimétrica - Analise Tridimensional

Inicialmente, para validar os cddigos implementados para a condicao axissimétrica, foram efetuadas andlises
tridimensionais do problema, com base no cédigo desenvolvido por Garcia [25]. Utilizando o critério D-P com
SOCP, por meio do Cone 2 (Tabela[I)). Na Fig[I[b) ¢ apresentada a geometria e a malha semi-estruturada empre-
gada na discretizagdo do modelo tridimensional do pogo, e na Fig[T[c) a malha plana ndo estruturada da anélise
axissimétrica.
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Os resultados das andlises efetuadas para diferentes pardmetros do solo sdo apresentados na Tabela 2] Em
ela se pode perceber a notdvel redu¢do dos tempos de processamento requeridos no modelo axissimétrico em
comparagdo com o tridimensional, e como a diferenga percentual na estimativa do F'S em todos os casos, ndo
supera 0 2%. Os mecanismos de colapso obtidos a partir do campo de velocidades (o valor representado é o
mdédulo do vetor velocidade normalizado), nos modelos tridimensional e axissimétrico sdo similares, e sugerem a
ruptura pela base do pogo (Fig[2).
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Figura 1. (a) Geometria do poco estudado, (b) Malha semi-estruturada tridimensional do pogo, (c) Malha plana,
ndo estruturada do poco, para a andlise axissimétrica.

Tabela 2. Comparagdo entre os resultados obtidos nas andlises axissimétrica e tridimensional (SOCP D-P cone 2).

Caso 1 2 3 4
v (kN/m?) 16 17 18 19
Parametros c(kPa) 6 10 10 50

?(°) 20 25 20 35

Andlise Axissimétrica 6278 6278 6278 6278
Niimero de elementos

Andlise 3D 31590 31590 31590 31590

Andlise Axissimétrica 15.22 13.44 16.71 22.94
Tempo de processamento (s)

Andlise 3D 439.82 427.93 42854 305.54
S Andlise Axissimétrica 2.94 3.86 3.10 6.93

Andlise 3D 3.00 3.93 3.15 7.04
Diferenca percentual 1.85 1.80 1.74 1.57

4.2 Analise comparativa de estabilidade para diferentes parametros do solo

Na Tabela 3] sdo apresentados os resultados das andlises efetuadas na condi¢io axissimétrica, para 8 casos de
pardmetros do solo. Tendo como objetivo estudar o desempenho da programac¢do SOCP D-P, com aproximacdes
ao critério M-C, pelos Cones 1 e 2 da Tabela[l} na estimativa do F'S. E de comparar os resultados dos c6digos de
ALN implementados nesta pesquisa, com os obtidos dos softwares Plaxis 2D e Optum G2. No caso do Plaxis 2D
o comportamento do material do anel de concreto foi considerado eldstico, com um modulo de elasticidade £ =
20 G Pa, um coeficiente de Poisson v = 0.2, no caso de Optum G2 o material foi considerado rigido. Em todas
as andlises foi adotado um peso especifico do concreto 7. = 24 kN/m?, e criadas malhas de aproximadamente
6000 nos.

Respeito ao desempenho dos Cones D-P com SOCP, para o Cone 1 a diferenca percentual média na estimativa
do F'S com respeito aos resultados obtidos do critério M-C com SDP, foi de 5.50%, e no Cone 2 foi de 5.64%.

Nos 8 casos de pardmetros, os F'S calculados neste trabalho foram muito préximos aos estimados com
o software de ALN Optum G2, sendo de 1.59%, 4.03%, e de 7.33% as diferencas percentuais medias com os
resultados obtidos das andlises SDP M-C, SOCP D-P Cone 1 e SOCP D-P Cone 2, respectivamente.
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Magnitude de velocidade normalizada.
Magnitude de velocidade normalizada.

@) (b)
Figura 2. Campo de velocidades (médulo normalizado), que permitem a identificacdo do mecanismo de colapso
obtido na andlise de estabilidade tridimensional (a) e axissimétrica (b), do pogo, com programagdo SOCP D-P

Cone 2. Resultados do caso 1.

Tabela 3. Fator de Seguranca obtido para diferentes casos de parimetros do solo na analise de estabilidade

Caso 1 2 3 4 5 6 7 8
v (EN/m?) 18 16 17 17 18 17 17 19
Parametros ¢ (kPa) 10 10 15 25 5 1 10 50
o (°) 20 15 25 10 12 15 18 35

SOCPD-PConel 277 213 362 193 159 184 251 6.18
SOCPD-PCone2 3.10 238 405 218 1.77 205 280 6.93

FS SDP M-C 293 225 383 207 1.68 193 265 6.56
M-C Optum G2 2.89 222 377 204 1.66 1.88 262 648
M-C Plaxis 291 223 380 2.04 168 192 261 658

As diferengas percentuais com os F'S estimados com o software Plaxis 2D, foram de 0.83%, 4.83% e de
6.43% para as analises SDP M-C, SOCP D-P Cone 1 e SOCP D-P Cone 2, respectivamente.

Nos campos de velocidade e deslocamentos representados na Fig[3] € possivel identificar o mecanismo de
colapso, estimado para os pardmetros do caso 8. Como se pode perceber a superficie de ruptura resulta consistente
entre os diferentes métodos de andlise.

5 Conclusoes

A comparag@o dos resultados da modelagem axissimétrica com a tridimensional, demostrou a validade dos
resultados obtidos a partir da analise axissimétrica, tanto em termos do F'S quanto na identificagdo do mecanismo
de colapso, assim como sua eficiéncia em termos do tempo de processamento.

Como era esperado, os Cones 1 e 2 do critério D-P evidenciaram resultados préximos aos conseguidos da
aplicagdo direta do critério M-C com programacdo SDP, com o Cone 1 foram obtidas estimativas mais conservado-
ras do F'S (envoltdria de ruptura mais restrita) e com o Cone 2 ligeiramente superiores. Os resultados dos c6digos
implementados foram muito similares aos conseguidos com os softwares comerciais Plaxis 2D e Optum G2.

A ALN com programacio conica demostrou ser uma ferramenta eficiente para o estudo de problemas de
estabilidade axissimétricos.
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Figura 3. Representacgdo do (a) Campo de velocidades (m6dulo normalizado) obtido com programacdo SDP  M-C
(b) Campo de velocidades (médulo normalizado) obtido no Optum G2 (¢) Campo de deslocamentos (médulo do
vetor de deslocamento) obtidos no Plaxis 2D. Resultados do caso 8.
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