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Resumo. Estuda-se o comportamento estdtico de placas retangulares de material hipereldstico, isotrdpico,
homogéneo e incompressivel. As placas estdo simplesmente apoiadas e sdo avaliadas sob efeito de um
carregamento axial na dire¢do x e, posteriormente, um carregamento de pressdo transversal uniformemente
distribuido. Ambas as nio linearidades sdo consideradas, sendo a ndo linearidade geométrica incorporada com a
teoria ndo linear de von Kdrman e a ndo linearidade fisica, por sua vez, inserida com a utilizacdo do modelo
constitutivo hipereldstico Neo-Hookeano. O sistema de equacdes de equilibrio é obtido com a aplica¢do do
Principio de Hamilton e do método de Rayleigh-Ritz, e resolvido utilizando o método de Newton-Raphson. Para
a solu¢do do problema consideram-se expansdes no campo de deslocamentos de trés graus de liberdade (GDL)
para ambos os carregamentos e, além disso, para o caso de pressdo consideram-se doze GDL e o desenvolvimento
de um método denominado modelo local (MML). Obtém-se as relagdes carga-deslocamento e observa-se a
influéncia da nio linearidade fisica quando obtidos grandes deslocamentos.

Palavras-chave: placas hipereldsticas, lei constitutiva Neo-Hookeana, nio linearidade fisica, ndo linearidade
geométrica.

1 Introducio

Placas sdo elementos estruturais amplamente empregados em diversas dreas da engenharia, podendo estar
submetidas a carregamentos axiais e perpendiculares a superficie. No estudo de placas compostas por materiais
elastoméricos com caracteristicas hipereldsticas, as ndo linearidades fisica e geométrica t€m influéncia
significativa na resposta obtida pelas andlises, sejam elas estaticas ou dindmicas.

A representagdo da relag@o ndo linear entre deformagao e deslocamento, isto €, a ndo linearidade geométrica
da placa, pode ser considerada na teoria nfo linear de von Kdrman. As leis constitutivas hipereldsticas, que
introduzem uma relag@o nio linear entre tensdo e deformacgdo, sdo empregadas para simular o comportamento de
materiais do tipo borracha e tecidos biolégicos moles, definindo a ndo linearidade fisica. Como exemplo de
modelos constitutivos hipereldsticos, tém-se o Neo-Hookeano, o de Mooney-Rivlin e o de Ogden.

A deflex@o estdtica e vibragdes de grande amplitude de placas finas retangulares de borracha sdo analisadas
por Breslavsky, Amabili e Legrand [1]. No estudo, as ndo linearidades fisica e geométrica so consideradas e, para
tanto, utiliza-se o modelo constitutivo hiperelastico Neo-Hookeano e a teoria no linear de von Karman. E proposto
um método para elaborar um modelo local (MML) que aproxima o comportamento da placa em torno de uma
configuracdo deformada previamente desconhecida. Verifica-se que o MML composto por um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias, envolvendo ambas as nao linearidades, descreve com precisdo o comportamento
de uma placa de borracha. Estudo semelhante € feito para placas finas quadradas de borracha e material biolégico
em Breslavsky, Amabili e Legrand [2]. No qual se descreve a ndo linearidade fisica utilizando as leis constitutivas
hiperelasticas Neo-Hookeana, de Mooney-Rivlin e de Odgen. A ndo linearidade geométrica ¢ modelada por meio
da teoria ndo linear de Novozhilov que considera as ndo linearidades do plano.

Uma metodologia baseada em aproximacdo por elementos finitos em conjunto com técnicas de otimizac¢do
topoldgica para andlise da resposta dindmica ndo linear de ressonadores, que sdo placas finas retangulares, é
proposta por Tripathi e Bajaj [3]. Admite-se que as placas obedecem as leis de Kirchhoff e aplicam-se dois

CILAMCE-PANACM-2021

Proceedings of the joint XLII Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering and
11 Pan-American Congress on Computational Mechanics, ABMEC-IACM

Rio de Janeiro, Brazil, November 9-12, 2021



Andlise ndo linear fisica e geométrica de placas retangulares

modelos, o Neo-Hookeano e o de Mooney-Rivlin, para representar o material hipereldstico. Utiliza-se a
sobreposi¢do modal para desenvolver a resposta dindmica ndo linear das estruturas sintetizadas e avalia-se a
resposta forcada as excitagdes de base.

Posteriormente, Amabili ef al. [4] investigam a vibracdo de pequena amplitude e a grande deflex@o estatica
de uma placa fina quadrada de borracha de silicone. As andlises sdo realizadas analitica, numérica e
experimentalmente. No modelo analitico obtém-se as equagdes do movimento utilizando uma abordagem
energética, aplicando o modelo de Mooney-Rivlin para o material e a teoria ndo linear de Novozhilov. O modelo
numérico é desenvolvido por meio de um programa comercial de elementos finitos. Conclui-se que hd
convergéncia nos resultados experimentais e numéricos para os primeiros quatro modos e frequéncias naturais.

Ja Ansari et al. [5] propdem uma nova formulacio para avaliar grandes deformagdes em placas retangulares
hiperelasticas na qual as equagdes do movimento sdo apresentadas em um formato matricial. Para descrever o
material utiliza-se o modelo Neo-Hookeano sob dois regimes: compressivel e quase incompressivel. O trabalho
apresenta como vantagens da abordagem proposta a taxa de convergéncia rdpida, a eficiéncia computacional e a
simples implementacio.

Dessa forma, o objetivo do presente trabalho € analisar as influéncias das néo linearidades fisica e geométrica
no comportamento ndo linear de placas retangulares compostas de material elastomérico hiperelastico do tipo Neo-
Hookeano. Sdo obtidos os caminhos néo lineares de equilibrio considerando ambos os carregamentos e ambas as
ndo linearidades e, na solugdo do problema para o carregamento de pressdo aplica-se o método do modelo local.

2 Formulacao matematica

E considerada uma placa retangular fina de espessura constante 4, dimensdes do plano a e b, simplesmente
apoiada com bordas iméveis, conforme eq. (1), e composta por material isotrépico, homogéneo, hipereldstico e
incompressivel descrito pela lei constitutiva Neo-Hookeana, com Mdédulo de Elasticidade E. Assim, a Fig. 1 ilustra
a geometria da placa definida no espago Euclidiano tridimensional:

v=v=w=M =0 emz=0a

1
uzvzszyzO emy =0,0. M

Em que u, v e w sdo os deslocamentos nas diregdes x, y e z, respectivamente; e M, e M, sdo os momentos de
flexdo x e y.

Figura 1. Placa retangular e sistema de coordenadas

As equacdes de equilibrio do problema sdo determinadas a partir do principio variacional conforme eq. (2)
sendo a energia potencial de deformacio eldstica, /7, dada pela eq. (3).

on
dq;

H:fffVW av. 3)

Nas quais ¢g; sdo coordenadas generalizadas, Q; sdo as forcas generalizadas, V € o volume da placae W ¢ a
densidade de energia de deformacao.
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2.1 Nao linearidade geométrica (NLG)

A andlise ndo linear geométrica, pode ser considerada por meio da aplicagc@o da teoria ndo linear de placas
de von Kédrmdn, que possui a relacdo deformagao-deslocamento presente nas eq. (4) - (6), nas quais €1, €, € €12 sS40
as componentes do tensor de deformagdes de Green-Lagrange:

2 2

o = vy Loup 0w ©
dr 2|0z ox?
o 1fow) o

€ S 5)
oy 2|90y oy?

_Ou , Ov , Qwow 9 A*w

— =2z

=—+—+ :
12 dy Ox Oz Jy 0xdy

(6)

Na andlise do carregamento axial, segundo Breslavsky, Amabili e Legrand [1], os deslocamentos sdo
expandidos em funcdes de senos simples de acordo com as eq. (7) - (9), garantindo as condi¢gdes de contorno do
problema.

w(z,y) =w,, sen[ﬁ] sen[ﬂ]. @)
a b
27z Y
u(z,y) = Uy, sen[—] sen[—]. 8)
a b
2
u(z,y) = vy, sen[ﬁ] sen ﬂ} 9)
a b

Ja para pressdo transversal, de acordo com Breslavsky, Amabili e Legrand [1], os deslocamentos sdo
expandidos conforme as eq. (10) - (12).

nm mmy
w(z,y) = Z W, 1 sen[ ] sen[ ; ] (10)

n,m € N a
2nmx mTmy
u(z,y) = Z Uy, . Sen sen . (11)
n,m €N 7 a b
nmTT 2m my
v(z,y) = Z v, 5, Sen sen | (12)
’ a

n,m €N

Os modos utilizados para trés e doze graus de liberdade estdo apresentados na Tab. 1. As coordenadas
generalizadas de dois indices Wym, Uzem € Vi2om S30 divididas pelas espessura h da placa e substituidas por
coordenadas generalizadas de um indice ¢; com i variando de um até o nimero total de graus de liberdade N.

Tabela 1. Modos utilizados no campo de deslocamentos

Numero de GDL Modos
3 Wi, U2,1, V1.2
12 Wij I, J =13; UijViiy i=2,4,‘j=],3.

2.2 Nao linearidade fisica (NLF)

A relagdo ndo linear entre tensdo e deformacdo de materiais hipereldsticos é descrita por modelos
constitutivos fundamentados na funcio de densidade de energia de deformacdo, W. Neste trabalho, utiliza-se o
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modelo constitutivo Neo-Hookeano incompressivel que tem a fun¢do de densidade de energia de deformacgdo
descrita conforme eq. (13), na qual I; é o primeiro invariante de deformacdo e v é o coeficiente de Poisson.
E
W=——(I-3). (13)
41+ v)
O primeiro invariante de deformag@o é obtido por meio da utilizagdo do tensor direito de deformacao de
Cauchy-Green, C, que ¢ definido pela eq. (14), na qual E € o tensor de deformagdes de Green-Lagrange e I € a
matriz identidade.

2¢, +1 €19 0
C=2E+1= €19 2e, +1 0 . (14)
0 0 2eq +1

Definido o tensor direito de deformagdo de Cauchy-Green, pode-se encontrar o primeiro invariante, eq. (15),
e o Jacobiano, eq. (16), que exerce papel de terceiro invariante.

I =t(C) = 2(¢, +¢, +¢)+3. (15)

J? = det(C) = (2e; + 1)((2e; +1)(2g, + 1) — &},). (16)

O Jacobiano assume valor unitdrio quando o material é incompressivel e, utilizando essa condi¢do, pode-se
definir a tensdo normal transversal €3 como se apresenta na eq. (17).

1
gy = -

3 (17)
2((2e, + 1)(25, +1) — ¢fy)

N |

Observa-se que, utilizando as formula¢ées mostradas, a fungcdo de densidade de energia ndo assume uma
forma polinomial em deformagdes, o que seria mais vantajoso para tornar a avaliagdo do comportamento ndo linear
das placas menos dificultosa. A solu¢do de sistemas com esse tipo de equacionamento s6 € possivel numericamente
e limita-se a modelos com poucos graus de liberdade. Assim, para o problema considerando o carregamento axial
na direcdo x linearmente distribuido, utiliza-se uma expansio em série de Taylor da eq. (17) até quarta ordem, que
fornece a deformacdo normal transversal, e substitui-se essa expansdo em série na equagdo da funcio de densidade
de energia de deformacio. E neste caso, que considera carregamento linearmente distribuido na direcio x ao longo
do contorno x = 0; a, tem-se que o trabalho das forcas W, é dado pela eq. (18).

a b
1
W, =, [ [ue.y), +Juy). (18)
0 0

Porém, para problemas com muitos graus de liberdade, como o caso considerado para o carregamento de
pressdo com um campo de deslocamento com doze GDL, as equacdes com termos de ordem superior a trés sdo
indesejaveis porque necessitam de grande esfor¢o computacional durante a integrag@o. Por essa razdo, Breslavsky,
Amabili e Legrand [1] propdem o MML que visa simplificar as andlises e serd utilizado no presente trabalho na
solucdo do problema com carregamento de pressdo transversal.

Quando analisada apenas ndo linearidade geométrica, a funcdo de densidade de energia de deformacao € dada
pela eq. (19).

W = 4512 + 453 +4ee, + 5122 ) (19)

L(
41+ v)

2.3 Método do modelo local

O MML se baseia na transformagdo da fungdo de densidade de energia de deformacdo Neo-Hookeana, por
meio de uma expansdo local capaz de descrever o comportamento da placa apenas localmente, em torno de uma
configuracio estdtica deformada conhecida. O desenvolvimento completo do método pode ser encontrado em
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Breslavsky, Amabili e Legrand [1] e Amabili [6].

Para a aplicacdo do MML, as coordenadas generalizadas passam a ser descritas conforme eq. (20), na qual a
¢ um pardmetro formal considerado de valor unitirio, ¢ é uma configuracio conhecida, q'V é uma nova
configuragdo a ser calculada e q‘» é uma configuracdo auxiliar que desaparece com a diferenciagio a ser realizada,
mas é necessdria para descrever as deformagoes.

q =49 +aq? +a’q?. (20)

As componentes de deformacdo sdo expressas nas eq. (21) - (23) que sdo obtidas aplicando no campo de
deslocamentos, para cada coordenada generalizada ¢;, a expansdo da eq. (20). Feito isso, utilizam-se os campos de
deslocamentos gerados com essa aplicacdo para descrever as deformagdes utilizando a teoria de von Kdrmén. As
deformagdes em cada diregdio terdio, entdo, termos que ndo acompanham a, pertencentes a &?; termos que
acompanham o, pertencentes a &/; termos que acompanham a2, pertencentes a £?; e os termos que acompanham
as potenciais superiores a a2, que serdo desconsiderados. A fungio de densidade de energia é, entdo, modificada
com a aplicagdo das eq. (21) - (23).

g, = &9 + ael 4 a2®. Q1)
g, = & + aell) 4+ 2. (22)
e = &Y + acl) + a2 (23)

Devido a aplicagio do MML, a diferenciagfio da eq. (2) ocorre em relacdo as coordenadas generalizadas g,V
As forgas generalizadas Q; sdo definidas pela eq. (24).
ow

Neste estudo, o carregamento de pressdo utilizado € uma carga distribuida de direcdo constante, assim o
trabalho das forcas W, é dado pela eq. (25).

w,=p[ [w (25)

Utilizando as formulagdes apresentadas e aplicando o Método de Rayleigh-Ritz, as equagdes de equilibrio
tomam a forma da eq. (26), nas quais na qual k;, kij, kijt, ki s30 coeficientes resultantes da integrag@o na area.

N N N
k; (q<0>) + 2k (q(o) )qgl) + 2 Ky (q(o) )q;l)q]il) + 2 by (q<0>)q<]_1>qlil)ql<1> =G (26)
j=1 k=1 k=1

A solu¢do do sistema de equacdes nao lineares € obtida aplicando-se o método de Newton-Raphson com
algumas modifica¢des devido a utilizagdo do MML. Os célculos t€m inicio a partir de uma configura¢do deformada
conhecida ¢ e, para a analise estética, a primeira configura¢do conhecida € aquela decorrente w; ;=10h do modelo
apenas ndo linearidade geométrica. Assume-se que a primeira coordenada generalizada desconhecida g,V tem
valor H= 0.01¢,. Resolve-se as equagdes determinando as demais coordenadas generalizadas gV e a forga p. A
configuracdo estética € atualizada para a proxima iteracdo de acordo com a eq. (27):

q? — q@ + qW. (27)

3 Resultados Numéricos

Considera-se que a placa retangular simplesmente apoiada possui dimensdes a= 0.80 m e b= 1.00 m, com
espessura = 0.005 m. O material € hiperelastico do tipo Neo-Hookeano, com coeficiente de Poisson v= 0.5 e
Modulo de Elasticidade E= 107 Pa.
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3.1 Carregamento axial

Considerando a placa submetida ao carregamento axial obteve-se a carga critica igual a 5.761 N/m e o
caminho nao linear de equilibrio, considerando apenas a ndo linearidade geométrica e ambas as ndo linearidades,
apresentado na Fig. 2. Observa-se a partir do zoom (retdngulo préximo a origem do sistema de eixos) que
inicialmente, para pequenos deslocamentos, as duas curvas se sobrepdem e ambas partem do valor da carga critica
(solucdo linear). Com o acréscimo de deslocamento as duas curvas se distanciam, sendo que a solucdo
considerando apenas a NLG tem um maior ganho de deslocamento em um menor acréscimo de carregamento. A
partir de uma relag@o de aproximadamente w/h = 70 a solucdo considerando NLG e NLF apresenta um acentuado
aumento de carga para pequenos acréscimos de deslocamento. Por fim, verifica-se que consideracdo da NLF
influencia no comportamento estético da placa quando grandes deslocamentos sdo considerados.

200
| 0.012 y NLG .I
160 1 / —--NLGeNLF|/
0.0081 / !
1 - /
E 1207 004 : !
@ B 0 0.4 0.8 K
& 80 J
/
J )
40 - 4
0+ 1 I I
0 20 40 60 80 100
(w/h)centro

Figure 2. Caminho ndo linear de equilibrio

3.2 Carregamento de pressiao

Na Fig. 3 exibe-se a relag@o pressdo-deslocamento transversal normalizado pela espessura com duas curvas,
sendo uma delas referente ao modelo de doze graus de liberdade (12 GDL) com apenas ndo linearidade geométrica
(NLG) e a outra, com ambas as ndo linearidades (NLF e NLG). Constata-se que, até um deslocamento de 20#, as
curvas se sobrepdem e apenas NLG seria suficiente para descrever o comportamento do sistema. E por esse motivo
que uma configuracdo inicial calculada no sistema com apenas nao linearidade geométrica, ou seja, considerando
o material linear, é utilizada como ponto de partida no método do modelo local que contempla ambas as nao
linearidades. Além disso, observa-se que a NLF influencia o comportamento da placa submetida a grandes
deslocamentos ja que a partir de aproximadamente w/h = 40 o ganho de deslocamento aumenta, para 0 mesmo
aumento de pressdo, na solugdo considerando as duas ndo linearidades.

160
12 GDL - NLG
Tl=e=e= 12 GDL - NLF e NLG .
120-
£ 80-
a i "".
40
0 f "'—x‘-.‘ T T ! J ' ' '
0 20 40 60 80 100
(w/h)centro

Figura 3. Relagdo pressdo-deslocamento transversal normalizado - comparativo entre apenas NLG com NLG e
NLF
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A Fig. 4 mostra os resultados obtidos quando sdo consideradas as duas ndo linearidades em um sistema com
trés (3 GDL) e outro com doze graus de liberdade (12 GDL). A medida que a magnitude dos deslocamentos
aumenta percebe-se que o modelo com 3GDL ndo € suficiente para representar a solucdo com a acuricia
necessdria, mas que para pequenos deslocamentos (menores que aproximadamente w/h = 20) o modelo com menor

nimero de graus de liberdade pode ser utilizado.

160
3 GDL -NLF e NLG
Tl=e=-= 12 GDL - NLF ¢ NLG .
120
~ '.'.
g
2 80A 4
<~ o
o o
40
0 4 "'-x' T T T T ! T

0 20 40 60 8 100
(w/h)centro

Figura 4. Diagrama pressao-deslocamento para ndo linearidades fisica e geométrica

4 Conclusao

Analisa-se a influéncia das ndo linearidades fisica e geométrica no comportamento ndo linear de placas
retangulares compostas de material elastomérico Neo-Hookeano. Para isso, obtém-se os caminhos nao lineares de
equilibrio considerando inicialmente um carregamento axial e posteriormente um carregamento de pressao
transversal. Para a solucdo da placa submetida a pressao utiliza-se o MML, conforme proposto por Breslavsky,
Amabili e Legrand [1].

Em ambas as consideragdes de carregamento observa-se que para pequenos deslocamentos a NLF nao
influéncia na resposta, porém a medida que os deslocamentos transversais aumentam as duas solucdes divergem.
Além disso, verificou-se a partir da andlise da placa submetida a pressdo transversal, que a consideragdo do campo
de deslocamentos utilizando expansdes modais com apenas 3GDL ndo ¢ suficiente para representar a solugdo do
problema com precisdo, sendo necessdrio utilizar um maior nimero de modos na expansao.
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