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Abstract. A equacdo do calor ndo linear possui grandes aplicacdes em diversas dreas, como nas Engenharias, na
Biologia e na Medicina. Neste trabalho comparamos os métodos de Newton e de Picard para resolver numeri-
camente a equacdo do calor unidimensional ndo linear, onde a condutividade térmica depende da temperatura do
meio. Primeiramente, discretizamos a equag¢do no tempo usando o método de Euler implicito, obtendo-se uma
sequéncia de problemas de valor de contorno ndo lineares e a varredura no tempo serd realizada com o método
padrdo, Time-Stepping. Para a derivada espacial que também é dependente do gradiente da temperatura, usamos
o Método das Diferencas Finitas. Os sistemas nao lineares obtidos s@o linearizados usando o método de Newton
e o método de Picard. Com base nos testes numéricos comparamos a quantidade de iteracdes e os tempos com-
putacionais para resolver os sistemas com o uso de cada um dos métodos de solucdo e elencamos suas vantagens
e desvantagens para este tipo de problema.
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1 Introduction

Os problemas envolvendo a transferéncia de calor tem estudos em diversas dreas de aplicagdo, em especial
os iniciados com a Lei de Fourier, onde o fluxo de calor € proporcional ao gradiente da temperatura.

Em [1]] foi resolvido a dependéncia da condutividade térmica da temperatura em semicondutores, com a
equacdo de Fourier, aplicando o Método de Diferencas Finitas (MDF) e usando o método de Newton para linearizagio
dos sistemas ndo lineares. Obtiveram bons resultados e o método utilizado se mostrou estavel para o problema anal-
isado. [2] resolveram a equacdo de Fourier usando coeficientes de condutividade térmica randdémicos e usaram o
método Multigrid para acelerar a convergéncia.

O método de Newton € um método tipico para resolver problemas ndo lineares, o processo iterativo gera
uma sequéncia de pontos que a cada iterada se aproximam da solugdo. A convergéncia é quadratica desde que a
escolha da estimativa inicial seja adequada [1]]. Por outro lado, o método de Picard é conhecido como método das
aproximacdes sucessivas, ou seja, ele lineariza o sistema e depois resolve as equagdes resultantes do mesmo. Entre
suas principais vantagens estdo a facilidade de implementacdo, a manutencdo da simetria do sistema de equagdes
€ um menor custo computacional para cada iteracdo. Mas tal método pode apresentar problemas de convergéncia
em casos altamente ndo lineares, conforme reportado por [3]], onde foi utilizado o Método dos Elementos Finitos
de uma, duas e trés dimensdes envolvendo, tanto o estado estaciondrio quanto o transiente, na solu¢éo do problema
de fluxo multidimensional saturado varidvel.

A solucdo de problemas altamente ndo lineares também foram objetos de estudos de [4]] e [15], onde utilizaram
os métodos de Newton e Picard e uma modificacdo para o método de Picard, para a equacdo de Richards.

[6] comparou métodos de linearizacdo, L-esquema, Newton e Picard Modificado, para o fluxo multifdsico
acoplado e o transporte reativo em meios porosos. [[7] compararam tais métodos propostos por [6] para o problema
unidimensional de escoamento bifdsico em meio poroso rigido, utilizando o método de volumes finitos para a
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discretizacdo espacial, e Euler implicito para a discretizagdo temporal. Para a resolugdo dos sistemas lineares ger-
ados utilizaram o solver Gauss-Seidel lexicografico de forma acoplada, acelerando a convergéncia com o método
Multigrid e Ciclo W.

Neste trabalho discretizaremos a equagdo de calor nao linear unidimensional, usando o Método de Diferencas
Finitas (MDF), para a discretizacdo espacial e Euler implicito para a discretizag@o temporal. E para as linearizacdes
usamos os métodos de Newton e de Picard. Apos isso, efetuamos um estudo para indicar as vantagens e desvanta-
gens de cada um dos métodos.

2 Mathematical and Numerical model

Para [8]], a transferéncia de calor € o trinsito de energia devido a uma diferenga de temperatura no meio, e
quando existe essa diferenga, um corpo cede calor para o outro. Essa troca de calor gera uma taxa classificada como
coeficiente de condutividade térmica, que em geral, em problemas realisticos, depende da prépria temperatura.

Assim, a equagdo do calor unidimensional que serd tratada neste trabalho, como descrita em [1] é

ou 0 ou
oy~ e (HG) + 1 =0 m

no intervalo espacial z € [a,b] etempot € (0,t¢], onde p é a densidade, ¢, € a capacidade térmica de pressurizagio,
e k € a condutividade térmica. Observe que p € ¢, sdo valores constantes, porém k depende da temperatura w.
As condicdes de contornos e iniciais, sao dadas, respectivamente por:

u(a,t) = uq, u(b,t)=up,t>0, 2)

u(z,0) = uo(x),z € [a,b], 3)

onde u(x,t) e f(x,t) representam respectivamente, a temperatura e o termo fonte na posi¢do x e no tempo ¢. E as
condicdes de contorno sdo representadas por u, € up.
Reescrevendo a Equation (T)) e usando a regra da cadeia, temos

ou ou\ 2 9%u
Peo oy = Ouk(u) <6m> + k(u)@ +f, €]

onde 9, representa a derivada parcial em relagdo a variavel u.

As solugdes analiticas nem sempre s@o ficeis de serem encontradas, logo, a modelagem numérica pode ser
usada. Vamos adotar aqui uma malha uniforme sobre o dominio espacial onde cada ponto u(z;) serd denotado por
u; com x; dado pela

x; =a+ (i—1)h, i=1,2,...,N, (5)
onde h = ]l\’,’fl € o espacamento entre os nds na malha espacial, com N sendo a quantidade de nés.
A partir da Equation H com passo de tempo 7 = tﬁf, onde M ¢ a quantidade de passos de tempo e usando

o método de Euler implicito para a discretizacio temporal, temos

2 n+1
pc 7 7 a kn+1 a ui
— = Oy k; _

P k Ox?

n+1 n n+1
ulrmt — ou!
- ( + £ Q)

2
> + kn-&-l
xr i
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onde n+1 € o passo de tempo atual e ¢ indica a posi¢do no espago e k?“ denota k(ul-”'l). A discretizacdo espacial
das derivadas envolvidas na Equation (6) serd dada pelo Método das Diferencas Finitas (MDF), com Diferengas

Centradas (CDS) de segunda ordem. Portanto, temos

1 n+1 n+1 2 1 n+1 n+1 n+1
un+ Uy — Uy . 92yt uy — 2u;"" +ul 7

Ox 2h 0z2 h?

Substituindo a Equation (7) na Equation (), temos:

2

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
u; ' — U 1 Wit — Uigy 1wty —2uy T ey 1
pcp( : T : > :8uk-;”+ 2h +k-;’7’+ h2 +f2n+ : (8)

3 Métodos de Linearizacao

A ndo linearidade da equacgdo do calor pode ser tratada através de diversos métodos. Neste trabalho usamos
os métodos de linearizacdo de Newton e de Picard.

3.1 Método de Newton

O esquema de iteracdo de Newton pode ser pensado como um método de corda paralela com atualizagdo,
ou seja, usamos a tangente da funcdo como matriz de iteracdo e atualizamos essa matriz de inclinagdo a cada
iteracdo. O esquema de Newton possui convergéncia quadratica, isso é garantido desde que a estimativa inicial
seja proxima a solucdo [9]. Para a implementacdo do método de Newton [[1] introduziremos um vetor coluna
G"t = (a7t Gett L G com os componentes:

Gt =uft —w,, G =ultt -y, ©)
2
n-+1 n n+l __ n+l n+l n+1 n+1
Gl — e (Y T U g gt (Yo Y _ gt [ iz 2ui T Fuy 7 (10)
o T i 2h i E i

parai =2,3,...,N — 1.
The system of nonlinear equations (I0) and the boundary conditions, equation (9), are written as one equation

G" ") =0, (11)
onde
utt = [u?“,ugH, ...,uT](,H]T. (12)

Introducing the iterative process on u” ¥ 1 where v + 1 is current iteration, and starting by some initial
guess u™ 10, the nonlinear system (TT)) can be solved by the

wrt e gty () TG )y = 0,1,2, (13)
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. . . 1 . .
onde L™ ¢ a matriz Jacobiana de G™ "' com respeito a u”**. Assim:

Ln+1,u _ aGn+1

- o ). 049

3.2 Método de Picard

E possivel derivar um método simpldrio a partir do problema de ponto fixo, que é denominado de substituicdo
sucessiva ou Picard, tem entre suas caracteristicas a facilidade de implementacdo, a manuten¢do da simetria do
sistema de equagdes e custo computacional menor para cada iteracdo [10], porém pode apresentar problemas de
convergéncia em problemas altamente ndo lineares [3]]. De acordo com [9] a técnica iterativa de Picard se apresenta
como um método robusto de ponto fixo, que é globalmente convergente com uma taxa linear ou sublinear.

O método de Picard normalmente é utilizado nas iteragdes iniciais de uma estratégia geral de solucdo de
sistemas de equacdes ndo lineares, para viabilizar a convergéncia de métodos mais rapidos, como por exemplo,
o método de Newton, abordado anteriormente. Isto se deve ao fato de que o método apresenta um raio de con-
vergé€ncia amplo, porém tem baixa taxa de convergéncia, surge ai o interesse de combinar o método com métodos
mais rapidos que tenham raio de convergéncia baixo [3] [4].

A linearizagdo utilizando o método de Picard, € classificada computacionalmente por [3]] [S] [11][12] como
de simples implementacdo, e mais barato computacionalmente, mas ndo € tdo preciso devido a aproximagao ser
feita por uma parte linear e outra ndo linear, [7]], fato esse na comparag¢do com o método de Newton, pois € utilizado
o esquema de eliminag@o gaussiana, ou método de Gauss-Seidel como solver.

Isolando a varidvel u?“ na Equag@o (8) e criando o processo iterativo, temos o método de Picard dado por

n+l,v+1 _ ﬁ Axkoa k7t+1,y ( n+1,v un+1,1/+1)2 +

i A 4h2 ui+1 - |

Ak v v v v
SR (Y 2 ) AR )

onde A = p%, v 4 1 é a iterada atual e u' representa a solugdo convergida no passo de tempo anterior.
- ,

Observe que quando temos as posicdes no espago ¢ e ¢ — 1, usamos os resultados da iteragdo v, enquanto na
posicdo ¢ + 1 usamos o v + 1.

4 Resultados

Este trabalho teve como objetivo a comparacao entre os métodos de Newton e Picard para o modelo descrito
em [}, ou seja, consideramos uma haste homogénea fina, ao longo do eixo « no intervalo x € [1, 3], sem fontes de
calor e sem radiacdo. A densidade p e a capacidade calorifica ¢, sdo constantes unitdrias e a condutividade térmica
¢ dada por

k(u) = koeX™) (16)

onde ky e x constantes fisicas associadas a maior ou menor ndo linearidade. Consideremos as condig¢des de
contorno expressas por

w(l,t) =2, u(3,t)=1,¢t>0, (17)

e a condi¢@o inicial dada por

T —

u(z,0) =2 — ! +(z—-1)(x—-3), zell,3] (18)
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As simulac¢des numéricas foram realizadas com o software Matlab, versdo R2015a. A verificagdo do cédigo
para o método de Picard se deu através da comparacio com os resultados apresentados por [[1] para o método
de Newton, e testadas para os pontos M = N = 2P 4+ 1, com p € Z variando de 5 a 12. Apresentaremos oS
resultados para o caso p = 12, visto que os demais casos apresentaram resultados similares. Nas Eqs. 10 e 15,
respectivamente, para os métodos de Newton e Picard, 8u(k:?+1’”) = X Ko e ™) Usaremos a variacao para kg
sendo os valores de 1072,1072 ¢ 10~ !; e  sendo os valores de —9.0, —7.0, —5.0, —3.0 e —1.0. Utilizamos como
critério de parada para resolver o sistema de equagdes lineares resultantes do processo de linearizagdo, a norma [
da diferenga entre as solugdes de duas iteradas consecutivas, com tolerancia 10~8, segundo [1].

Na Table 1, a comparagdo realizada entre os métodos se deu através do nimero de lineariza¢des médias a
cada passo de tempo, até que a tolerdncia fosse alcangada. Podemos observar que com o método de Newton, o
nimero de linearizacdes mantém-se grosseiramente estdvel para qualquer valor de o € X, enquanto que com o
método de Picard esse nimero cresce com o aumento de kg e x. Esse comportamento pode ser confirmado ao
medirmos o tempo computacional (tcpyr) necessario para obter a solugdo numérica em ambos os métodos, como
mostra a Figure 1.

Table 1. Numero de lineariza¢gdes média dos métodos de Newton e de Picard considerando uma malha com N =M
= 4097 pontos, para diversos valores de kg € x.

Ko 1073 102 107!

% 90 -50 -10|-90 -50 -1.0 | -90 -50 -1.0
Newton | 20 20 20 | 20 20 20 | 20 2.1 2.6
Picard | 3.0 7.0 369 | 10.7 51.1 3158 | 72.7 332.6 19948

Podemos notar que o método de Picard, Figure 1, possui menor ¢t pyy na maioria dos casos, se comparando
com o método de Newton, apesar de realizar um niimero maior de linearizagdes, observe os casos que xo = 10~}
e x = —3.0 ou x = —1.0 o método de Newton € mais eficiente que o método de Picard. Este fato também foi
observado por [3] [6]], onde os autores mostram que o método de Picard é mais eficiente quando se tem baixas nao
linearidades.

5 Conclusions

Neste trabalho, foi considerada a equacdo da transferéncia de calor unidimensional com condutividade térmica
dependendo da prépria temperatura. Esta equacdo foi resolvida numericamente utilizando o Método de Euler
implicito para a discretiza¢do temporal ¢ o0 MDF com aproximagdo do tipo CDS para a discretiza¢do espacial.
Foram comparadas as linearizacdes de Newton e de Picard. Os resultados mostraram a eficiéncia do método
de Picard comparando com o método de Newton quando tratamos de problemas com baixo grau de nao lineari-
dade. Nas informagdes coletadas observamos que o nimero de linearizagdes para o método de Newton se mantém
grosseiramente constante e muito inferior ao método de Picard, porém quando se leva em consideracdo o tempo
computacional, o método Newton perde sua eficiéncia.
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